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Problema 1

a) A primeira informagéo relevante que devemos perceber é que existem duas situagoes distintas:
estrelas 1 e 2 visiveis, que resulta na magnitude combinada de m, = 5,67, e somente a estrela 1
visivel, que resulta em uma magnitude de m; = 6,28. Assim, podemos relacionar ambos esses
casos através da equacao de Pogson:

. F:
me. —mi = —2,5log <F> = —25log (1 + F2)
1 1

F:
Onde F, = F; + F5. Com um pouco de manipulagao algébrica, podemos concluir que FQ =
1
0,754. Entretanto, o enunciado pede a porcentagem p do fluxo combinado que é produzido pela

segunda estrela, logo devemos fazer:

Cuidado com a utilizagao de algarismos significativos para fornecer sua resposta final. Como
os valores do enunciado possuem somente 3 significativos, nossa resposta final deve ter essa
mesma quantidade, sendo expressa portanto como,

b) Pelo enunciado, sabemos que o raio de 1 é necessariamente maior que o de 2, caso contrario
um eclipse em que a segunda estrela é totalmente eclipsada pela primeira nunca aconteceria.
Ainda, vimos pelo item a) que Fp = 0,754F;. Como as estrelas estdao a aproximadamente a
mesma distancia da Terra, temos que:
Fy R3TH R, T Ry
1

2 T2
=054 = =22 =0,754=> —-2 =0,868 = —= = 0,868—
F R2 T} R, T? T2 R,

R
Agora, como R—l > 1, precisamos analisar cada caso. T} = Ty se Ry = 1,15Ry; T1 < T3

2
se Ry > 1,15Ry; e T1 > Ty se Ry < 1,15Ry. Vale lembrar que sé estamos tratando de valores
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positivos para os raios e as temperaturas. Em suma,

T, < Ty, se R > 1,15Ry
Tl = TQ, se Rl = 1,15R2
T > Tz, se Ry < Ry < 1,15R2

Comentario:

A maioria de vocés fez o item a) corretamente, porém no item b) ocorreu uma tristeza
generalizada. Muitos insistiram em usar a expressio F = oT* e concluiram que T; > Tb,
porém isso estd errado ja que F' é o fluxo superficial da estrela, nao o fluxo observado, que é
aquele utilizado nas contas. Menc¢ao Honrosa para Joao Dionisio, Leandro Machado e Elias, que
perceberam que havia uma dependéncia nos raios, porém nao chegaram a equacionar isso.

Problema 2

a) Primeiramente, devemos considerar a conservacao de energia (e portanto de poténcia), ja que
o enunciado dé a entender que o sistema estd em equilibrio térmico (sempre que aparecer este
tipo de questao, a nao ser que o enunciado explicite, considere que o sistema estd em equilibrio
térmico). Assim,

Pabsorm’da = Lemitida

Sabemos que Pypsorvide ¢ dada pela relacao entre a taxa de absorcao 1 — A' do planeta, pelo
fluxo F' recebido da estrela e pela area de secao transversal a do planeta, na forma:

Pabsorvida = Fa(l B A)

L 2
= Pabsorvida = W TR (1 - A)

Agora calcularemos P.p,tidq, que € a dada pela Lei de Stefan-Boltzmann, corrigida pelo
coeficiente de emissividade:
Pemitida = a/€0T4

= Popnitida = 21 R2e0T?,
em que a’ é a area superficial do planeta que emite luz que, por apontar sempre a mesma face

para estrela, serd apenas metade de sua area.
Igualando as duas poténcias

U AL ttteor
™
1

MU

S8moed?

1Lembre que albedo é a fracdo da luz que o corpo reflete, como ele s6 pode refletir ou absorver, a taxa que ele
absorve serd “total-refletido”, que é 1 — A
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Substituindo os valores

1
B 10-3,83-10%6 - (1 —0,4) 4
- \87-5,67-1078.0,7-(3-1,5-1011)2

=T = 327K |

b) Feito o item anterior, basta apenas usar a Lei de Wien:

b
)\mda: = 7
T
Assim, temos:
2,898 - 1073
)\mdz = T%5as
327

= | Anae = 8,86 - 1075 m = 8,86 um

Problema 3

Primeiramente, vamos achar as distancias destas galdxias. Como z < 1, podemos utilizar a
lei de Hubble-Lemaitre:

Ccz
Hy

Substituindo os dados na férmula, obtemos: r; = 4.3 Mpc e ro = 8.6 Mpc. Agora, usamos a
lei dos cossenos para determinar a distancia entre as galaxias:

r

d= /1?4715 —2r; r2 c0s20° ~ 4:8 Mpc

Uma coisa bem importante é que a lei de Hubble independe do referencial, isto é, o médulo
da velocidade radial sempre satisfard a férmula, independente se vocé pegar aqui ou na galaxia
de Andrémeda (claro, vocé deve usar as distncias certas).

Assim, fica facil de calcular o redshift relativo:

Hyd
2= 9% ~0.0011
C

Para calcular a magnitude aparente, precisamos da magnitude absoluta de uma galéxia similar
A Via Léactea. Assumindo que a galaxia brilhe como 10! séis, sua magnitude absoluta sera:

10"
M, — Mg = —2,5log (%> = M, =5—25log 10"

1
M, = —22.5
Aqui aproximamos a magnitude absoluta do Sol como 5. Nossa estimativa da luminosidade

da galaxia foi um pouco acima do valor real. Para galaxias como a Via Lactea, a magnitude
absoluta é préxima de —21.
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Utilizando a féormula do médulo de distancia:

mg =My —5+5logd

Para M, = —22.5, obtemos m, = 5.9. Para M, = —21, obtemos m, = 7.4. Consideramos a
absorcao no meio intergaldctico insignificante.

Problema 4

Para resolver problemas de magnitude limite eu gosto de pensar que as poténcias recebidas
devem ser iguais, ou seja,

Ppupila = Ptelescépio

Logo,
folho ! Aolho =k ftelescépio : Atelescépio

Onde k é um fator de correcao para perdas de ganho pelos espelhos e lentes. Como o telescépio
tem dois espelhos (primério e secundério) e uma lente (ocular), k deve ser:

k=0,852-0,9
Obtendo a razao dos fluxos, temos:

ftelescépio r_ Aolho
fOlhO Atelescépio . 07852 . 0,9

Sabemos que a area efetiva do telescépio deve ser a diferenca entre a area total do espelho
primério e a drea do espelho secundario, assim:

™
Atelesco’pio — 1(1152 - 202)

Entao,
2
ftelescépio o 6

folho (1152 — 202) - 0,852 - 0,9

Pela equagao de Pogson, segue:

Mielescopio — Molho = —2,5108 (fte}ej}cjp“’)
62
elescopio — 6 = —2’51
Mtelescop og ((1152 —202) 0,852 - 0,9)

= ‘ Mtelescépio = 11,91 ‘

Problema 5

Para comegar o exercicio, devemos lembrar de duas propriedades de lentes convergentes:
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1. Raios que chegam paralelo ao eixo éptico da lente, isto é “perpendiculares” a lente, se
encontram no foco, ao passarem pela lente.

2. Pensando no caminho inverso dos raios,” podemos concluir que raios que partem do foco
da lente, ficam paralelos ao eixo 6ptico da lente, ao serem refratados por ela.

a) No enunciado era dito que raios que chegavam paralelos ao tubo, ao safrem, permaneciam
paralelos. Vamos pensar entao nas condigoes que devem ocorrer para que isso seja possivel.

Pela propriedade 1, os raios que chegam paralelos irao se encontrar no foco da lente que
estiver na frente. Suponha que a lente de distancia focal 3f esta na frente. Isso significa que os
raios de luz ir@o se encontrar num ponto E a uma distancia 3f da 1* lente.

Pela propriedade 2, os raios s6 podem sair todos paralelos pela 2% lente, caso todos partam
do foco dela. Logo, queremos que todos os raios se concentrem no foco da segunda lente.

Juntando esses dois fatos, notamos que o ponto F deve estar tanto a uma distancia 3f da
lente 1, quanto a uma distancia f da lente 2. A partir disso, concluimos que a distancia entre as
lentes deve ser f+ 3f =4f.

Ja que Vruno colocou uma lente em cada extremidade da lente, o tamanho do tubo é justa-
mente a separagao entre as lentes. Logo,

b) Nesse item, é extremamente importante fazer um esquema da situacdo para que as coisas
facam sentido. Para um dos casos, temos algo parecido com:

3f !

Figura 1: Representacao do “telescopio”. Em azul temos as lentes convergentes, em vermelhos
os raios de luz e, em cinza, temos a area de seccao reta de raios R e R; da trajetoria dos raios
de luz.

Na figura, vemos que nada de estranho acontece. No entanto, como na prova vocé nao deve
perder tempo fazendo uma figura perfeitamente em escala, vamos calcular o valor de R; para
verificar se é realmente isso que acontece. Para isso, vamos usar um pouco de geometria (ver
Figura 2).

Na imagem, ¢é facil de ver que os angulos AEB e CED sio congruentes por serem opostos
pelo vértice. Assim, temos que os triangulos AABE e ACDE sao semelhantes pelo caso AA.
Logo, pela semelhanca:

2R 2R, R
= = Rl —
3f f 3
2Podemos fazer isso, pois os raios de luz possuem a propriedade de serem reversiveis, ou seja, o caminho de A
até B é o mesmo de B até A (famoso tudo que vai, volta)
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Figura 2: Esquema simplificado da Figura 1.

Agora, para o outro caso, a figura acabando ficando mais feia, algo parecido com a Figura 3.
Nesse caso, certamente alguma coisa estranha esta acontecendo. Novamente, como nao pode-
mos confiar na perfeicao do desenho na hora da prova, vamos calcular Ry. A figura 4 apresenta
um esquema simplificado da situagdo. Nela, vemos que AABE ~ ACDE (caso AA), portanto:

2R, _ 2R
3f  f

Mas o que significa o fato de Ry > R? Como é possivel visualizar na Figura 3, isso faz com
que muito dos raios acabem batendo no interior do tubo que, por ser preto, vai “absorver” essa
luz, fazendo com que percamos energia nesse processo. E como podemos quantizar essa perda
de energia?

Muito simples, por um momento, esqueca as paredes do tubo. Ignorando as paredes do tubo,
terfamos, a uma distancia 3f do ponto E, os raios de luz espalhados em uma regiao circular de
raio Ry. J4 que nenhuma energia foi perdida, a poténcia® desses raios de luz precisam ser iguais
a poténcia inicial (hora que ele entram no tubo, isto é, passam pela primeira lente).

= Ry =3R

Figura 3: Representacao do “telescépio” apds ser girado de 180°. A notagao de cores é a mesma
da Figura 1. A tnica diferenca € o raio de luz roxo que representa os raios de luz que efetivamente
chegam na segunda lente.

3Lembre que luminosidade e poténcia fazem referéncias s mesmas grandezas fisicas de energia por tempo
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Figura 4: Esquema menos poluido do caminho dos raios de luz.

Seja Py essa poténcia. A intensidade I (fluxo) da luz espalhada na drea Ry é, por defini¢ao:

)

d A TR}

Note que basicamente fizemos uma regra de trés (&) com as dreas. Isso acontece, pois um
outro argumento seria de que a poténcia da luz é proporcional a drea em que ela estd espalhada,
logo, regra de trés é aplicdvel (nao preciso nem falar nada sobre o fato de semelhanga de triangulos
para achar o raio é pura regra de trés...).

Agora, para calcular a luminosidade da luz que efetivamente sai do “telescépio”, basta notar-
mos que ela sai em um circulo de raio R (ver os raios roxos na Figura 3). Portanto, a poténcia
dessa luz tém que ser dada por:

7mR? R,—3Rr

Lo=1-7R*= Ly, =Py - —;
2 ™ 2 0 WR%

F
LQ:?

Olhando para o primeiro caso de novo, vemos que nenhuma energia é perdida, ou seja,
L, = Py. Finalmente, a razao pedida fica:

Ly 1

L 9

c) J& comego pedindo desculpas, pois esqueci de colocar nesse item a magnitude absoluta bo-
lométrica do Sol.” Portanto, se vocé usou a magnitude absoluta (ou aparente) visual da tabela
de constantes, ta tranquilo. De qualquer forma, usarei My, = +4,75.

4Agora jé t4 arrumado 14
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Para magnitudes absolutas, estamos considerando as estrelas a uma mesma distancia de nés
(de 10 pc, mais especificamente), portanto o termo da distancia na férmula do fluxo ird cortar
quando aplicar a férmula de Pogson, logo:

em que L é a luminosidade da estrela em questao. Isolando ela:

L Myor — My, _ Mpor—Mpor
log< ):_bl%bl@éL:L@.w el e

Lo
Utilizando My = —7,1, Lo = 3,83 - 10 W e Mo, = +4,75, chegamos em:
L=210-103W

Para calcular seu fluxo, devemos achar sua distancia até nds. Pela definicdo de paralaxe
(lembre de converter para segundo de arco):

I T e
T g T YT R T 31108 e

Entédo, o fluxo F' da estrela serd:
I 2,10 - 103!

w
F= = =1,69-10"% —
4mwd?  4m(323 x 3,086 - 1016)2 m?2

A poténcia Py da luz que entrard serd Py = F' - A, em que A é a area do tubo. Logo,

D 650 - 1073)2 W
Po=F - —169-10% x u:5,61-10_9—,
4 m?2
o ) ) : Ly
que, como ja dito, é igual a L. Ja sabemos que Lo serd 9 vezes menor, ou seja, Ly = 35
Portanto,
%4 W
L1 =56-107"— e Ly=62-10"""—;
m m
Comentarios:

Esse era um exercicio que cobrava um pré-conhecimento de algumas propriedades de lentes
convergentes, ou seja, de Optica Geométrica. Talvez para Barra nao seja muito focado ter,
especificamente, um grande dominio sobre Optica Geométrica, mas sofrer por esse exercicio é
bom para ter uma nog¢ao melhor do funcionamento de telescépios, o que é bem importante.

Além disso, mesmo para quem ja tivesse dominio nos conceitos apresentados, o exercicio nao
era facil. Inclusive, eu peguei esse exercicio de um livro russo (Krotov), que possui exercicios longe
de serem chamados de triviais. Entao, nao fique muito mal por nao ter conseguido resolvé-lo, ele
era complicadinho de visualizar mesmo.

Dito isso, gostaria de fazer umas consideragoes finais sobre o exercicio. Um outro jeito de
visualizar o item b) é de, ao invés de pensar na drea que a luz deveria ter e comparar com a
que ela de fato tem (ou seja, como foi feito aqui), vocé poderia pensar na édrea efetiva que a
lente “objetiva” tem - qualquer raio fora dessa area ird bater na parede do tubo. Pela Figura 1,
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se pensarmos, mais uma vez, no caminho inverso da luz, percebemos que esta sendo retratado
0 caso extremo, ou seja, qualquer raio a uma distancia r > R; vai bater no tubo. Assim, a
“objetiva” tem uma drea efetiva 9 (lembre que R = 3R;) vezes menor que a area fisica, logo,
L1 =9L5.

Outro ponto interessante é o cdlculo da razao dos fluxos (quao mais brilhante uma mancha
é em relagdo a outra). Seja A a drea do tubo. J& que R = 3R;, a luz saird com fluxo Fi, dado
por:

L - 9P,
F1=71:>L1 & Flle0
9
J& no segundo caso, o fluxo F» é:
Ly Py
Fo=—=F=—
2T A TP 04

Logo, a razao fica:

F, 1 (L 27 f2\*
rea () = (%)

em que fo = f e fi = 3f sao as distancias focais das lentes usadas.

Ultima coisa, ndo sei se isso serd cobrado em Barra com muito rigor, mas uma coisa impor-
tante ao dar sua resposta final é que vocé deve seguir a regra dos algarismos significativos.
Basicamente, como no enunciado eu sé dei dados com um nimero apds a virgula, sua resposta
final 86 pode ter um nimero depois da virgula. Para ver melhor sobre o tépico, confira os critérios
de correcao que usaram no treinamento do ano passado.

Problema 6

a) Em exercicios de andlise dimensional, eu curto dar uma olhada nas varidveis e pensar em
férmulas que eu conhego que relacionem a maior quantidade possivel delas. Nesse caso, eu vejo
GM e ¢ em lugares diferentes da fragdo e ja penso no raio de Schwarzschild (escrevi sem olhar
2GM
2
Pela tabela de constantes, vemos que a unidade de h é J - s e de kg é J/K. Lembrando que
temperatura é em Kelvins e velocidade em metros por segundo, podemos escrever:

no Google ®), que é R = , ou seja, —— tem unidade de distancia, ou melhor, metro.
c

-2
he y—2 2 JTsT m Y 1 J*g® y72Kz
TH:iC < :>K:7(5Z) *:>K:7$m
8rky \GM (%) m JZs¥=2m

A partir disso, é facil de ver que z = 1 para cortar o Kelvin e que = z = 1 para cortar o
Joule.” O expoente do m e do s deve ser zero, logo:

my7271

5 Apesar do Joule nio ser uma das unidades fundamentais, sabemos que ele depende do kg, o qual néo aparecia
em nenhuma outra varidvel na conta, portanto sabemos que ele tem que se anular.
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Portanto, a equagao é:

he3

Ty = —
A= SrGMkp

b) Sabemos que a luminosidade de um corpo de emissividade 1 é dada por:
L =4nR*cT*

A temperatura ja encontramos no item anterior e o raio serd o de Schwarzschild. Entao:

2GM > het \*
L=dr =25 L
T( c? > U(&TGMk;B)

Abrindo tudo, chegamos em:

I ohtc®
© 256m3G2M2kY,

c) Ja que todos os mini buracos negros sdo idénticos, eles tém a mesma massa. Além disso, foi
dito que a massa se conserva, assim, fazendo uma simples regra de trés, vemos que cada mini

buraco negro tem massa m = —.

Note que iremos comparar magnitudes absolutas, portanto a distancia do buraco negro até
nés nao é relevante, s6 sua luminosidade. Como na equagao de Pogson nés fazemos uma razao

entre as luminosidades, podemos chamar todas as constantes de uma constante arbitraria K, ja

K

que elas vao cortar de qualquer forma. Dessa forma, L = ek

Antes de jogar na equagao de Pogson, note também que a luminosidade conjunta dos N
buracos negros é N L,,, em que L,, é luminosidade de um buraco negro de massa m. Finalmente,
se M for a magnitude absoluta conjunta:

NL,, NK M? N (N%)2>

M — Moy = —2,5 IOg <[/]\4> — _2,5 log (W,}() > _2;510g (7

:>‘M :m077,510gN‘

Comentario

Em geral, esse era um exercicio bem direto, mas que as contas poderiam tirar um bom tempo
de prova nos itens a) e b). Assim, para ndo perder ponto “fdcil”, é bem importante que vocé
adquira uma boa velocidade em resolver exercicios desse tipo. O objetivo desse exercicio era
justamente praticar essa agilidade. ©

No item a), eu acabei resolvendo rdpido pois pensei numa férmula que deixava as coisas muito
mais faceis de serem visualizadas. Uma coisa dessas vocé pega com o tempo e, ainda assim, é
meio baseado na sorte. Como as provas sao muito baseadas em tempo, recomendo que vocé dé
uma olhada por cima, vé se consegue pensar em alguma férmula conveniente e, caso nao dé,
nao fique insistindo. Faga do jeito padrdo porque ai é certeza que vai dar certo. Caso esqueca
a unidade de alguma coisa, pense em alguma férmula que a envolva e ache na hora, nao confie
tanto na sua memoéria. Tenha planos B (de Makoto).

Uma coisa que vi acontecer muito era da pessoa substituir o valor de todas as constantes
para encontrar uma expressao que s6 dependa da massa. Para todos que fizeram isso, cuidado.
E muito dificil que algum enunciado peca algo assim, pois em nenhum momento foi fornecido
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o valor da massa, entdo vocé nunca chegaria em um valor para a luminosidade. Sé faga isso se
o exercicio deixar explicito que é isso que ele quer. Fazer conta a toa s6 te faz perder tempo e
tempo é uma coisa muito preciosa em provas de astronomia.

Pelas mensagens do grupo, percebi que teve uma galera meio confusa com o porqué da
calculadora dizer que a conta (ao substituir as constantes) dava 0. Nao era necessdrio fazer as
contas nesse exercicio, mas em algum outro exercicio pode ser, entao acho relevante dizer o que
que aconteceu. A calculadora sé entende valores entre 107190 e 101%°, entdo se algo d4 menor que
isso ela fala que é 0, caso dé maior, ela fala “Math ERROR”. Quando a calculadora t& fazendo
a conta 14 toda pimposa, se ela calcula alguma coisa que é menor que esse limite (nesse caso
era o ht), ela vai falar que isso é 0. Dai, multiplicando com o resto, vai zerar toda a expressao.
Portanto, as vezes é interessante vocé dividir a conta em passos, para que em nenhum momento
ela encontre algo menor que 10719 (e nem maior que 10'%°, nesse caso ela d4 “Math ERROR”).

Problema 7

Vamos tentar fazer na marra? A segunda lei de Newton para o corpo, que somente se
movimenta radialmente, é:

Note que se voceé fosse resolver essa expressao 'mormalmente’; ficaria com uma equagao di-
ferencial nem um pouco agraddvel de ser resolvida (diferentemente do MHS ou do MUV, que
possuem equagoes diferenciais mais tranquilas de serem resolvidas pois sdo de primeira ordem),
logo, precisamos recorrer a elipse degenerada. O caminho percorrido pelo objeto é uma elipse
de excentricidade tendendo a 1, possuindo assim ¢ = ¢ = R, onde R é o raio da Terra. Veja a
figura, lembrando também que o centro da Terra corresponde a um dos focos da érbita.

Orbita, nicial

Crbita
B

Transferéncla

Figura 5: Tlustracao da “orbita” que o objeto estd seguindo.
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Ainda, sabemos que o periodo T do corpo é dado pela terceira lei de Kepler:

T  4rx?
a3 GM

Pela segunda lei de Kepler, a lei das Areas, podemos relacionar o tempo de voo At com a
area varrida pelo objeto, S:
At T
S S

onde Sy = wab é a area total da elipse.

Pela Figura 5, vemos que a area é dada por um triangulo de base 2b e altura a somada a
metade de uma elipse, logo:

Zb-a_ T
5= 7 —ab<§—|—1)
Por fim,
oAb (3 +1) T+ 2
At=T wab 27

Calculando o periodo total,

4n’Ry | 4 6
n? x (637-10°0° o
GMg |/ 6,67 10711 x 5,94- 102

Finalmente,
At=7.Tt2 _ 5055. T2
27 us
=
Comentario:

Este problema é um caso classico de aplicacao da elipse degenerada, nao havendo muito
segredo quando voceé ja esta familiarizado com isso. Os erros mais comuns foram considerar que
o tempo de voo é metade do periodo e calcular a area varrida erroneamente, que sao desvios super
comuns na resolugao desse tipo de problema, devendo ser evitados em problemas futuros. Mengao
especial para André Gongalves, Jodo Vilas, Leandro Machado e Otévio por terem resolvido o
problema corretamente.

Problema 8

A férmula que determina a magnitude estelar absoluta pode ser obtida pela lei de Pogson:

F,, L AnRy>
M —m =25log — =2.5log————
SF M & 4tR,% L
Percebemos que na primeira féormula: 5log Ry;; = 7.5. J4 na segunda: 5log Ry = 5. A
razao gﬁ; ~ 3.2 é préxima ao numero de anos-luz em um parsec. Assim, na primeira férmula
D é dado em anos-luz, e na segunda férmula r é dado em parsecs.

=5log Ry — 5log Ry,
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Problema 9

Primeiramente, vamos calcular a velocidade orbital da ISS:

GM,
v= | ——L ~ 7650 m/s
R@-}-h

Agora, numa transferéncia de plano orbital simples, as velocidades finais e iniciais sdo iguais
em maédulo, ou seja, juntas com o Awv necessério, formam um tridngulo isésceles. A figura abaixo
ilustra o tridngulo envolvido numa transferéncia de planos orbitais em um angulo 6.

Se o objetivo da transferéncia de planos é “equatorizar” a orbita, entao o Av deve ser aplicado
em um dos nodos (onde o satélite passa pelo plano equatorial). Utilizando a figura acima,
obtemos:

0
Av = 2vsin —

0
Av = 2vsin -
v =2vsin

Substituindo os dados na féormulas:

{Av ~ 6710 m/sl

Como o tridngulo é isdsceles, o Av serd aplicado em um angulo o em relagdo ao vetor da
velocidade inicial, onde:

a:180°7w —116°

Observe que transferéncias de planos orbitais sao extremamente caras. Para “equatorizar” a
Orbita circular de um satélite com inclinac¢do orbital maior do que 60°, é necessario aplicar uma
variacao de velocidade de médulo maior que a prépria velocidade orbital. A organizacao que deu
origem ao NOIC (Ntcleo Olimpico de Incentivo ao Comunismo) pagava caro para ter satélites
equatoriais, ja que seus sitios de lancamento eram localizados na Sibéria.

Problema 10

a) Mesmo que vocé ndo tenha entendido ainda exatamente o que estd acontecendo no exercicio,
é importante que vocé garanta seus pontinhos fazendo a parte “facil” dele (é muito comum esses
exercicios mais longos ter um item a) mais tranquilo)

Queremos que a resolucdo angular do telescépio seja Or = 2,34 - 1078”. Usando um X de
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observagao igual a 550 nm®, temos que (lembre que a conversio de segundo de arcos para
radianos é igual a de U A para parsecs):

A 234.1078 550 - 1079

bp=1225 = o o =122 % ——

=|D=591-10m

b) Antes de comecar a fazer qualquer conta, é importante entender o que estd acontecendo no
exercicio. O que significa esse Az? Por que o redshift estd mudando? Lembrando da férmula do
redshift, concluimos que redshift mudar significa que a velocidade radial (que aponta diretamente
para nds) da galdxia estd mudando. E o que estaria causando esse mudanga na velocidade? Se
vocé travar nessa pergunta, lembre o que que o enunciado estd pedindo, pois provavelmente a
relacao entre os dois é o que resolve o exercicio.

O enunciado pede o periodo de rotacao de 200emBarra, ou seja, ela estd rodando. Se ela esta
rodando, significa que a velocidade dela aponta para todos os lados, dependendo de onde estamos
na galaxia. Pensando assim, percebemos que, dentre as diregoes que a velocidade pode ter, a
que maximiza/minimiza a velocidade radial é a que aponta para nossa dire¢do. Se quisermos
um maximo, pegamos o sentido da velocidade apontando para nés; se quisermos um minimo,
pegamos o sentido oposto.

Agora que ja sabemos a direcao e sentido que a velocidade deve ter, falta descobrirmos o
médulo. Para isso, lembre do médulo que a velocidade tem em um corpo rodando. Ela é dada
por v = wr, em que w é a velocidade angular do objeto rodando e r a distancia do ponto em
questao ao centro de rotagao. Ja que estamos assumindo um periodo constante, a velocidade
angular deve ser constante também. Dessa forma, a velocidade é diretamente proporcional a
distancia ao centro de rotagao. Isso nos diz que, para v ser o maior possivel, r tem que ser o
maior possivel. Qual é a maior distancia que podemos estar do centro da galdxia? E justamente
o seu raio! A figura abaixo resume o que concluimos.

Urot

Nossa diregdo Centro da Galaxia

Urot

Figura 6: Ilustracao da rotacao da galaxia.

Ainda falta entendermos o papel da latitude galdctica. Com a defini¢cao dada no enunciado,
podemos fazer o esquema retratado na figura 7.

6Desculpe por néo especificar isso também, mas agora j4 t4 arrumado 14
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Plano da galaxia Tyt 200emBarra Trot

Sol Plano da Via Lactea

Figura 7: Note que o angulo ¢ vale 23.5°, pois, como dito, o plano da Via Léctea é o plano de
referéncia, entao as medidas de angulo sao baseadas nela. Veja também que estamos pegando a
inclinacao da reta que passa pela Sol e por 200emBarra pois o Sol é a origem.

Por ela, notamos que a velocidade de rotagao nao estd alinhada com nossa linha de visada,
no entanto, para o calculo do redshift é necessdrio apenas a parte da velocidade que estd na
apontando para gente. Para isso, precisamos decompor a velocidade (ver Figura 8).

Tecnicamente, o dngulo que a velocidade que aponta para a Terra (ao invés do Sol) nédo é
exatamente o mesmo, mas a diferenca deve estar 14 na casa dos 0.000 000 001°, entdo ndo muda
nada usar o £. Agora que ja sabemos o que estd acontecendo, finalmente podemos fazer as contas
para o exercicio!

Lembrando que a galdxia ainda terd uma velocidade de afastamento v,¢, as equacoes para os
redshifts maximo e minimo fica:

2 ~ Uaf + Urot,.
mar —
@
Yef + VUrot, — (U f — Urot ) 200t
i AZ — /a/]( i /‘{f/ ™ = I8
(& &
_ Uqgf — Urot,
Zmin = .

Pela Figura 8, é simples de ver que vyot, = Vrot COS L. Assim, v,.q¢ 6

20y0t cOS L N cAz 3-10% x 6,00-1073
= - UT'O = =
c "7 2cost 2c0s(23.5°)

Az = Vpor = 9,81-10°m/s

Urot,

Urot [

£ 200emBarra Urot

Sol Plano da Via Lactea

Figura 8: Decomposicao da velocidade na nossa componente radial.
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Além disso, também podemos encontrar v,.,; como wR. Para achar R, basta utilizarmos as
informacoes de paralaxe e diametro angular. A distancia d da galaxia até nés é:

1 1

d=2= 2,34-10-8

=d=427-10" pc
Logo, seu raio é:

9R = 0d = 1,41 x % % 4,27 107 x 3,086-10'6 = R = 1,62 - 102 m

Finalmente com R podemos fazer:

9,81-10° 17
Urot:WR:w:W:6706'lo Tad/s
Por fim, o periodo sera:
27 2w

T=2=

_ _ 16
= 303, 10 — 330°10%s

= | T = 3,29 bilhoes de anos

Comentario

Esse era um exercicio para testar sua visualizacao das situagoes propostas. Se vocé conseguisse
visualizar que a diferenga de redshifts ocorria por conta da rotacao da galaxia, o exercicio estava
praticamente feito.

Além disso, achei que era uma boa ji apresentar o conceito latitude de galdctica, tanto para
voceés ja criarem uma leve intuicao para quando vocés tiverem que estudar isso mais a fundo,
quanto para ver como vocés se saiam com um sistema de coordenadas que foi definido pelo
exercicio.

Desenhar a situagao era importante para visualizar a importancia da latitude galactica, o que
eu percebi que foi bastante ignorado nas respostas de vocés. Lembre-se sempre que o redshift
s6 leva em conta a velocidade radial, entao nao pode se esquecer de s6 pegar a componente que
aponta para o observador.

Por tdltimo, s6 queria comentar que vi muitos nao falarem que ha uma velocidade de afasta-
mento da galdxia. Embora a velocidade de afastamento convenientemente corte na expressao,
ainda é muito importante que ela seja mencionada e lembrada por vocés, porque se eu desse a
soma, dos redshifts, por exemplo, ela ndo desapareceria e vocé podia acabar perdendo a questao.

Problema 11

Este problema, especialmente o item a), exigia uma maior manipula¢do e experiéncia com
trigonometria esférica e astronomia de posicdo, bem como uma boa visualizacdo do problema.
Neste mesmo item, o que a maioria das pessoas errou foi considerar que o arco que une Acrux e
Gacrux estava alinhado com o Polo Celeste Sul, quando na verdade nao estava. Este erro levou
a resultados bem abaixos do real.
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a) O primeiro passo para a resolugdo deve ser desenhar o problema. Para isto, a imagem abaixo
ilustra muito bem o problema e contém todas as informacoes necessédrias para a sua resolucgao.

PCS falso

900 - 5acrux

Gacrux PCs

(e}
90° — 69(1,(37"11,7}

Figura 9: Construcdo geométrica necessaria para resolver o exercicio.

Comegaremos encontrando o arco d que liga Acrux a Gacrux. Partindo da equacgdo de se-
paragao angular entre dois pontos na esfera celeste (com base no sistema de coordenadas equa-
torial celeste):

cos(d) = sin(dacruz) S (Ogacruz) + c08(dacruz) c08(dgacrus) COS(Macruz — Agacruz)
=d=6.01263°
Agora encontraremos o angulo A, através da Lei dos cossenos
cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(A)
= c08(90° — dgcruz) = €08(90° — Ggacruz) €0s(d) + sin(90° — dgacrue) sin(d) cos(A)
= sin(dacruz) = Sin(0gacruz) cos(d) + cos(dgacruz) sin(d) cos(A)

sin(0acruz) — Sin(dgacrus) cos(d)
cos(dgqcruz) sin(d)

= A=49427767°

= cos(4) =

Por fim, aplicamos a Lei dos Cossenos mais uma vez para encontrar A
cos(A) = cos(5,5d) cos(90° — gacruz) + sin(5,5d) sin(90° — dgacrus) cos(A)

= c0s(5,5d) sin(dgacruz) + sin(5,5d) cos(dgacruz) cos(A)

=|A~2.696111° = 2°41'46" |

b) Este item é bastante simples e répido de se fazer, especialmente se comparado com o item
anterior. Bastava lembrar que a distancia angular de qualquer ponto em relagao aos polos nao
depende de sua ascensao reta (o que também poderia ser obtido a partir da equagao de separacao
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angular)

1 0
COS(A/) - Sin((spolaris)Si CN + COS(épolaris)Wos(apolaris - aPCN)

= cos(A") = sin(bporaris)

=|A =0.735833° = 449" |

¢) Encontrados os valores de A e A’ basta encontrar a razao

A 2696111

— = =~ 3664
A’ 0,735833 ’

Problema 12

a) Antes de tudo, podemos assumir, sem perda de generalidade, que dois dos observadores - A
e B - estao no equador, enquanto o outro observador - C - esta no polo do planeta.

Note que o horizonte de um observador que estda em ponto qualquer do planeta é o plano que
tangencia a esfera no ponto em que o observador reside, de forma que astros abaixo desse plano
nao podem ser observados.

Primeiro, vamos analisar a situacao com somente dois observadores separados por 90° vendo
o satélite simultaneamente: no caso limite, temos que o satélite tem que estar na reta de inter-
secgao entre os dois horizontes para obedecer & condi¢ao imposta (ambos os observadores vendo).
Podemos assumir também que esses observadores sao A e B, com ambos estando no equador.

Agora, voltando ao caso original do problema, temos que o terceiro observador, C, que estd no
polo, também tem que estar vendo o satélite, este que, no caso limite, deve estar na intersecgao
do plano do horizonte de C, A e B. Tente visualizar isso ANTES de ver a imagem abaixo, é
importante conseguir ter essa figura na cabega. Ainda, pegar um globo da Terra pode lhe ajudar
a entender a situagao. Agora, a Figura 10 representa os horizontes de cada um dos observadores,
que se intersectam no ponto P, colorido de verde.

Para procedermos com as contas, vale observar as duas imagens da ultima pagina. Note que,
nos baseando na imagem 13, podemos encontrar a distancia representada pela reta verde com
um pouco de geometria:

Primeiramente, note que VERMELHO = LARANJA = R. Assim, por teorema de
Pitagoras no triangulo vermelho-vermelho-azul:

AZUL? = R* + R* = AZUL = V2R
Ainda, podemos aplicar outro teorema de Pitdgoras no triangulo azul-laranja-verde
VERDE? = AZUL? + LARANJA? = 3R* = VERDFE = V3R

Dessa forma, o raio orbital R do satélite é

b) Tendo feito o primeiro item, este fica tranquilo de ser visualizado. Antes de tudo, sabemos
que a inclinagao orbital corresponde ao angulo que a 6rbita do satélite faz com o equador do
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Figura 10: Representacdo do problema. Na figura, temos que o horizonte de A estd pintado de
verde, o de B estd de cinza, enquanto o de C estd de azul. A esfera (planeta) é vermelha e o
ponto de interseccao, que é onde o satélite deve estar, esta de verde.

planeta. Como a 6rbita do satélite é um circulo centrado no centro do planeta e a coordenada de
um dos pontos (P) da érbita do satélite é (R, R, R), conseguimos determinar a inclinagdo orbital
com a informacao adicional dada pelo enunciado: a érbita do satélite passa por cima da cabega
de um dos observadores no equador, que podemos assumir sem perda de generalidade que é o
observador A e que esse ponto da érbita chama-se Q. Vale lembrar que 3 pontos determinam um
plano, por isso s6 precisamos conhecer 3 pontos (no caso, P, Q e o centro do planeta) da érbita
para descrevé-la.”

Visto isso, nos baseando na Figura 11, podemos ver que a érbita, quando vista lateralmente
de uma posigao alinhada com o centro do planeta e A, é uma reta. Tome cuidado pois o ponto
que possui a maior declinagdo da érbita ndo é o ponto P (quais as coordenadas de tal ponto?
Comecando a me arrepender de nao ter colocado isso com um dos itens rs). Nessa vista lateral,
observamos uma figura parecida com:

Assim, vemos que inclinacdo « da 6rbita é dada por:

tana—E—l
= %=

~[a=5]

Comentario:

Este problema foi retirado de uma lista antiga de Vinhedo, e testa a tridimensionalidade com
que vocé consegue visualizar situagoes, habilidade extremamente til em problemas mais dificeis
de astronomia de posigao. Perceba que ele é muito curto se vocé entender o que esté acontecendo,
exigindo também pouquissima algebra, e foi colocado como 1ltimo problema justamente para
explicitar um erro comum dentre aqueles que resolveram a lista em 4h: fazer as questoes na
ordem, entao fica a dica ©.

"Fato interessante: por esse mesmo motivo, néo existe cadeira de 3 pés bamba, a nio ser que sejam trés pontos
(quase) colineares.
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Figura 11: Planificacdo do problema. Note que podemos fazer isso devido a sua simetria nesse
plano.

Além disso, muitos de vocé tiveram a intuigdo correta no item b) de que a inclinagéo era
de 45°, colocando uma justificativa um pouco chula, porém digna de receber ponto cheio! Essa
pratica de nao deixar nada em branco, colocando nem que sejam algumas palavras na solucao,
é MUITO importante para todas as provas que vocés enfrentarao pela frente, podendo garantir
muitos pontos. Finalmente, a maioria daqueles que tentaram fazer essa questao chegaram na
resposta correta para o item b), enquanto no item a) a distribuicao de respostas corretas e erradas
(majoritariamente Rv/2) foi préxima de 50/50.
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Figura 12: Visualizacao das coordenadas (R,R,R)

-

Figura 13: Marcacao de distancias
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Apéndice

Essa é uma parte mais para mostrar umas coisas bacanas dos exercicios, meio desfocada,
entao nao serei tao didatico aqui, é mais pra quem curtir essas coisas dar uma aproveitada.

Lei de Hubble independe do referencial

No exercicio 3 foi utilizado que a Lei de Hubble é a mesma para todos os referenciais (des-
considerando efeitos gravitacionais, 6bvio), isto é, ndo vale s6 para a Terra. Para entender isso,
considere 2 corpos, B e C, separados por distancias JB e JC de um outro corpo A. Ja calculando
suas velocidades pela Lei de Hubble, chegamos na figura abaixo:

Figura 14: Representacao com vetores de uma situagao arbitraria.

Lembrando que a Lei de Hubble na forma vetorial é ¢ = Hod_: ou seja, velocidade e distancia
tém o mesmo sentido.
Ao irmos no referencial do corpo B, a velocidade de C fica:

e/ = o — Up = Hodo — Hodp = Ho(de — di),

em que Uc/p ¢ a velocidade do corpo C no referencial de B. Curiosamente, pela figura vemos
que a distancia d entre B e C é JC — JB, ou seja, aplicando a Lei de Hubble:

gafastamento = Hoj: HO(JC - JB)

Note que a velocidade de afastamento de C para alguém que esta em B é exatamente a mesma
coisa que pegar a velocidade relativa de C em relagao a B. Assim, concluimos que a Lei de Hubble
funciona para qualquer referencial.
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Problema 7, sem elipse degenerada

Primeiramente, por simetria, note que o tempo que o corpo demora para chegar no ponto
mais alto é o mesmo que ele demora para cair de la. Na resolugao iremos calcular apenas o tempo
que ele demora para chegar no ponto mais alto (o tempo de voo serd simplesmente o dobro).

J& que ele foi langado verticalmente, no ponto mais alto ele tem velocidade nula (note que
se nao fosse puramente vertical, ele teria velocidade horizontal). Assim, por conservagao de
energia, (como a massa da Terra é muito maior que a do corpo, podemos assumir que a Terra
estd aproximdamente parada, portanto ndo tem cinética) a velocidade do corpo hd uma distancia
r do centro da Terra é:

GMpr  GMpr ¥, B 11
DY S B Ve (77

. . : dr o :
Por conceitos de cinematica, sabemos que v = —. Passando o v dividindo e integrando em

dt

/ a= [ LI —dt

Dai, podemos “cortar” o dt da segunda 1ntegral, nos deixando com:

2R
/ - R/ dr
“Vaum 2R
\/2GM S | GM «—1 o\ ]
,

Fazendo a substituicdo cos? § = é = dr = 2R - (—2sinf cos ) df, ficamos com:

At — / / —2sinf cosf)d / 16R3 sin 6 cos 0 d6
1—cos26

cos? 0

t nos dois lados:

Perceba que ja substituimos os limites de integracio (cos’f = 1 = 6 = 0 e cos® = % =

cosf = § = 0 = 7). Lembrando da relagao fundamental, sin? 6 4 cos? 0 = 1, temos:

16R? s%ﬁ’ﬁcos 0 d@ / 16]?,3
At = ol /cos 0do

cos 0

Bl

0

Finalmente, usando que cos(20) = cos? # — sin? § = cos? = %,
Af — 16R3 /4cos(29) de +/4d€ ~ [16R? { sin (20) g N 1 g
-V GM 2 2 | VGM 4 |y 2]
0 0

Para mais simulados, acesse http://noic.com.br/materiais-astronomia/
Nicleo Olimpico de Incentivo ao Conhecimento


https://www.youtube.com/watch?v=dQw4w9WgXcQ
http://noic.com.br/materiais-astronomia/
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Aplicando os limites de integracao:

675 (1-0 T-0\ [& 7
At= GM( PR )_ i (17 3)

Por fim, o tempo de voo T serd o dobro da ida até o ponto mais alto:

R3
T =2At=(m+2)\/| =—
(m+2\ &7
Que bate com a resposta encontrada no Problema 7 (confira)!
Lembrando que tudo que esté aqui é apenas por curiosidade, todo esse tratamento matemaético
foi certamente desfocado.

Para mais simulados, acesse http://noic.com.br/materiais-astronomia/
Nicleo Olimpico de Incentivo ao Conhecimento


https://www.youtube.com/watch?v=dQw4w9WgXcQ
http://noic.com.br/materiais-astronomia/
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