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Introducao

O teorema de Bachet-Bezout é um dos pilares da teoria dos ntimeros. Ele asse-
gura a existéncia de solugdes para equagoes especificas e possui diversas aplicagoes
uteis em olimpiadas de matematica que serao apresentadas neste artigo. Encora-
jamos o leitor a pensar nos problemas resolvidos antes de ler as solugoes.

O Teorema

Teorema 1. (Teorema de Bdchet-Bézout) Dados a, b € Z, 3 x, y € Z tais que
ax + by = mdc(a,b)

Demonstra¢ao. Consideremos o conjunto K = {at + bs | t,s € Z}. Como |a| =
a-1+b-0€ Kemque I =1 oul = —1 dependendo do sinal de a, temos
que K NZ" # (), e portanto possui um menor elemento positivo. Chamemos esse
elemento de d. Nés vamos mostrar que d = mdc(a,b). Como d € K, suponhamos
d = aty + bsg. Sendo 7 o resto na divisao de a por d, pelo algoritmo da divisao
podemos escrever:

r=a—qd=a—q(aty+ bsy) = a(l — qty) + b(—qso) 0<r<d

Portanto r € K, mas r < d, absurdo! O tnico caso é r =0 = a = qd. Logo,
d | a, e, com um raciocinio analogo, d | b. Agora, se M é um outro divisor comum
de a e b, temos que M | aty + bsg = d, o que implica |M| < |d| e portanto d é por
defini¢ao o maior divisor comum entre a e b, o que conclui nossa demonstragao. [J

Conseguimos achar solugoes para equagoes que envolvem o mde(a,b), mas serd
que é possivel achar para todo nimero? Existe uma cota a partir da qual todo in-
teiro positivo pode ser representado na forma ax+0by? Os dois préximos poderosos
teoremas respondem a essas perguntas:

Pagina 1


http://noic.com.br/

O Teorema de Bezout m C

Teorema 2. Se ¢ € um inteiro qualquer, existem inteiros x,y para o qual a equacao

ar +by =c

vale se e somente se mdc(a,b) | c.

Demonstracdo. Comecemos pela volta do teorema, ou seja, suponha que d =
mdc(a,b) | c. Pelo teorema de Béchet-Bézout, existem w,v inteiros tais que

au+bv=d
Como ¢ = dk, multiplicando ambos os lados por k ndés obtemos:
a(uk) + b(vk) = dk = ¢

E portanto existem tais inteiros. Por outro lado, como a = ds e b = dr, caso
ax + by = ¢ nés teremos:

ar + by = c <= d(sx +ry) = ¢ <= d = mdc(a,b) | ¢
o que conclui a prova. O

Defini¢do 1. (Numeros Representdveis) Dizemos que um inteiro positivo ¢
¢ representdvel em (a,b) com a e b inteiros positivos e mdc(a,b) = 1 se existem
inteiros nao negativos (x,y) tais que ax + by = ¢

Em particular, mostraremos que a partir de uma constante C', todo X > C' é
representavel em (a,b). Vamos determinar esta constante:

Lema 1. Todo nimero inteiro k > (a — 1)(b — 1) é representdvel em (a,b).

Demonstracao. Pelo Teorema 2 nos asseguramos a existéncia de um par ordenado
(x,y) de inteiros que satifazem a equagao para um determinado nimero k. Como
k é positivo, temos que x e y nao podem ser ambos negativos. Caso ambos sejam
positivos, o resultado segue. Caso contréario, observe que:

k=ax+by = (z—bt)a+ (y+ at)b

Ou seja, o par (z — bt,y + at) também é solu¢ao para um determinado inteiro
t . O lema se reduz a mostrar que existe um inteiro ¢ tal que z — bt > —1 e
y +at > —1, que é equivalente a:

1 —-1-
TRy Y
b a
Isso decorre do fato do intervalo (_la_y,"’%l) ter tamanho maior que 1, pois:
r+1 (—1—y) _ar+byt+a+b S (a—1)(b—1)+(a+b) ab+1 o1
b a N ab - ab ab
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]

Provamos com esse lema que todo nimero inteiro positivo maior que ab—a — b
é representavel em (a,b). Mostraremos que o préprio nimero ab — a — b nao pode
ser representado dessa forma.

Teorema 3. (Teorema do Chicken McNugget) Dados dois inteiros positivos a,b
com mdc(a,b) = 1, o maior nimero inteiro positivo ndo representdvel por (a,b) é
ab—a—>b

Demonstracao. Pelo Lema 1 nés ja mostramos que todo ntimero maior que ab —
a — b funciona. Suponhamos por absurdo que ab — a — b = ax + by com x,y > 0.

Olhando moédulo a, temos que y = —1 e olhando mddulo b temos x = —1 também.
Neste caso, z >b—1ley>a—1,logoab—a—b=ax+by >alb—1)+bla—1) =
2ab —a —b > ab— a — b, contradicao. O]

A seguir mostramos uma aplicacado em uma OBM recente.

Problemas

Problema 1. (OBM N3 2019/P4) Prove que para todo inteiro positivo m existe
um inteiro positivo n,, tal que para todo inteiro positivo n > n,,, existem inteiros

positivos (nao necessariamente distintos) ay, as, ..., a, tais que
; - : +...+ L 1
al>  ay’ ar
Demonstracio. Comecemos percebendo que a; = a9 = ... = a,m = p é uma
P
solucdo para essa equacao. A ideia é particionar fracoes X% em uma soma de
outras. Por exemplo:
A |
pril) Dl ey
a; i=1 (p ’ ai>m
1 &1
prri) S o v
a; =4 (- ay)

Observe que a cada operacao deste tipo para cada parcela a; e aj, o nimero de
parcelas na soma aumenta de p™ — 1 e de ¢™ — 1, respectivamente. Isso significa
que se fizermos = vezes a primeira operagao e y vezes a segunda, o numero de
parcelas na soma aumentard de x(p™ — 1) + y(¢™ — 1).

Para que possamos utilizar o Teorema 3, tomemos ¢ = p" — 1, de forma que
mde(p™ — 1,¢™ — 1) = 1.
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Assim, se em determinado momento tinhamos P parcelas na soma, apds as
x + y operagoes teremos P’ = P + x(p™ — 1) + y(¢"™ — 1) parcelas. Pelo teorema
do Chicken McNugget, como mde(p™ — 1,¢™ — 1) = 1, segue que P’ atinge todos
valores a partir de uma determinada cota (em particular, vimos que tal cota seria
P+[(p™—1)—1][(¢™ —1) — 1]) e portanto o resultado segue. O

Problema 2. Quantos sdo os inteiros positivos que ndo sdo representdveis por

(a,b)?

Problema 3. (OBM 2009): Mostre que existe um inteiro positivo ng com a se-
guinte propriedade: para qualquer inteiro n > ng, € possivel particionar um cubo
em n cubos menores.

Problema 4. (IMO 1983): Sejam a,b,c inteiros positivos, dois a dois primos entre
si. Prove que 2abc — ab — bc — ca € o maior inteiro que nao pode ser escrito na
forma xab + ybc + zca, onde x,y,z sdo inteiros nao negativos.

Problema 5. (IMO 1996) Seja Ny o conjunto dos inteiros nao negativos. Encon-
tre todas as fungoes f : Ng — Ny tal que

fm+ f(n)) = f(f(m)) + f(n) para todos m,n € Ny.
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Dicas e solugoes

Problema 2. Prove que exatamente um dos nimeros k,ab —a — b — k é
representavel por a e b. O que isso implica sobre a quantidade de ntimeros nao
representaveis?

Problema 3. O problema é basicamente o mesmo que o da OBM de 2019 s6
que em uma versao simplificada. Tente assimilar essas ideias!

Problema 4. Para mostrar que 2abc — ab — be — ca nao funciona, olhe moda,
modb e modc para achar um limitante inferior para x,y,z. Para mostrar que os ou-
tros niimeros maiores podem ser representados, utilize a mesma ideia do Teorema
do Chicken McNugget.

Problema 5. Cuidado! f(n) = n nao é a tnica solugdo. Prove que o menor

elemento da imagem de f divide todos os outros deste mesmo conjunto, uma ideia
muito parecido com a que utilizamos na demonstracao do Teorema de Bezout.
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