Curso Noic O@ C

Probabilidade e valor esperado

Acesse o site para mais contetidos

1 Problema 3 - OBM 2021

Determine todos k tais que existe um inteiro positivo N e « irracional tal que:
para todo n > N, vale que [a"| é um quadrado perfeito menos k.

2 Solucao

2.1 Resposta e exemplo

Observe que: a = ¢ = 5*—2\/5 ¢ uma solugao. A conferéncia fica a cargo

do leitor, mas pode-se provar isso através da igualade envolvendo a sequéncia de
A . 2’ . -n
Lucas: Lo, = L? — 2, onde a sequéncia é definida por: L, = ¢" + ¢ .

2.2 Prova que k = 3

LEMA 1: Defina a" = 22 — k + e, onde e, € (0,1), logo s, = 22 — k + 1,
para todo n suficientemente grande.

Proof. Note que:
o = (22 — k +ep)

x5, — k + egn = (22 — k +e,)?
O lado esquerdo é < x3, e o lado direito é > (22 — k)?. Portanto:
= Top > xi —k
= T9, > 22 — k+ 1.(1)

Por outro lado, o lado esquerdo é > (3, — 1)? para n suficientemente grande e o
lado direito é: < (22 — k + 1)?

:>£C2n—1<$i—k+1
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:xQnSxi—k‘—I—l-
Unindo - temos que o, = 22 — k + 1. O
LEMA 2:Defina ¢ = k — 1, portanto é valido que:

c
T, = an/? + §a—n/2 + O((){_3n/2).
Este lema pode ser provado através de bracal expansao.

— Terminando o problema

Defina 3 = a'/? + /2, entdo note que:
Tni1 = BTn — Tn1 + O(a™>"?)

Isso decorre do fato de que: a,, = a™? eb, = a™? ambos satisfazerem a recorréncia
r,+1 = pz,—x,_1, implicando que sua combinacao linear também satisfaz. Além
disso, ao somarmos 3 termos da ordem O(a~*"/?) o resultado também é O(a~3"/2).
Desta forma, temos que:

o Tn41 + Tn-1

= sp =B+ 0(a*?).

Note que

1 o 1 il 1 N —-n —3n/2
|Sn+1 - 3n| > T Trst - O(a(2"+1)/2) - O(a”) g O(a ) > O(a )

Com isso, temos que S, — S,, caso positivo, cresce mais rapido do que o direito,
dando uma contradicao. Dali, conclui-se que para n suficientemente grande, s, 11 —
sn = 0,¥n > N. Como o limite de s, = 8+ O(a™3"/2) é B, temos entdo que para

todon > N :
Tn41 + Tn

Tn

= 4.

Agora, isso implica que: z, = Aa"™? + Ba~™? pra algumas constantes. Agora,
usando que: x, = /2 +¢/2- a2 temos que A =1, B = ¢/2.

=z, = a"/? +c/2-of”/2-

= Ty, =" +¢/2-a™".
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Usando que: 3, = 72 — ¢ do lema 1 temos:

=a"+¢/2-a"=(a"*+¢/2-a?)? —¢

= ¢/2 = (c/2)%,
logo ¢ = 0 ou ¢ = 2. O segundo caso da k = 3 que ¢ o que desejamos. Se ¢ = 0, em
terfamos que x, = o’/?, contradicdo pois z, é inteiro e « é irracional. Logo,
k s6 pode ser 3.
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Defina |a”] = 22 — k. Seja z, = a2 + b,
= a" = (04”/2 +b,) —k
Agora, observe que a ordem de x5, é @". Defina y, tal que: x4, = a"+%—l—y2n

k—1
= 0™ = (0" + =+ o) —k + e

1 2(k —1
g2k - 1) 20y, 2B

=0=
o am
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