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Quase todo ja estudou sobre um ntmero primo, mas o que pouca gente sabe é a
quantidade de propiedades tteis que ele tem. Esse é um dos contetidos mais importantes
de toda a teoria dos ntimeros, pois até nos problemas mais dificeis, os niimeros primos
tem papeis importantes neles. Além disso, muita coisa dos nitmeros primos sado um
mistério ainda. Por exemplo, ndo se sabe se tem infinitos nimeros primos p tal que p + 2
também é primo. Incrivel ndao? Vamos conhecer eles melhores

§1 Numeros Primos

Defini¢ao 1.1. Dizemos que um numero é primo se, e somente se, os Uinicos divisores
deles sao 1 e ele mesmo.

Exemplos de primos sao: 2,3,5,7,11,---.
E uma definicdo bem simples, mas eles escondem propiedades incriveis. Vamos provar
algumas delas.

Lema 1.2

Todo nuimero inteiro positivo, maior do que 1, pode ser escrito como um produto de
varios niimeros primos.

Prova. Vamos fazer uma indugéo para provar isso!

Caso Base: (n = 2) Trivial.

Hipétese: Suponha que existe um n > 2 tal que Vk < n,k € N,k > 1, k pode ser
fatorado em ntimeros primos.

Passo Indutivo: Se n for primo, acabou, pois n vai ser um produto de véarios (1)
nimeros primos.

Senao, como ele é composto, existe um inteiro a # n,1 que a | n, logo n = ab, com
a,b € N, 1 < a,b < n, portanto, pela hipétese, tanto a quanto b sao produto de niimeros
primos, portanto, ab também é, entao n também é, como queriamos provar.

O]

Legal! Com isso, vamos chamar de fatoragao de n a maneira de escrever n como
nimeros primos, e normalmente nds escrevemos assim:

_ a1, (0%

Com p; primo e ¢; inteiro maior ou igual a 1.
Além disso, s6 o fato dessa fatoracao existir ja nos ajuda em vérios problemas. Vamos
ver um exemplo.
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Lema 1.3 (Euclides)

Existem infinitos nimeros primos.

Prova. Suponha por absurdo que existem finitos nimeros primos, e chame eles de
p1 < p2 < --- < pp. Entado, pegue o niimero n = p1ps---py + 1, entao, nem pi,pa,-- - Pn
dividem n, entdao n é primo, pois todo niimero tem uma fatoracao em primos, mas isso ¢é
absurdo, pois n > p, > pn—1 > -+ - p1. Logo, temos infinitos primos. ]

Além disso, nds conseguimos provar que essa fatoracao é unica!l! Porém, para provar
isso, vamos precisar de uma nova funcao que vocé provavelmente ja conhece, porém nos
vamos nos afundar mais nas suas propiedades.

§2 MDC, Euclides e Bezout

Defini¢ao 2.1. O Méaximo Divisor Comum de dois nimeros a, b, denotado de mdc(a, b)
como o maior inteiro d tal que d | a e d | b.

O mdc também tem vérias propiedades interessantes, vamos ver alguma delas!

Lema 2.2 (Algoritmo de Euclides)

Sejam a, b dois inteiros, logo, mdc(a,b) = mdc(a — b, b).

Prova. Seja d = mdc(a,b) e d = mdc(a — b,b). Vamos provar que eles s30 0s mesmos.

Primeiro veja que
d|a dla—"b
—
d|b d|b
Portanto, d é um divisor comum de a — b e b, e como d' é o maior, d > d

Além disso, temos que
d|a—1b d|a
—
d|b d|b

Portanto, d’ é um divisor comum de a e b, e como d é o maior, d > d’
Entao, d > d >d= d =d. O

O mais legal disso é que, se fizermos a = bq + r, entao mdc(a, b) = mdc(b, r), pois nés
aplicamos essa operacao de diferenca g vezes. Entao, temos um algoritmo extremamente
rapido para calcular o mdc de dois niimeros grandes. Além disso, isso nos da que o mdc
é invariante quando pegamos a diferenca de dois nimeros. Agora, vamos para o teorema
de Bezout, que é tao poderoso quanto.

\
Teorema 2.3 (Teorema de Bezout)
Sejam a, b, ¢ inteiros positivos, entao, a equagao
ar +by =c
Tem solugao se, e somente se, mdc(a,b) | c.
. 4
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Prova. Vamos primeiro fazer a ida que é o mais facil. Se existe uma solugao, entao, faca
mdc(a, b) = d. Portanto, a = dk,b = dl com k,l € Z, portanto

ar +by =dkx +dly =d(kx+1ly) =c=d | c

Entao, agora se d = mdc(a, b) | ¢, vamos provar que a equagao

axr+by=d

Tem solucao, pois dai basta multiplicar ela toda pro m que vai continuar sendo

verdadeira.

Vamos aplicar o lema de euclides varias vezes, ou seja, faca a = bgy + 11, b = qor1 + 7o,
ry=q3r2+7r3 -, 'y = ¢ni2Tnt1 + 0, pois eventualmente o algoritmo acaba, que é
quando cheagamos em mdc(x,0) = z. Entao, temos que mdc(a,b) = mde(b,r1) =--- =
mdc(ry41,0) = rp41, logo, queremos escrever r, 1 como ax + by. Com isso, vamos fazer
uma inducdo nos r; para provar isso!

Caso base: Veja que r1 =a—bgi e ro =b—qa2(a—bg1) = —aga +b(q1 + 1), logo, r1 e
r9 SA0 08 N0SS0s casos bases.

Hipdétese: Suponha que Im tal que Vk < m, rp pode ser escrito da forma ax + by.

Passo indutivo: Veja que

Tm—2 = m+1Tm—1 +Tm = "'m = "'m—2 — @m+1"m—1
Entao, faga ry—o = axy + byy € ry—1 = azxs + bys, logo
Tm = qm+1(axe + by2) +az1 + byr = a(®1 + gmy122) + b(Y1 + Gmy1y2)
Logo r,, pode ser escrito da forma ax + by para todo m. Em especifico, 41 ]

Perfeito, vamos provar agora que toda fatoragdo em primos é tinica! Mas para isso,
vamos precisar de um lema bem importante. ’

Lema 2.4
Seja p um primo, logo, p | ab=p|a oup | b.

Prova. Suponha que p { a, entdo mdc(a,p) = 1, logo, por bezout, temos que existem z,y
inteiros tal que

ax+py=1=— abx +bpy =b
Mas p | p e p|ab, logo p | abc + bpy = p | b. O

Lema 2.5

Toda fatoragdo em primos é tnica

Veja que nds provamos que todo niimero tem uma fatoracao, mas nao provamos que
ela é unica.
Prova. Suponha que existe um n com duas fatoragoes em primos diferentes. Ou seja

n=pps?pl = a) g gt
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Entao, suponha sem perda de generalidade que nenhuma fatoragdo em primos tem um
primo em comum (Se tiver, basta dividir tudo por esse primo). Entao, temos que

pil @V g gt = pi | ¢ oupi | gy ou ---p; | gk

Porém, se p|a' = p|aoup|aou ---p|a= p]|a, entdo

Pilqoup;|gou---pi|qk

Mas o tinico nimero que divide ¢; ¢ um ou ele mesmo, pois ele é primo, portanto, ou
p; = 1 o que é absurdo, ou ele ¢ igual a algum dos g;, o que é absurdo, pois supomos que
eles sao diferentes. O

Lema 2.6

Seale b|cemde(a,b) =1, entao ab | ¢

Prova. Seja p® um primo que divide a. Ele nao divide b pois mdc(a,b) = 1, e como a | ¢
entao p® | ¢, logo p® esté na fatoracao de ¢, e como a fatoragao de a,b sao disjuntas,
entao ab | c. O

Nos vamos ver que ela flui muito bem com ntimeros primos, principalmente por conta
desse lema:

4 )
Lema 2.7
Dados dois nimeros a,b com sua fatoragao em primos sendo a = p{*p5? - - - pi», b =
pf ! p§2 e pﬁ" (Vamos fazer com que «; possa ser igual a 0, o que significa que p; nao

divide a). Portanto

mde(a, b) = pTin(al,ﬁl)p;nin(az,ﬁz) . _pglin(ocn,,@n)
~ J
Prova. Veja que p?in(al’ﬁl)pgﬂn(a%ﬁ?) .. .pglin(a’ﬂvﬁn) la eplflirl(al,ﬁl)pglin(ag,ﬁg) N .p?in(amgn) |

min(al,ﬁl)pgnin(az,ﬁz) . ‘pglin(an,ﬂn) |

bpois p¥ | plse k < 1, pois pt = pf-pé_k el—Fk > 0, Portanto, p;
mdc(a,b) = mdc(a,b) = p?in(al’ﬁl)pgﬁn(”’@) . -pﬁin("“"’ﬁ") -k com k > 1.

Agora, se k for maior que 1, entdo existe um primo p que divide k. Sem perda de
generalidade, seja ele p;. Além disso, suponha sem perda de generalidade que oy > [,
logo, temos que p‘f‘lH | a, absurdo, pois a3 + 1 > «;. Portanto, k = 1

O

Certo, perceba que em varias provas desses lemas estamos pegando o expoente da
fatoragdo em primos de um numero. Isso é util para resolver vérios problemas inclusive,
entao, vale a pena ndés definimos uma funcéo para trabalharmos mais facilmente com isso!

Definicao 2.8. Dado um inteiro a e um primo p, chamamos de v,(a) como o expoente
de p na fatoracao em primos de a

Vamos ter um material focado s6 nas propiedades dessa fungdo, mas ja deixe ela
guardada para formalizar os problemas que vocé fizer mais facilmente.
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Lema 2.9

Sejam a, b, ¢ inteiros, entao, se ¢ | a e ¢ | b entéao ¢ | mdc(a, b)

Prova. Suponha que ¢ { d entdo, isso implica que existe um primo p tal que v,(c) > vp(d)
(Isso é 16gico, pois se todos os expoentes na fatoracdo em primos de ¢ forem menores ou
iguais a d, entdo c | d), mas ¢ | a e c | b, logo vp(c) < vp(a) e vp(c) < vp(b) = vp(c) <
min(vp,(a), (b)) = vp(d), absurdo. O

Lema 2.10

Sejam a, b inteiros, e d = mdc(a, b), entdo, seja x = § e y = %, logo, mdc(z,y) =1

Prova. Seja ¢ = mdc(z,y), logo, ¢ | v = q | § = qd | a, analogamente qd | b, entao,
temos que qd | d, logo ¢ =1 O

§3 Minimo Muiiltiplo Comum

Como definimos o maximo divisor comum, faz sentido definirmos algo analogo para
muiltiplos!

Definicao 3.1. O minimo multiplo comum de a,b é 0 menor nimero m tal que a | m e
b | m, e escrevemos como mmc(a, b).

Lema 3.2
Seja a = pi* - pp*,b :pf1 . -pf’“, entao

mme(a, b) = piﬂaX(ah/ﬁ) . .pzlax(akﬁk)

Proof. Temos que se p® | a e p® | b, entao p® | mmc(a,b) e p® | mmc(a,b), entdao

pmax(a,ﬁ)‘ | mmC(a, b), entao,
prlnax(alﬁl) B 'prknax(akﬂk) ‘ mmC(a, b)

. prlnax(ahgl) - ‘pznax(akﬁk) < mmc(a, b)

Porém, sabemos que a | prlnax(al’ﬁl) . -pfax(a’“’ﬁk) eb] prlnax(m’ﬁl) . -pzlax(a’“’ﬁ’“), entao,

max(a1,81) _p;cnax(almﬁk) <

como mmc(a, b) é o menor multiplo comum de a, b, entdo mmc(a, b) < py .

mme(a,b) = prlnax(al”gl) . 'pznax(ak’ﬁ’“) = mmc(a, b). O

Veja que isso implica que mdc(a, b) - mmc(a, b) = ab.
Certo, vamos para os problemas!!
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84 Problemas Resolvidos

Exemplo 4.1

Prove que mdc(a® — 1,a¥ — 1) = gmde(z,y) _ 1

Solugdo. Temos que

mdc(a® —1,aY — 1) =mdc(a® — 1 —a"Y(a¥ — 1),aY — 1) = mdc(a® ¥ — 1,a¥ — 1)

Entao, saimos de (z,y) para (z — y,y), logo, por euclides, conseguimos chegar em
(mdc(z, ), 0), entdo mde(a® — 1, a¥ — 1) = mdc(a™d@¥) — 1,40 — 1) = gmdel@y) — 1.

Exemplo 4.2 (Teste Cone-sul)
Sejam a,b nimeros inteiros positivos tais que ¢ = a2;§7b2 é inteiro. Ache todos os

valores possiveis de q.

Solugdo. Veja que ab | a? + b%. Seja d = mdc(a,b),r = Jey= g com mdc(z,y) = 1.

Portanto, temos que
Pay | 2 +d®y? = zy | 22 + 97 = z | P
E como mdc(z,y) =1 == 2 | 1 = 2 = 1. Analogamente y = 1, entdo a = b = d, entdo

a’?+b® _ 2a® _
ab T a2 [

Exemplo 4.3 (Rissia)

a+1 + b+1
a

Sejam a, b inteiros positivos tal que 3

¢ inteiro. Prove que

mdc(a,b) < Va+b

Solugao. Seja d = mdc(a,b), a = dz,b = dy, mdc(z,y) = 1. Entao

a+1+b+1_a2+b2+a+b

= ab|d®+b*+a+b
b a ab

— d%zy | (2 + y?) + d(z +y) = doy | d(z* +y*) + 2z +y

Entaod|z+y=ao+y>d.
Além disso

d<+va+b < dgx/g\/ac—i—y <— \/ggx/aﬁ—y <~ d<zx+y
O que ¢é verdade. O
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Exemplo 4.4 (OBM 2019 N2)

Sejam a, b, k inteiros positivos com k£ > 1 tais que

mmc(a,b) + mdc(a,b) = k(a + b)
Prove que a + b > 4k

Solugao. Seja mde(a,b) =d,a = dx,b = dy com mde(z,y) = 1.

Veja que mdc(a,b) - mmc(a,b) = ab => dmmc(a,b) = d*ry = mmc(a,b) = dzy,
entao

dey+d=kdlx +y) = zy+1=k(z+y)

Entao, queremos provar que a + b > 4k = d(z + y) > 4k, porém, temos que
d(zy +1)

r+vy
= 242y +y? >day+4 = 22— 2y+y> >4

r+y>4dk — x+y> — (z+y)?>4dey+4

= |r—y|l>2
Logo queremos provar que |x — y| > 2, entao, vamos fazer os casos
e Sex—y=0

Entao
2’ +1=2g "+ 1 — z |l = 0= k=1

Absurdo pois k& > 1.
e Sey—z=1

Entao

zz+1)+1=kz+z+1) =2’ +2+1=kQc+1)=22+1|2* +2+1
— 2+ 1|22+ +1)—z2e+1) =2+ 1]z+2=2+2>22+1=
1>r—20=1—3=3k—k=1

Absurdo pois k > 1, entdo |x — y| > 2, e o problema acabou. ]
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§5 Problemas Propostos

Problem 5.1. (Russia) A sequéncia aj,ag, -+ ,ay,--- satisfaz

mdc(a;, a;) = mdc(i, j)
para todo ¢ # j. Prove que a; = iVi.

Problem 5.2 (Inglaterra). Sejam x,y naturais tais que 2zy divide 22 + % — 2. Prove
que x é quadrado perfeito

Problem 5.3 (Reino Unido). Sejam x,y, z inteiros positivos tais que

r Yy
Seja d o maior divisor comum de x, y, z. Prove que dzxyz e d(y—x) sdo ambos quadrados
perfeitos.

Problem 5.4 (Hungria). Dado p primo, ache todos z,y € N tais que
2 1 1

p Ty
Problem 5.5 (IMO). Chamamos um conjunto A de inteiros de "poggers” se ele cumpre
a seguinte propiedade:

e Se z,y € A (Possivelmente x = %), entdo 22 + kay + y*? € A para todo inteiro k.

Determine todos os pares de inteiros m, de inteiros nao nulos tal que o Unico conjunto
poggers contendo m e n é o conjunto de todos os inteiros.

Problem 5.6 (IMO). Ache todos os inteiros positivos n > 1 tal que existe um par (a, b)
de inteiros positivos tal que a? + b+ 3 nao é divisivel por um cubo de qualquer primo e

ab+ 3b + 8

a2+ b+38
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