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1 Introducao

O objetivo desse material nao é de ensinar anélise ou cdlculo (esse ainda vai existir, tenham calma). O
objetivo é fazer sentido de ideias de comparar grandezas, olhar para extremos e monovariantes de forma
esperta com o fim de concluir fatos importantes ou até mesmo problemas completos. Aprender a ter as
ideias intuitivas que envolvam anélise é o principal fim desse artigo.

Adiante veremos maneiras de aplicar essas ideias em problemas olimpicos de maneira mais natural
possivel.

2 Definicoes e notacoes

Como um grande mateméatico me disse, ”calculo é corolario de analise”. Dessa maneira, usaremos
extensivamente linguagens e notagoes de calculo, como as de limite.

Se aj,as,... é uma sequéncia de reais, dizemos que a sequéncia ¢é limitada inferiormente se existe
C:1 € R tal que a,, > C1, para todo n, e dizemos que a sequéncia é limitada superiormente se existe
C5 € R tal que a,, < Cs, para todo n.

Dizemos, ainda, que a sequéncia é limitada se for limitada superiormente e inferiormente ao mesmo
tempo. Chamamos C7 de um ponto inferior e Co um ponto superior.

Seja a1, as,... uma sequéncia de reais. Se ela for limitada superiormente, chamamos de M =
sup(ag)k>1 0 supremo da sequéncia (ele existe pelo axioma do supremo) se M é um ponto superior
e M < (5, para todo C ponto superior. Definimos analogamente m = inf(ax)g>1 como o infimo da
sequéncia, caso seja limitada inferiormente.

Trés notacoes que usaremos muito serao as de Big-0, Big-theta, Big-omega e Little-O, denotadas por
0,0, Q e o, respectivamente.

Sendo f e g sao funcoes que tomam valores reais, dizemos que:

. f(x) = Olg(a)) se:
lim sup M < o0
e—00 ()
ou, em outras palavras, se existem constantes C' e xg, com C' > 0, tais que f(x) < Cg(z), para

todo = > xg.

o f(z) = Qg(x)) se g(z) = O(f(x)).

o f(x) =0O(g(x)) se existem Cy, Cy constantes positivas tais que:

f(z) f(z)

C < liminf e limsup —= < (s,
z—o0 g(w) c—oo 9(T)




isto é, se existem 1z, Cy,Cy com Chg(z) < f(x) < Cag(z), para todo x > .

o f(@) = olg(x)) se

im @ =
ml_mo (@) 0.

Além disso, dizemos que uma sequéncia a, diverge se lim, oo, = F£00.
Se S C Zxq, denotamos por S<, o maior subconjunto de S com elementos menores ou iguais que n.
Dados A e B conjuntos de inteiros positivos, dizemos que dg(A) é a densidade de A sobre B se

dp(A) = tim A0 0 Beal

n—oo |BS7L‘
3 Teoremas e fatos notaveis

3.1 Teoremas de Analise e Calculo
Teorema 1. (Teorema do confronto) Sejam a < ¢ < b reais e f, g, h funcoes definidas no intervalo I,
com (a,c) U (¢,b) C I. Suponha f(z) < g(z) < h(z) para todo x € (a,c) U (¢,b). Se

lim f(x) = lim h(z) = L,

r—c r—c

entao
lim g(z) = L.

r—rcC

Teorema 2. (Teorema do valor intermedidrio) Sejam a < b reais e f : [a,b] — R uma funcdo continua,

entdo para todo c entre f(a) e f(b) existe um z. tal que

flze) =c

Teorema 3. (Teorema do valor médio) Sejam a < breaise f : [a,b] — R um fungéo continua e derivdvel

em (a,b). Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

Teorema 4. (Regra de L’Hopital) Sejam f, g fungdes derivdveis numa unido de intervalos I com ¢'(x) #
0, para todo = € I. Se a pertence ao fecho de I e

lim f(z) = lim g(x) =0

T—a T—a

ou

lim f(z) = lim g(x) = £o0

r—a r—a

e lim,_,, % existe, entao
I
lim f(z) = lim @)

z—a g x) T i g’(m)'




Teorema 5. (Bolzano-Weierstrass) Se (a,) é uma sequéncia de reais limitada entdo tem uma sub-
sequéncia convergente, i.e, existe uma sequéncia estritamente crescente de inteiros (b,) e um real ¢ tal
que

lim ap, =c.
n—o0

Fato 1. Se um real nao negativo a é tal que que para todo b positivo temos a < b entdao a = 0.

Fato 2. Se duas funcoes f, g sao derivaveis num intervalo I sao tais que

e f'(z) > ¢'(x) para z > a, entdo f(z) > g(z) para x > a.
Fato 3. Se € é um real positivo e (a,) é uma sequéncia de reais eventualmente mondtona (crescente ou

decrescente a partir de certo ponto) tal que existe um N inteiro positivo de modo que
Ian-‘rl - an| Z €,

para todo n > N, entao

lim a,, = *oo.
n— oo

Fato 4. Se P e () sao polinomios de coeficientes reais de grau a e b, respectivamente, com a < b, e m,n
reais nao nulos, com |m| < 1 e |n| > 1, entdo
m® P(z) . Q(x) . .ozl

Fato 5. Se P é um polindémio de coeficientes reais tal que existam a,b reais com P(a) < 0 e P(b) > 0,
entao P tem alguma raiz real.
Fato 6. Se P é um polinomio de coeficientes reais e grau impar, entdo P tem raiz real.

Fato 7. Se x,,y, sdo sequéncias de inteiros e (a,) e (by,) s@o sequéncias de reais com

| lim a, — lim b,| <1,

xn+an:yn+bna

para todo n suficientemente grande, entao z,, = y, € a, = b,, para todo n suficientemente grande.

Fato 8. Se a > 0 é um irracional, entao para todo m, e > 0 existem um a, b inteiros tais que

lac +b—m| < e.

. . . o . ~ . 1 ~ . ’ .
Fato 9. Sejam m e n inteiros positivos. Entéo existem exatamente |m / " | poténcias n-ésimas menores



ou iguais que m.
Fato 10. Se k > 1 é um real, entao
1
D oF
n>1
converge. Caso k < 1 entao o somatorio diverge.

Fato 11. Seja py o k-ésimo primo. Entao

diverge e

DN | =

1
2:7
1 Pk

<
1P

2

Fato 12. > ., 5 = .
Fato 13. Se um conjunto A de inteiros positivos tem densidade sobre Z~ o positiva entao ele tem infinitos
elementos.

Fato 14. Se um conjunto A de inteiros positivos tem densidade sobre Z~( igual a 0, entdo existem

intervalos arbitrariamente grandes de inteiros sem nenhum elemento de A.

4 Problemas com solucgao

ATENQAO: Tente os problemas antes de ler as solugoes!
Problema 1. Um conjunto de niimeros reais A é dito enquadrado se é limitado e para todos a,b € A,

nao necessariamente distintos, (a — b)? € A. Ache o menor real pertencente a um conjunto enquadrado.

Solugao. Como A é limitado, o conjunto tem supremo e infimo. Sejam s e i esses, respectivamente.
Como (a — a)? = 0 estd em A, temos que (a — 0)? = a® estd em A, para todo a € A. Isso nos da
diretamente que

s> (s —1)2

Isto se d4 pelo fato de que existem subsequéncias (a,,) e (b,,) contidas em A tais que lim, 00ty = S
e limy, s 0oby, = 4, donde limy, o0 (a, —b,)? = (s—i)?, que nio pode superar s j que (a, —b,)* € A.

Porém, analisando a inequagdo s > (s —4)?, temos que seu delta serd

—1
A=(2i+1)2%-4=4i+1>0 = P>

O conjunto A = [%, i] satisfaz o enunciado e as condigoes, e portanto o menor real num conjunto

—_

enquadrado é o T .0

Problema 2. Ordene o conjunto das poténcias perfeitas em uma sequéncia crescente (a,). Mostre

que existem infinitos n tais que 2023 | ap41 — ap.



Solugao. Mostraremos que existem infinitos quadrados perfeitos consecutivos nessa sequéncia
que deixam o mesmo resto por 2023. Primeiramente, veja que para isso devemos ter k% e (k+1)2
de modo que 2023 | (k+1)? — k% = 2k + 1, donde k = 1011 (mod 2023). Assim, mostraremos que
existem infinitos n para os quais nio existe nenhuma poténcia perfeita entre (2023n + 1011)2 e
(20231 + 1012)2. Suponha que existem apenas finitos. Veja que até N temos exatamente |v/N |

quadrados perfeitos e no maximo

SNZZLWJ = Z L{C/NJ

k>3 3<k<|log, N|

poténcias perfeitas que nao sao quadrados perfeitos. Porém

> |VN]<log, NVN =0o(VN) = Sy =o(VN).

3<k<|log, N|

Pela nossa suposicao, como existem apenas finitos n satisfazendo a condicao que queremos, existe
um certo ng tal que, para todo n > ng, existe uma poténcia perfeita entre (2023n + 1011)2 e
(2023n+1012)2. Porém, como nenhuma nenhuma dessas poténcias é um quadrado perfeito, entao
até (2023n + 2012)? deverfamos ter no minimo n — ny poténcias perfeitas tirando os quadrados

perfeitos. Assim, sendo (2023n + 1012)% = ¢,:

n —ng < #(pot. perfeitas exceto quadrados até ¢,) < Sg, = o(1/qn)

= n—no = 0(\/qn),

que é um absurdo, ja que /g, = 2023n + 1012 cresce linearmente, assim como n — nyg.

Assim, nossa suposicao de que existem apenas finitos n é falsa e segue o problema. H

Problema 3. Seja n e @ > 1 um real. Considere o conjunto

Ala) ={|a], [2«], [3a],...}.

Suponha que A(«) contenha todos os inteiros positivos exceto os que deixam um certo resto r por n.

Ache todos os possiveis valores de a.

Solugao. Seja r o resto que nao aparece. Pela condi¢ao do enunciado, sabemos que, para todo

k>1, |a(k+n—1)| — |ak| = n. Assim, deduzimos que

Lakzjzlm( “ >+Ck:k- (n"1)+0(1),

n—1

onde C} é uma constante que depende apenas do resto que k deixa por n — 1.

Dessa maneira
n

ak — {ak} = |ak] :k-( >+0(1)

n—1



Tomando k — oo:

azlimazlim( i +O(1)): i

k— oo k—oo \n — 1 k n—l’

o

7, que ¢ ficil checar que funciona. B

pois O(1) é limitado. Assim, o unico valor para « é

Problema 4. Sejam p, q > 1 inteiros positivos primos entre si. Mostre que existe um inteiro positivo
02023.

n tal que o resto de p™ na divisao por ¢" é maior que 1
Solucao. Para esse problema, provaremos um lema muito tutil que pode, inclusive, ser usado em
outros problemas deste artigo.

Lema: Seja ¢ # 0, z € Q> e (m,,) uma sequéncia de inteiros. Se

lim cax™ —m, =0,
n—oo

entao x é inteiro.

P

Prova: Escreva x = g com (p,q) =1. Sejae < TL; e ng tal que, paran > ng, <e.

» n
C(E) — My

Entao, multiplicando por p e por ¢, valem

* [cpa™ — pmy| < ep;
o |egz™tt — gmpia| < eq.

Somando as duas equacdes usando o fato de que cpx™ = cqxz"t! e desigualdade triangular, con-
cluimos que

lpmy, — gmnia| <e(p+q) < 1.

Como os termos da diferenca sao inteiros, concluimos que pm,, = ¢gm,,+1, para n > ng

k
p p
= Mpt1 = My * (q) — Mpo+k = <q) Mpg -

orém, como (m,,) sé tem inteiros, temos que my, para todo k > 1.

P , t t b G ) todo k > 1

Veja que m,,, # 0 pois sendo terfamos m,, = 0 para n > ng, o que implicaria que lim,,_cz™ = 0,
que é falso ja que ¢ # 0 e x > 1. Assim, devemos ter que ¢ = 1, e portanto x é inteiro, como
queriamos demonstrar. [

Com o lema provado, voltemos ao problema. Primeiramente, veja que se p < entao p” é o

b) b b

préprio resto na divisao por ¢", e como p > 1, esse valor cresce arbitrariamente, como queremos
provar. Entao, suponha que p > ¢q. Fazendo a divisao euclidiana, para cada n existem k,, e 7,

com 0 <r, < q" tais que



Caso (r,,) seja limitada superiormente, temos que lim,,_; o, 2—2 =0, e logo

n
lim <p) -k, =0 = BEZ,
que é um absurdo ji que (p,q) = 1 e ¢ > 1. Entéo (r,,) é ilimitada superiormente, como queriamos

demonstrar. W

5 Problemas

Problema 1. Seja P(z) um polinémio de coeficientes reais. Prove que existem inteiros n e k tais que k
tem n digitos e mais de P(n) divisores positivos.
Problema 2. Considere o polinomio de segundo grau P(z) = 422 + 122 — 3015. Defina a sequéncia de
polinémios P (z) = % e Pyi(z) = 2’6(1? paran > 1.

a) Prove que existe um numero real r tal que P,(r) < 0 para todo inteiro positivo n.

b) Determine a quantidade de inteiros m tais que P,(m) < 0 para infinitos valores de n.
Problema 3. Seja f(z) = 22 + 20072 + 1. Prove que, para todo inteiro positivo n, a equacio
FUfC..(f(x))...)) =0 tem pelo menos uma solugao real.
———

n vezes
Problema 4. Encontre todas as fungoes sobrejetoras f : Ryg — R+ tais que:

2z - f(f(x)) = (f(f(x) +z)- f(x)

para todo x real positivo.
Problema 5. Ache todos os polinomios P de coeficientes inteiros tais que para todo inteiro positivo n,
todas as raizes de P"(z) = P(P(...(P(x))...) sao inteiras .

———

n vezes
Problema 6. Para cada inteiro positivo n definimos por S(n) as somas dos algarismos de n. Ache todos

os polinomios P(z) de coeficientes inteiros tais que para todo n suficientemente grande P(n) > 0 e:

Problema 7. Determine todas as sequéncias (1, Za,...,Z2011) de inteiros positivos tais que para todo

inteiro positivo n existe um a tal que:

x + 228 + 3af + -+ + 201128y, =" + 1.

Problema 8. Defina a funcao f: (0,1) — (0,1) por

x+%sea:<%;
flz) =

22 caso contrario.



Sejam a e b reais com 0 < a < b < 1. Definimos as sequéncias a,, € b,, por ag = a, bg = b, e ap, = f(an—1)

e by, = f(bn-1) para n > 0. Mostre que existe um inteiro positivo n tal que:

(an - an—l)(bn - bn—l) <0.

Problema 9. a) Prove que dadas constantes a,b com 1 < a < 2 < b, nao existe partigdo do conjunto
dos inteiros positivos em dois subconjuntor Ag, A; tal que: se j € {0,1} e m,n pertencem a A;, entdo
n/m < a ou "/m > b.

b) Determine todos os pares de reais (a,b) com 1 < a < 2 < b para os quais vale a seguinte propriedade:
existe uma particdo do conjunto dos inteiros positivos em trés subconjuntos Ag, A1, A2 tal que se j €
{0,1,2} e m,n pertencem a Aj;, entdo »/m < a ou ?/m > b.

Problema 10. Existe alguma poténcia de 2 que comece (pela esquerda) com 77

Problema 11. Ache todas as funcoes f : Rsg — R+ tais que para todo x real positivo, existe um tnico

y real positivo tal que:
zf(y) +yflz) <2

Problema 12. Suponha que f : (0,400) — R satisfaz:

iz<y — f(@)< f(y)
. f (%) > M;fﬁ, para todos z,y € (0,+00).

Prove que existe 2 € (0,400) tal que f(zg) < 0.

Problema 13. Ache todas as constantes reais ¢ > 0 para as quais existe uma funcdo estritamente

decrescente f : Rsy — R<q tal que

f@) z cf (x + f(2)),

para todo real positivo x.

Problema 14. Mostre que para todo inteiro positivo n existe um inteiro positivo k tal que k, k2,... k"
todos tem algum bloco de 2022 na sua representacao decimal. Por exemplo: 102022819 e 1402022229
tem blocos de 2022 na sua representacao decimal.

Problema 15. Seja P(z) um polinémio de coeficientes reais tal que P(z) > 0 pra todo x > 0. Mostre
que o polinémio Q(z) = (z + 1)"P(z) sé tem coeficientes ndo negativos para n suficientemente grande.
Problema 16. Considere o polinémio P(x) = (z+dy)(z+dz) ... (x+dg), onde dy, da, . . ., dg sdo inteiros
distintos. Prove que P(z) é divisivel por um primo maior que 20 para todo x suficientemente grande.
Problema 17. Seja k um inteiro positivo e (a,) uma sequéncia de inteiros positivos tais que a1, as, . . . , a
sao inteiros positivos distintos dois a dois e para cada n > k, a,, € o menor inteiro que nao pode ser escrito
como soma de elementos distintos da sequéncia (possivelmente de um s6). Mostre que a,, = 2a,—1 para
todo n suficientemente grande.

Problema 18. Encontre todas as fungoes f : Z~g — Z~¢ tais que:
i. Para cada inteiro positivo n, temos que f(n) < f(n+ 1) < f(n) + 2020;

ii. Para cada inteiro positivo n, temos que f(S(n)) = S(f(n)), onde S(k) é a soma dos digitos de k

na base 10.



Problema 19. Sejam a,b > 1 inteiros positivos tal que para todo inteiro positivo n, temos
b" —1|a™ —1.

Mostre que a = b¥, para algum inteiro positivo k.

Problema 20. Sejam a e b inteiros positivos distintos e maiores que 1. Prove que existe um inteiro
positivo n tal que (a™ — 1)(b"™ — 1) nao é um quadrado perfeito.

Problema 21. Ache todos os inteiros positivos k para os quais existem um irracional positivo o > 1 e
um inteiro positivo N tal que |a™] = m? — k, para algum m inteiro, para todo n > N.

Problema 22. Seja qg, q1,... uma sequéncia de inteiros que satisfaz:
e Para todos m > n > 0, m — n divide g, — qn;
e Existe um polinémio P tal que |¢,| < P(n), para todo n.

Mostre que existe um polinémimo @ tal que Q(n) = g, para todo n.

Problema 23. Seja p um polinémio de coeficientes reais de grau maior que 1. Mostre que existem
infinitos inteiros positivos que nao podem ser escritos como p(n + 1) + p(n +2) + --- 4+ p(n + k), para
certos inteiros positivos n e k.

Problema 24. Para cada real » > 1, definimos

A(r)={|nr] | n=1,2,3,...}.

Seja o um irracional maior que 2 e 8 um real tal que A(f3) C A(a). Mostre que g é um inteiro.

Problema 25. Um inteiro positivo n € livre de quadrados se nao existe inteiro positivo £ > 1 tal que
k? | n. Ordene os inteiros livres de quadrados em ordem crescente na sequéncia ap, as, .. .. Mostre que
existem infinitos n tais que an4+1 — a, = 2022.

Problema 26. Seja C' > 1 um real e (a,,) uma sequéncia de reais positivos tal que:
i.ap =1, ay =2
ii. Para todo par de inteiros positivos (m,n), vale que Gmn = aman;
iii. Para todo par de inteiros positivos (m,n), vale que amiyn < C(am + ap).

Prove que a,, = n, para todo inteiro positivo n.

Problema 27. Para a inteiro positivo, defina Fl(a) = 1,F2(a) —ae, paran > 2, F\" = Féa_)l + Féa_)Q
Um inteiro positivo é dito fibondtico se é igual a FT(La) para algum a inteiro positivo e n > 3. Mostre que
existem infinitos inteiros positivos nao fibonaticos.

Problema 28. Mostre que existem infinitos inteiros positivos n tais que n? + 1 é livre de quadrados.
Problema 29. Dado um inteiro positivo n > 1 e sua fatoragdo em primos n = p7'p5?...pp*, sua falsa
derivada é definida por

1 1 —1
f(n) = apf ™ Toaps® L agplt .

Mostre que existem infinitos inteiros positivos n tais que f(n) = f(n — 1) + 1.

Problema 30. Mostre que existe um conjunto de n pontos no plano que formam ao menos n?



quadrilateros harmonicos.
Problema 31. Um polinémio ndo constante P de coeficientes reais ndo negativos é dito cheiroso se

existe uma fungao f : R-0 — Ry tal que

[+ P)f(y) = (y + 1) f(2),

para todos os reais positivos x e y. Ache todos os polinémios cheirosos.

Problema 32. Ache todos os polindmios P de coeficientes inteiros tais que para todos os reais r e s, se
P(r) e P(s) sao inteiros, entao P(rs) também é inteiro.

Problema 33. Sendo n inteiro positivo, defina S(n) como o menor inteiro positivo tal que S(n) e
n tém a mesma paridade, S(n) > n e tais que nao existam inteiros positivos k,z1, 2, ..., z) tais que
T+ a2+ +ar=nezi+a3+ai+- - +27 =S5(n). Prove que existem uma constante real ¢ > 0
e um inteiro positivo ng tal que S(n) > en®? para todo n > ng. (sim, esse problema tem uma solucio

com ideias de anélise)

6 Dicas

Problema 1. Mostre que n = p1ps ... py funciona, onde (p;) é a sequéncia dos primos e k é um inteiro
suficientemente grande. Use que p;4+1 < 2p;, parai > 1.

Problema 2. Para o item a), procure um ponto fixo da fungao e cheque que ele é negativo. Para o item
b), complete quadrado para chegar num produto telescépico. Para concluir, use que existem infinitos n
e tome um limite de n — oo para achar uma condicao de tamanho necesséria e suficiente para que um
m funcione.

Problema 3. Cheque que f™(0) > 0 e ache um real r negativo esperto tal que f™(r) < 0. Entéo,
conclua com o teorema do valor intermediario usando que todo polinémio é continuo.

Problema 4. Suponha que f(z) # x, para certo z. Tome a sequéncia a, = f%(x), e argumente que a
sequéncia se estende para n negativo pela sobrejetividade. Conclua achando alguém na imagem de de f
que é negativo, chegando num absurdo.

Problema 5. Chame um polindmio P de bom se todas as suas raizes sao inteiras. Prove que se
degP > 3, entao existem finitos k inteiros tais que P+ k é bom e veja o que ocorre se um polindmio bom
tem grau maior que 2 e uma raiz nao nula. Com isso, separe em casos para o grau sendo 1,2 ou maior
que 2.

Problema 6. Tome n = 10¥ — 1 com k muito grande e olhe para tamanho.

Problema 7. Divida pelo maior 2} e olhe para tamanho, usando o fato de que sao inteiros para concluir
igualdades a partir de desigualdades tomando n — oco.

Problema 8. Suponha por absurdo que o enunciado é falso. Olhe para a, — b, e cheque que essa
diferenca fica maior que 1/2.

Problema 9. No item a), veja que se z é de um conjunto, entdo (az,bx) sdo todos do outro conjunto.
Entao tome z e x + 1 grandes de conjuntos distintos (por que eles existem?) e encontre um absurdo.
Para o item b), use a mesma ideia do item a) de que se x é de um conjunto, entdo (az,bzr) estdo em
outro conjunto. Porém, tome interse¢ao desses conjuntos com x e x + 1 grandes de conjuntos diferentes

e conclua uma condigao de tamanho de a e b.

10



Problema 10. Existe. Veja que 2" = 10U°8102) . 101198102} ¢ entao basta que log,, 7 < {log;y 2} <
log 8. Use o Fato 8!

Problema 11. Esse dai caiu na IMO 2022. S6 brinca com tamanho. Faga o de sempre e uma hora vocé
vai saber quando brincar com o tamanho das coisas.

Problema 12. Quase igual ao problema 4.

Problema 13. Se ¢ < 1, qualquer funcdo decrescente funciona. Se ¢ > 1, faga * — = + f(z) uma
quantidade suficiente de vezes para chegar num absurdo por tamanho.

Problema 14. Esse problema tem uma solugao simples, sem ideias de andlise. Porém, eu achei uma
solucao bem maneira dele. Prove que existe esse nimero de modo que o niimero comece com 2022 ja de
cara. Para isso, use a base indutiva colocando varios 0’s no meio do niimero no passo indutivo.
Problema 15. Como vocé pode usar a condi¢ao P(x) > 0 para = > 07

Problema 16. Quantos primos existem até 207

Problema 17. Limite os termos por tamanho. A cota a, > 2a,_1 é simples. Prove que a,, > 2a,_1
nao pode acontecer muito.

Problema 18. Mostre que f(1) =1 e f(10™) = 10", para n suficientemente grande.

Problema 19. Esse é dificil. Uma ideia é usar o fator de que vale para todo n junto ao lema do exemplo 4.
Problema 20. Esse é mais dificil ainda... A dica é supor que tal n néo existe e portanto \/(a™ — 1)(b™ — 1)
é sempre inteiro. Entdo, abra o binémio de Newton generalizado (tem mais sobre isso no material de
fungoes geratrizes) e olhe para tamanho para chegar num absurdo.

Problema 21. Adivinha s6? Mais dificil ainda. Esse problema ¢ uma unido de vdrios refinamentos
pra cotar tamanho. Crie uma sequéncia auxiliar dos quadrados e tente cotar a distancia dessa sequéncia
com uma recorréncia esperta. Refine essa cota o suficiente para concluir que essa sequéncia auxiliar é,
de fato, a recorréncia e conclua.

Problema 22. Tome d = deg(P) e tome @ um polinémio tal que Q(i) = ¢;, para i = 0,1,2,...,d.
Prove que esse polindmio satisfaz Q(n) = g, para todo n.

Problema 23. Olhe para a soma dos inversos dos niimeros que sao escritos da forma do enunciado. Prove
que essa soma diverge mais lentamente que a soma harmoénica, chegando num absurdo por tamanho,
ja que se apenas finitos niimeros nao pudessem ser escritos dessa forma, entao as somas cresceriam na

mesma velocidade.
B

Problema 24. Use o Fato 8 vérias vezes. Primeiro para provar que - ¢é racional e depois que ¢ inteiro,
tudo isso usando o Fato 8.

Problema 25. Prove que a densidade dos niimeros livres de quadrados é maior que /2 e faga PCP
infinito.

Problema 26. Use o segundo fato diversas vezes para cotar a,, por cima. A moral principal é cotar as
coisas com isso e concluir. Nao é facil, mas é essa a moral.

Problema 27. Ache uma condigdo necessdria e suficiente para que um numero seja fibondtico que
envolva apenas uma relagao congruéncia. Prove que a densidade dos niimeros com essa condi¢ao é menor
que 1 e portanto existem infinitos nao fibonaticos.

Problema 28. Use o fato de que os livres de quadrado tem densidade menor que 1/2 e olhe para a
quantidade de solugoes de p? | n? + 1.

Problema 29. Observe que f(cn) = f(n) se ¢ é livre de quadrados e (n,c¢) = 1. Com isso, usando a
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densidade dos livres de quadrados, mostre que, dadas duas p.a’s (a,) e (b,), existem infinitos n para os
quais a,, e b, sao livres de quadrados. Use, Bézout para concluir usando o lema anterior.

Problema 30. Prove que tal conjunto existe com todos os pontos no circulo unitario. Para isso, projete
os pontos do circulo unitdrio a partir a partir de (0, 1) na reta real. Entao basta achar um conjunto de n
pontos na reta real formando ao menos n? quadruplas harmoénicas. Prove que o conjunto {0,1,2,...,n}
funciona para n suficientemente grande.

Problema 31. Prove que P é linear. Entao, prove que f é bijetora, continua, mondétona e que seu
infimo é 0. Depois de manipular suficientemente, vocé vai chegar na equagao de Cauchy exponencial um
pouco diferente. Esse problema é bem dificil.

Problema 32. Veja que se P(s) é inteiro, entdo P(ns) é inteiro, onde n é inteiro. Se degP = n, tome
uma combinagao linear de P(0), P(x), ..., P(nz) resultando em a,x", onde a, é o coeficiente lider de
P. Entao prove que P(s) é inteiro se, e somente se, s é uma raiz n-ésima. Conclua a partir disso.
Problema 33. Prove que existe tal constante para todo inteiro positivo n. Para isso, prove que
S(n) > 2n e faga inducdo. Se tudo correr certo, uma hora vocé vai achar o quao pequeno vocé precisa

que o c seja, e entao conclua.

7 Referéncias

e Anidlise Real - Vol.1 - Elon Lages Lima

o Wikipédia (kkkkkkkk)
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