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Matéria escura

A primeira inferéncia formal da existéncia de matéria escura foi dada por Fritz Zwicky que se baseou nas
suas observag¢bes da dinamica do aglomerado de galaxias Coma, um aglomerado de galaxias que
consiste de cerca de mil galaxias. Zwicky usou o teorema do Virial para estimar a massa do aglomerado
de galadxias. Em um sistema solar simples, onde o planeta gira em torno do Sol em 6rbita circular, o
teorema do Virial diz que a energia cinética esta exatamente relacionada com a energia potencial
gravitacional. Enquanto no caso geral de um sistema com muitas particulas confinadas por alguma
interacdo, o teorema do Virial, relaciona a média temporal das energias cinética e potencial.

Em 1933, baseado nas observacdes da velocidade das galadxias préximo das bordas do aglomerado de
galaxias Coma, Zwicky estimou que um aglomerado possui mais massa do que era observado
visulamente (i.e. as galaxias). A atracdo gravitacional da matéria observavel (as galdxias) era muito
pequena para explicar a velocidade das galaxias. Portanto, deve haver alguma massa escondida para
explicar velocidades tao grandes. Essa massa escondida é a massa da matéria escura. No que se segue,
assuma que a massa de cada galaxia é a soma de sua massa visivel com a massa da matéria escura que
se move junto aquela galaxia, e que a massa da matéria escura interage com a matéria visivel apenas
gravitacionalmente.

A. Aglomerado de galaxias

Considere um aglomerado de galaxias que consiste de um grande nimero N de galaxias e matéria escura
que sdo distribuidas uniformemente em uma esfera de raio R com massa total (galdxias e matéria escura)
do aglomerado M. Assuma que a massa média da galaxia (visivel e matéria escura) é m.

Al Assumindo uma distribuicdo continua de matéria no aglomerado, encontre a 1.0 pt.
energia potencial gravitacional total do aglomerado em termos de M e R.

Devido a expansdo cosmoldgica, qualquer objeto distante estara se afastando de um observador na Terra
com uma velocidade que depende da distancia do observador até o objeto. O valor de uma dada linha de
frequéncia da série de Lyman (uma linha espectral da linha de hidrogénio) de uma supernova do tipo IA
na i-ésima galaxia do aglomerado vale f;, com i =1, --- , N, enquanto a mesma frequéncia de Lyman na
Terra vale fp.

A2 Determine a velocidade média V., de todo o aglomerado de galaxias que esta se || 0.5 pt.
afastando da Terra em termos de f; (com i=1,---,N), fo e N. Considere que a
velocidade de uma galaxia é muito pequena quando comparada com a velocidade
daluzc.
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A3 Assumindo que as velocidades das galaxias com relacdo ao centro do aglomerado | 1.5 pt.
sdo isotrépicas (a mesma em todas as dire¢des), determine a velocidade quadratica
média Vms das galdxias com relacdo ao centro do aglomerado em termos de N, f;
(comi=1,--,N)efo. Desse resultado determine a energia cinética média de uma
galaxia com rela¢do ao centro do aglomerado em termos de Vs € m.

Para encontrar a massa total do aglomerado, podemos usar o Teorema do Virial. Este teorema afirma que
para um sistema de particulas confinado pelas suas forcas conservativas,

(K)r=—=y(U)s,

onde (K); é a média temporal da energia cinética total, (U); é a média temporal da energia potencial
total, e ¥ € uma constante. Este teorema pode ser obtido assumindo que para um sistema de particulas
confinadas pela sua propria interacdo, as magnitudes da posicdo e momento de cada particula sdo finitos,
e, portanto, a seguinte quantidade

r=)pn-mn
i

é finita.
A4 1.7 pt.
Usando o fa;lg de que a média temporal de dl'/dt para um longo periodo de tempo
se anula, (7% = 0, determine ¥ no teorema do Virial mencionado acima para o
caso da interacdo gravitacional.
A5 0.5 pt.

Partindo dos resultados anteriores, determine a massa total da matéria escura no
aglomerado em termos de N, mg, R e Vs, onde mg é a o valor médio da massa
visivel total. Observe que a velocidade quadratica média da matéria escura é a
mesma que aquela das galaxias.

B. Matéria escura numa Galaxia

A matéria escura também existe dentro e no entorno de uma galaxia. Considere uma galaxia esférica com
uma borda visivel de raio R, (uma distancia externa aproximada na qual um grande nimero de estrelas
ainda é visivel, mas ainda é possivel que um pequeno numero de estrelas possa estar distribuido fora da
regido de raio Rg). Assuma que as estrelas na galdxia sdo particulas pontuais com massa média ;. As
estrelas na galaxia sdo distribuidas homogeneamente com uma densidade de estrelas 7, quantidade de
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estrelas por unidade de volume, e se movem em érbitas circulares.

B.1 Se a galaxia consiste apenas de estrelas, encontre a velocidade v(r) de uma estrela [ 0.8 pt.
como fungdo da sua distancia ao centro da galdxia e esboce um grafico de v(r) para
r<Rer>R.

A existéncia de matéria escura pode ser inferida a partir da curva de rota¢ao da galaxia, que é um grafico
de v(r) obtido a partir de observacées. A figura abaixo mostra um padrdo comum da curva de rotacdo de
uma galéaxia. Por simplicidade, assuma que v(r) é uma funcdo linear para r < R; e possui um valor
constante Vo para r > R.

v(r)
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Fig. 1 Grafico da curva rotacional de uma estrela numa galaxia.
B.2 Encontre a massa total mpr daquela parte da galaxia que esta dentro de uma esfera [ 0.5 pt.

de raio Ry em termos de vp e R,.

A discrepancia entre a figura B.2 e o grafico obtido em B.1 indica a existéncia de matéria escura.

B.3 Determine a densidade de massa da matéria escura em fungdo de r, Rg, vo, n e my |[ 1.5 pt.
parar < Rger>R,.

C. Gas interestelar e Matéria escura

page 3 of 5



Theory T1

Brazil

Agora considere uma galaxia jovem cuja massa é predominantemente composta por gas interestelar e
matéria escura (despreze a massa das estrelas). Assuma que o gas interestelar consiste de particulas
idénticas de massa m,. A densidade de ndmero n(r), de particulas por unidade de volume, e a
temperatura T(r) do gas depende da distancia r até o centro da galdxia. Apesar de varios processos
fisicos ocorrerem no gas, podemos assumir que o gas esta em equilibrio hidrostatico devido a sua
pressao e a atracao gravitacional da galaxia.

C.1 Encontre o gradiente de pressdo do gas dP/dr, em termos de M'(r), r e n(r). || 0.5 pt.
Considere que M’ (r) é a massa total do gas e da matéria escura contidos numa
esfera de raio r cujo centro encontra-se no centro da galaxia.
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Cc.2 Assumindo que o gas interestelar é um gas ideal, encontre M'(r) em termos de [ 0.5 pt.
n(r), T(r) e de suas derivadas com relagdo r.

Assuma a seguir, por simplicidade, que o gas apresenta uma distribui¢do isotérmica a uma temperatura
Ty e que a densidade de nimero do gés interestrelar é dada por

a

"= G

ondex e ﬂ sao constantes.

Cc3 Encontre a densidade de massa da matéria escura como funcdo de r dentro da [ 1.0 pt.
galaxia.
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Terremoto, Vulcao e Tsunami

Indonésia é um supermercado de desastres naturais. Quase todos os desastres naturais ja ocorreram na
Indonésia, assim como erupg¢es vulcanicas, terremotos e tsunamis.

A. Erupgdo vulcanica de Merapi

O vulcdo Merapi em Yogyakarta € um dos vulcdes
mais ativos em Java. Os fluxos piroclasticos sdo
caracteristicas conhecidas das erupcoes
vulcanicas. O fluxo piroclastico € uma mistura
guente de gas e rochas que viaja se afastando do
vulcdo. Para o vulcao Merapi, a velocidade de fluxo
é aproximadamente 700 km/h. Em 26 de outubro
de 2010, o vulcdo Merapi mostrou seu carater
explosivo ao produzir uma pluma de cinza que
atingiu 12 km de altitude (Fig. 1) e correntes
piroclasticas que causaram o deslocamento de
cerca de 20 000 pessoas em torno do vulcdo.

(Fig. 1: Nuvem piroclastica durante a erupgdo de
Merapi, Cortesia do escritério Volcanolégico de
Yogyakarta, BPPTKG)

Vamos investigar as causas da maior erupcdo de Merapi em 2010. E sabido pelos geofisicos que a
influéncia da agua externa no magma tem papel importante no comportamento explosivo das erup¢des
vulcanicas (erup¢8es hidro-magmaticas). Vamos assumir que estamos tratando de um vulcdo como um
sistema que consiste de uma mistura de particulas magmaticas e agua. A estrutura de ventilagdo do
vulcdo e a atmosfera formam o limite do sistema. Considera-se que a erupg¢do explosiva acontece em dois
estagios, (1) uma intera¢do instantdnea magma-agua, e (2) uma expansao do sistema. No primeiro
estagio, uma massa de magma (m,,) a uma temperatura absoluta (T,,) se mistura com uma massa de
agua externa (m,) a uma temperatura absoluta (7,,). O equilibrio térmico é atingido quase
instantaneamente. Essa interacdo pode ser tratada como um processo com volume aproximadamente
constante. Os calores latentes de evaporacdo da agua e de fusdo do magma podem ser desprezados.
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Al Encontre a temperatura de equilibrio do primeiro estagio em termos das massas e || 0.4 pt.
da capacidade térmica por unidade de massa da dgua cvw € do magma cvm .

A2 Determine a pressao de equilibrio no primeiro estagio assumindo que a mistura [ 0.3 pt.

pode ser considerada como um gas ideal. Assuma que o volume por unidade de
mol da mistura é ve.

A expansao do sistema (segundo estagio) pode ocorrer de diversas maneiras, uma das quais é a
detonacao térmica. Apesar desse processo ser relativamente complicado, podemos medir empiricamente
a velocidade relativa da mistura que entrou em erupg¢ao. A velocidade do gas durante a erup¢ao depende
da pressdo p, da massa total m e do volume V da mistura dentro do vulcdo.

A4 Expresse a velocidade do gas durante a erup¢do em termos de p, me V, a menos || 0.3 pt.
de uma constante de proporcionalidade « .

A pressdo observada é da ordem de 100 MPa. Isso faz com que a velocidade (relativa) da erupcdo possa
ser da ordem de uma velocidade balistica.

B. O terremoto de Yogyakarta

Em 2006, o terremoto de Yogyakarta com magnitude M,, = 6.4, que destruiu varios prédios nas areas de

Bantul e Yogyakarta, ocorreu as 05:54:00.00 no horario local ou 22:54:00.00 UTC. O terremoto foi
causado por um deslocamento rapido na falha de Opak (veja a Fig. 2). O hipocentro foi localizado 15 km
abaixo da superficie.

A onda sismica que se propaga dentro crosta da Terra pode ser gravada usando um sismoégrafo. O
diagrama do sismégrafo é chamado de sismograma (parte inferior das Figs. 2 e 3). Os sismogramas
representam a velocidade vertical do solo como funcdo do tempo gravado pela estacdo sismica

em Gamping Station Yogyakarta (YOGI) (Fig. 2) e Denpasar, Bali (DNP) (Fig. 3). Em geral, uma onda sismica
consiste de trés tipos de onda: a onda longitudinal ou primaria (onda-P), a transversal ou secundaria
(onda-S) e a onda superficial. A onda-P e a onda-S viajam na subsuperficie enquanto a onda superficial
viaja na superficie da Terra. Ondas sismicas viajando através da camada da crostra para as esta¢des
podem ser divididas naquelas que se propagam em linha reta, naquelas que se refletem na interface com
0 manto, e naquelas que retornam a crosta apés serem refratadas pelo manto e se propagarem na
interface dos mesmos. A onda longitudinal ou onda primaria possui a maior velocidade, enquanto a onda
superficial possui a menor velocidade, cerca de 60% da onda-P.
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(Fig. 2: Localizacdo no mapa de YOGI)
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(Fig. 3: Localizacdo no mapa de DNP (Denpasar))

A disténcia entre o epicentro (a proje¢do do hipocéntro na superficie da Terra) e as estacdes YOGI e DNP
sdo, respectivamente, 22.5 e 500 km. A profundidade da crosta da Terra em Java, Indonésia, é 30 km. Logo
abaixo da crosta da Terra estd a camada de manto terrestre. Assim como qualquer outro fendmeno
ondulatério, as ondas sismicas também satisfazem a lei de Snell. Neste problema assumimos que a
curvatura da Terra pode ser desprezada.
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B.1 0.5 pt.
A Fig. 2 mostra o sismograma na estacdo YOGI. Utilize os dados para encontrar a
velocidade da onda-P na crosta da Terra.

B.2 Encontre o tempo de deslocamento das ondas direta P e da onda refletida devido [ 0.6 pt.
ao terremoto de Yogyakarta e que chegaram a estacdo DNP em Denpasar.

Assuma que a Terra é composta por apenas duas camadas: a crosta e o manto, a onda primaria se
propaga na crosta e no manto com velocidades constantes e diferentes. A velocidade dentro do manto é
maior que na crosta. Note que a onda-P refratada no manto em um angulo reto (90°) é refratada de volta
para a crosta em todos os pontos de sua trajetéria ao percorrer a interface entre a crosta e o manto.

B.3 Encontre a velocidade da onda-P dentro o manto. || 1.2 pt.

Para considerar uma estrutura mais realista da Terra, a crosta pode ser dividida em um ndmero de
camadas finas de forma que a velocidade de uma onda sismica é uma fun¢do que depende da
profundidade z de acordo com v(z) = vy + az, onde a é uma constante e agora podemos considerar que
o hipocentro esta na superficie. Neste modelo, a trajetéria descrita pela onda é curva.

B.4 ) 1.4 pt.
Vamos definir o parémetro da trajetéria p = S1n Q(Z)V(Z), onde Q(Z) é o angulo P
entre o raio e a normal. Suponha que a onda sismica chega a estacao com
parametro de trajetoria P ; expresse a distancia até o epicentro em termos de
P, Vo e d. Assuma que o hipocentro estd muito proximo da superficie da
Terra.

B.5 Encontre o tempo de deslocamento T do epicentro até uma estacdo 7', na forma de || 1.0 pt.
uma integral em z.

A Terra consiste de um empilhado de camadas homogéneas cuja velocidade em cada camada é Vi e a
espesura de cada uma 6z;.

B.6 1.0 pt.
Partindo do resultado do problema anterior, encontre o tempo de deslocamento

aproximado (T") do epicentro até a estacdo DNP assumindo que a crosta consiste de
somente trés camadas discretas, (i = 1, 2, 3), caracterizadas por Vi = 6.65 km/sec, V2
=6.97 km/sec, v3 = 6.99 km/sec,p =0.143,621 = 6.0 km, 622 =9.0 km, 623 =15 km.
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v, 0z,

Fig. 4: Um modelo simplificado das camadas da Terra.

C. Tsunamide Java

O terremoto e o tsunami de 2006 de Pangandaran ocorreu as 15:19:27 do horario local em 17 de julho na
costa oeste e central de Java. Durante um terremoto onde o epicentro esta sob uma falha na crosta que se
encontra no oceano, é possivel que uma quantidade consideravel de agua seja deslocada, produzindo
uma onda na agua chamada de tsunami. Em outras palavras, um tsunami é uma onda de aguas rasas que
é iniciada por uma pequena amplitude mas com comprimento de onda extremamente longo. Considere
que uma falha causa uma subida repentina do solo oceanico conforme mostrado na Fig. 5. Assuma que a
energia do terremoto é transformada em energia potencial da dgua erguida nesse oceano. Para um
modelo simples, consideramos a parte da agua erguida durante o terremoto como uma caixa de area
AL/2 (onde L > 1) e altura h.
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x=MN2
Fig. 5: Ilustracdo da onda tsunami, a profundidade do oceano é d.
C.1 Encontre a energia potencial armazenada na agua erguida devido ao terremoto. [[ 0.4 pt.
Assuma que a densidade da agua do mar é p.
c.2 Encontre a velocidade do tsunami a menos de um fator adimensional. || 1.2 pt.
Cc.3 Utilizando um argumento de energia, determine a amplitude da onda tsunami [ 1.3 pt.

como funcdo da profundidade, assumindo que a profundidade varia lentamente e
sabendo que a uma profundidade d; a amplitude é Ay.
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Expansao Césmica

Devido ao movimento relativo das galaxias observado da Terra, o comprimento de onda do espectro
visivel de uma galaxia em particular difere do seu comprimento de onda original, esse é conhecido como
o efeito Doppler eletromagnético. Espera-se que para um conjunto de galaxias, haja distribui¢bes
aleatdrias dos desvios no comprimento de onda: alguns positivos (desvio para o vermelho) e alguns
negativos (desvio para o azul). Contudo, observa¢des mostram que todas, exceto para grupos de galaxias
mais préximos, possuem desvios para o vermelho. Isso deve ser verdade mesmo que a observacdo seja
feita num ponto diferente do universo. Como conclusdo, nosso universo deve estar se expandindo. Por
outro lado, irregularidades locais do universo podem ser desprezadas para escalas com mais de 100 Mpc,
sendo 1 pc = 3.26 anos-luz. Tomando as médias sobre grandes escalas, as distribuicdes aglomeradas de
galaxias se torna mais e mais isotropica (independente da direcdo) e homogénea (independente da
posicdo). Portanto, podemos assumir o universo como um corpo com densidade de massa uniforme p e
que esta expandindo.

A. Expansao do Universo

Como um modelo simples do universo, vamos considerar uma esfera de densidade constante expandindo
imersa num meio de uma esfera infinita com a mesma densidade. Suponha que num determinado

instante, o raio da esfera é R . Para expressar a expansdo da esfera, a dependéncia temporal do raio R(f)
pode ser expressa pelo fator de escala a(¢), ou seja R(¢) = a(¥)Rj.

Usando a Lei de Newton da gravitacdo para determinar a velocidade do elemento de massa nas bordas
da esfera de acordo com o modelo do nosso universo, podemos obter as equag¢des de Friedmann:

) 2
() =Ap® - R?IZCZ(I) (1)

page 1 of 5



Theory T 3

Brazil

onde k é uma constante adimensional.

A1 || Determine a constante A na equacéo (1). || 1.3 pt.

A discussdo a seqguir é ndo relativistica. No entanto, ela pode ser estendida para um sistema relativistico

ao reinterpretar p(t)02 como a densidade de energia total (excluindo a energia potencial gravitacional).
Nesse sistema relativistico a segunda equacao de Friedmann é:

pras o+ (£)) £ =0

que pode ser obtida usando a primeira lei da termodinamica de um sistema adiabatico, onde ¢ e p
denotam a velocidade da luz e a pressao na esfera.

A2 || Determine as constantes A, na equagao (2). || 0.9 pt.

Para resolver as Egs. (1) e (2), podemos assumir a relacdo p = p(p), de forma que p(t)/C = wp(t), onde

w é uma constante. H4 ainda um fator H = d@/a chamado de parametro de Hubble. Os valores
iniciais dos parametros serdo simbolizados com o subscrito 0, ou seja fo, €0, Ho, ao e assim por
diante. Por simplicidade, tomamos 40 = 1

Acredita-se que o universo se iniciou de uma grande explosdao chamada de Big-Bang que produziu
radiacdo de particulas relativisticas. Durante a expansao, o universo esta resfriando e as particulas se
tornam nao relativisticas. Contudo, observa¢fes recentes mostram que o universo atual esta dominado
por uma densidade de energia cosmoldgica constante. Para o caso de um féton, como o universo esta
expandindo, o comprimento de onda do féton expande proporcionalmente ao fator de escala.

Para cada um dos trés casos a seguir determine o valor resultante de w: (i) um
universo preenchido somente com radiac¢do (i.e. energia do féton), (ii) um universo [ 1.2 pt.
preenchido somente com matéria nao relativistica e (iii) um universo com densidade
de energia constante.

A2

No caso de k = 0, encontre a(t) para cada um dos casos de (i) a (iii) mencionados no
A.3 || item A.3. Use a condic¢do inicial a(t =0) =0 para os casos (i) e (ii) e a condicdo
ao =1 para o caso (iii).

2 pt.
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A constante k na Eq. (1) se refere a classificagdo da geometria espacial do universo. Seu valor pode ser
k =+1 para uma curvatura positiva do universo (fechado) kK =0 para um universo plano (infinito), e
k = —1 para um universo de curvatura negativa (aberto, infinito). Vamos definir a razdo das densidades
Q = plpc, onde pec? = H?/A| é a densidade de energia critica. Note que A1 foi obtido no problema A.1.

A4 || Expresse k na Eq. (1) em termos de Q, H, ae Ro. || 0.1 pt.

Encontre um intervalo para € que corresponde a cada valor de k=+1,k=0 e

A5 k=—1.

0.3 pt.

B. Motivacao para introduzir a fase de expansao e suas condic¢des gerais

A observacao da radiagdo césmica de fundo na faixa de microondas (CMB) sugere que no presente o
universo é plano. O problema é que se isto for verdade entdo o universo presente deveria ter se iniciado
de um universo exatamente plano, de outra forma qualquer desvio da planicidade iria eventualmente
crescer ao longo do tempo e destruiria a planicidade atual.

Encontre (€(¢) — 1) como fungdo do tempo para o universo quando eleé dominado
por radiacdo ou por matéria ndo-relativistica (veja o problema A.3).

0.5 pt.

Para resolver o problema, em um instante anterior na sua histéria, o universo deveria seguir um periodo
dominado por uma densidade de energia constante que leva a uma expansdo exponencial chamada de
periodo de expansao.

Para esse periodo dominado por uma densidade de energia constante, encontre

B.2 (Q(t) — 1) como funcdo do tempo. Assuma que (2(7) — 1) < 1.

0.3 pt.

Mostre que a condi¢do para expansao implica nas varias condi¢des a seguir: pressdo
B.3 || negativa, expansdo acelerada (d >0), e um raio de Hubble decrescente || 0.9 pt.
(d(aH)™'/dt < 0).

Mostre que a condicdo para o raio de Hubble decrescente pode ser expressa em

. .2 pt.
termos do parametro € = —H/H? come < 1. 0-2pt

A expansdo ocorre desde que € < 1 e entdo para quando € = 1. Podemos definir o pardmetro N de
forma que dN =dIna = Hdt e N = 0 no fim da expanséo.

C. Expansao gerada por particulas distribuidas homogeneamente
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Como exemplo de um sistema fisico simples que pode gerar um periodo de expansdo é um universo
dominado por particulas distribuidas homogeneamente. Este tipo de matéria é chamado de inflaton e
pode ser caracterizado por uma fungdo ¢ ().

A equacdo dinamica desta particula pode ser expressa como
b+3Hp=-V", 3)

onde V = V(¢) é uma funcéo potenciale V' = a¢ O parametro de Hubble satisfaz
— 1 4
H? = W[ ¢ + V] )

onde Mj; é uma constante chamada massa de Planck reduzida. A fase de expansdo ocorre durante o

periodo onde a energia potencial V domina sobre a energia cinética 45 /2 por um tempo suficientemente
longo de tal forma que o termo d) na equacdo (3) possa ser desprezado. Essa condi¢cdo é chamada de
aproximacao slow-roll.

As quantidadese ey =0+ €, onde § = —cf)/H(d)), sdo chamadas de parametros ‘slow-roll.

Estime o parametro €, o parametro 17y, dN/d¢ em termos do potencial V(¢) e das

suas derivadas primeira e segunda (V' e V' "). 1.7 pt.
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D. Expansao com um potencial simples

As previsdes de qualquer modelo de expansdo podem ser comparadas com vinculos observacionais da
CMB como a seguir comn; = 0.968 + 0.006 e ¥ < 0.12, onde r = 16€ e ng =1 + 25y — 6¢ sdo calculados

em ¢ = ¢ para um modelo de expanséo gerado pelo dominio das particulas. Assuma que o potencial

n
da particula toma a forma simplificada V(¢) = A4<A%> onde n é um inteiro e A é uma constante.
p

D.1 || Calcule ¢¢na durante a expansao. 0.5 pt.

Expresse I e 1y em termos do nimero N e do inteiro n. Estime o valor de n que 0.6 pt

D.2 .
melhor produz os valores observados de 7 e ng. Tome N = 60 nos seus calculos.
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