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Problemas Diversos (10 pontos)

Parte A. Oscilagdes cabicas (2.5 pontos)

A1 Um canal retilineo estreito passa pelo centro de um cubo fixo de lado a. O 2.5pt
cubo &€ uniformemente carregado em todo o seu volume com uma densidade
de carga p constante. A distancia do centro do cubo até a intersecdo do canal
com uma das faces é L. O canal contém uma particula com massa m e carga g.
Determine o periodo das pequenas oscilagdes da particula perto do centro. A
interacdo gravitacional da particula e do cubo pode ser desprezada. As cargas
do cubo e das particulas tém sinal contrario.

Parte B. Suspensdo num campo magnético (3 pontos)
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B.1 Um fio flexivel forma uma espira com massa desprezavel. Através deste fio  3.0pt

passa uma corrente 1. O ponto superior da espira € ligado ao teto e uma massa
€ suspensa no seu ponto inferior. O comprimento de metade da espira é L. A
espira é colocada sob a influéncia de um campo magnético vertical B. O sistema
atinge um equilibrio estavel, no qual o ponto de suspens&o no teto e o ponto
de suspensdo da massa ndo se encontraram na mesma vertical. Determine a
tensdo 7' no fio e o peso P da massa se a distdncia do teto até & parte inferior
da espira for H.

Parte C. Haste num campo magnético (4.5 pontos)

C.1 Uma haste leve de comprimento 2R esta colocada perpendicularmente & dire-  4.5pt

¢do de um campo magnético uniforme B. Duas pequenas esferas idénticas, de
massa m e carga ¢, sdo fixas nas extremidades da haste. Considere que o0 o
vetor unitario do eixo z coincide com a dire¢do do campo magnético, e a ori-
gem deste eito se encontra no centro da haste. As esferas tém inicialmente as
mesmas velocidades v mas com sentidos opostos, e uma delas coincide com
a dire¢do do campo magnético. Determine as coordenadas maximas z,,,, das
esferas, Exprima a sua resposta em termos de ¢, B,m,v, R. Obtenha a mag-
nitude da aceleracdo das esferas nesse momento. Exprima a sua resposta em
termos de g, B,m,v, R € zy,,,.
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Atrito Anisotrépico (10 pontos)

O atrito ndo é sempre isotrépico. Frequentemente a magnitude e a direcdo da forca de atrito podem de-
pender da dire¢do do movimento do corpo. Por exemplo, o atrito anisotrépico pode surgir na presenca
de "sulcos” presentes numa determinada orientagdo na superficie de contato dos corpos (sabe-se que
o coeficiente de atrito do carvalho contra o carvalho ao longo das fibras é igual a 0,48, ao passo que do
carvatho contra o carvalho na direcdo perpendicular as fibras é de 0,34). A presenca de anisotropia no
atrito pode levar a propriedades invulgares de movimento, o que serd estudado neste problema.

O que precisa saber sobre o atrito anisotrépico

Suponhamos que uma superficie seja feita de um material anisotrépico. Um dos modelos mais populares
de atrito anisotropico sugere que existem eixos X e Y perpendiculares um ao outro (que sdo chamados
eixos primdrios), de modo que a forga de atrito F que atua no corpo depende da direcdo do movimento
do corpo da seguinte forma:

N

F, = ——I "'i‘;tx'vm
E”[ (1)
Nj

F, = —

onde F,, F, sdo as componentes da forca de atrito, NV é a forga de reagdo normal no corpo, vy € v, S30
as componentes da velocidade @, e y, e u, sd0 os coeficientes de atrito ao longo dos eixos primarios.

Considere que os eixos do sistema de coordenadas no plano estdo alinhados com os eixos primarios.
Os coeficientes de atrito sd0 u, = 0,75 e u,, = 0,5, a menos que seja indicado outro valor.

Nas partes A e B, o corpo pode ser considerado pontual. O plano onde os corpos se movem é horizontal
em todas as partes do problema.

Apresente uma resposta numérica sempre que possivel.

Parte A. Movimento do corpo numa superficie horizontal (4.0 pontos)

A1 Que angulo o, devera fazer a velocidade do corpo com o eixo X de formaaque  0.5pt
o valor absoluto da poténcia da forca de atrito seja méxima?

A2 Queangulo o, devera ter a velocidade do corpo com o eixo X de forma a que  0.5pt
o valor absoluto da poténcia da forga de atrito seja 1,2 vezes inferior ao valor
maximo?

A3  Considere que a velocidade inicial do corpo tem componentes vy, = 1 m/se  1.0pt
V9, = 1 m/s. Depois de algum tempo, a componente da velocidade no eixo Y
é igual a v, = 0,25 m/s. Qual é a magnitude da velocidade do corpo neste
instante?

A4  Considere que a velocidade do corpo tenha magnitude v, = 1.0 m/s. Qualo 1.0pt
valor do dngulo a4 que deverd fazer a velocidade do corpo com o eixo X de
forma a que o raio de curvatura da trajetdria seja minimo? Qual serd o valor
deste raio minimo? Considere que g = 9,8 m/s°.
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A5 Para os coeficientes de atrito indicados, reproduza num desenho simples as  1.0pt
trajetorias do corpo no plano XY com os dngulos iniciais ay = /6 e oy = 7/3.
As magnitudes das velocidades iniciais sdo as mesmas. Repita a resolucdo do
problema para os coeficientes de atrito y, = 0,4 e y, = 0,7.

Parte B. Condi¢des para o inicio do movimento do corpo (2.0 pontos)

B.1 Um corpo de massa m estad em repouso na origem. Uma forca é aplicada se-  2.0pt
gundo um angulo o com a diregdo do eixo X. A magnitude da forca F(t) = ¢
aumenta de forma linear com o tempo. Determine a dependéncia do instante
em que 0 corpo se comega a mover com o angulo «. Ignore o fenémeno da
estagnacao,

Parte C. Movimente circular do corpo (4.0 pontos)

Duas massas pontuais idénticas de massa m sdo ligadas por uma haste inextensivel leve de comprimento
L = 1m, e este sistema esta colocado numa superficie com atrito anisotropico. A haste esta alinhada
ao longo do €ixo Y e ndo toca a superficie. Um dos corpos recebe uma velocidade inicial na direcdo
perpendicular a haste.

C.1 Considerando que a velocidade inicial do corpo é v, e que o outro corpo estd  1.5pt
em repouso durante todo o movimento subsequente, obtenha a velocidade v
da massa que se move em funcdo do angulo de rota¢io ¢ da haste.

c.2 Obtenha o valor méximo da velocidade inicial vy, para a qual qual o outro  1.5pt
corpo ird continuar em repouso.

c.3 Qual é o deslocamento total do corpo ao longo da sua trajetéria, até parar com-  1.0pt
pletamente, se a sua velocidade inicial for vgy,,?
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Tecnologias Laser (10 pontos)

Ao solucionar o problema, use os seguintes valores para as constantes fisicas:

a velocidade da luz no vacuo ¢ = 3.00 - 10® m/s;
constante de Planck k= 1.055. 10734 ] . s;

constante de Coulomb e constante da permitividade elétrica k = e =899 10° NC’? ;

carga elementar e = 1.60-1071° C.

Part A. Modelo cléssico de superradidncia

Lasers sdo fontes de radiagdo Otica coerente. A radiacdo laser é formada quando um grande niimero
de dtomos que foram transferidos para um estado de excitagdo através de uma a¢do externa (bombea-
mento) emite fotdes com a mesma fase e polarizagdo. Para construir uma teoria consistente da radiacdo
laser, é preciso usar mecanica quantica, mas alguns aspetos do seu funcionamento podem ser entendi-
dos com a ajuda da eletrodindmica classica.

Primeiro vamos considerar a emissdo de um fotdo por um Unico dtomo. Do ponto de vista da eletrodi-
namica cldssica, um &tomo pode ser considerado como um emissor dipolar. Neste modelo, um dipolo

elétrico é associado a um 4tomo, sendo formado por um ntcleo imdvel, carregado positivamente com
uma carga +gq, e uma carga negativa —¢ que vibra harmonicamente em torno dele (localizada no centro
da distribuicdo de carga da nuvem eletrénica). T

Neste caso, 0 momento dipolar do dtomo varia de acordo com a lei p(t) = p,, cos(wt + ). A frequéncia
angular de oscilagdo estd relacionada com a energia dos fotSes emitidos pela relagdo Planck B, = hw.
Nas partes que se seguem, a frequéncia dos fotdes ira significar a sua frequéncia angular. A potencra
de radiacdo de um sistema classico com um momento dipolar varidvel P(t) é determinada pela férmula

d?p
(%)

onde os paréntesis angulares significam uma média sobre o periodo de oscilacdo.

A1 O atomo emite luz com um comprimento de onda de Ay = 300 nm. Usando  1.0pt
este modelo classico, estime o tempo de emissado 7 (ou seja o tempo que leva
ao adtomo emitir uma energia igual a energia de um Unico fotdo). Esse tempo
coincide, em ordem de magnitude, com o tempo caracteristico durante o gual
o dtomo emite um fotdo. Toda a radiacdo é criada por um eletrdo localizado a
uma disténcia de cerca de a, = 0.1 nm do nlcleo. Exprima a sua resposta em
termos das constantes fisicas A, e ag.

Vamos assumir que, num certo volume, sdo transferidos NV dtomos para um estado excitado por agdo
de um bombeamento de curta duragdo. Sabe-se que um &tomo emite um fotdo com a frequéncia w num
tempo caracteristico 7.

A2 Determine a poténcia W, da radiagdo eletromagnética de todos os dtomos N 0.25pt
no modo de emissdo espontanea, ou seja, quando a dire¢ao do dipolo atémico
e a fase das suas oscilagdes variam aleatoriamente de 4tomo para dtomo. Na
sua resposta, escreva a férmula para a poténcia em termos de N,we 7.
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A3 Estime a duracdo do pulso de emissdo esponténea desse sistema de 4tomos.  0.25pt
Exprima a sua resposta em termos das mesmas grandezas.

A.4 . Estime a poténcia W, da radiagdo eletromagnética de todos os dtomos N no  0.5pt
modo de superradidncia, ou seja, quando a direcdo dos dipolos atémicos e as
fases das suas oscilagGes coincidem para todos os dtomos num estado excitado,
Exprima a sua resposta em fun¢do de N,we 7.

AB Estime a duracdo do pulso de radiagdo do sistema de dtomos no modo de su-  0.25pt
perradidncia. Exprima a sua resposta em termos das mesmas grandezas.

Parte B. Otica ndo linear e compressdo do pulso

Pulsos de ainda menor duracdo podem ser obtidos reduzindo a durac¢do dos pulsos laser ja gerados. A
duracao do pulso At e a dispersao de frequéncia das oscilagdes Aw {largura espectral) estdo relacionadas
pela desigualdade AwAt > 27. Os pulsos laser gerados no modo de superradiancia ja possuem a duragdo
mais curta possivel para uma certa dispersdo de frequéncia Ay ~ ﬁsa Portanto, a duracdo do pulso

pode ser reduzida em dois passos: primeiro, aumentando a largura espectral do pulso (sem alterar a
sua duracdo), e depois comprimindo o pulso no tempo.

Uma das maneiras mais comuns de resolver o primeiro problema é "pulse chirping”. Este método é
baseado no uso da ndo linearidade do meio, ou seja, a dependéncia do indice de refracdo do meio n com
a amplitude das oscilagbes do campo elétrico da onda E,,. Esta dependéncia tem a forman = n, +n,EZ,
onde n, e n, 580 constantes que dependem das propriedades da substancia. Os efeitos ndo lineares sdo
pequenos, por exemplo, no quartzo, com uma intensidade luminosa de I; = 10° W/cm?, o indice de
refracdo aumenta apenas de n, F2, ~ 3.2- 10", Aintensidade de uma onda eletromagnética num meio

P . EqNglC
é determinada pela férmula J = - 2"g2 |

Considere um puiso de dura¢do At, com uma dispersdo de frequéncia pequena de Awy ~ %;% sendo a

frequéncia média do pulso w,. A figura mostra uma dependéncia aproximada do campo elétrico com
o tempo num destes pulsos. A velocidade de movimento dos méaximos da onda nas extremidades do
pulso é a mesma, e na parte central ela diminui devido aos efeitos da ndo linearidade. Devido a isso, a
duracdo total do pulso ndo se altera, a frequéncia na parte “traseira” do pulso aumenta, e na “dianteira”
ela diminui. Esses impulsos sdo chamados de "dispersos” (chirped).
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Considere que as amplitudes de dois maximos sdo iguais a E,,, e E,,. De-

B.1 0.5pt
termine a diferenca das suas velocidades de propagagdo Av. Exprima a sua
resposta em fungdo de ng,ny, ¢, B, € E, .

B.2 Um puiso de luz com um comprimento de onda no vacuo de A, = 300 nmeuma  2.0pt

intensidade méxima de I, == 3. 10° W/cm? propaga-se ao longo do eixo de uma
fibra de quartzo. Considere que o envelope do quadrado do campo elétrico da
onda em fungdo do tempo EZ (¢) € uma parébola. Determine o comprimento s
da fibra, durante a passagem pela qual a largura espectral do pulso ird aumen-
tar K = 200 vezes. Exprima a sua resposta em termos de K, Ay, n,, E,,, € calcule
o valor numérico (em metros, arredondado para um valor inteiro).

Para comprimir no tempo um pulso disperso ("chirped”), pode-se passé-lo por um meio no quai a velo-
cidade de grupo da onda depende da sua frequéncia. Considere que num determinado meio, a depen-
déncia do nimero de onda na frequéncia pode ser representada como k(w) = ky+ 8, (w—wg)+ £ (w—w)?,
proximo da frequéncia média w,. Para o meio usado, consideramos 3, = 5 ns/m, |8,] = 20 fs?/mm,

B.3 Qual deve ser o sinal de 3, para que o pulso, disperso de acordo como esquema  0.5pt
descrito acima, seja comprimido no tempo nesse meio? Por favor indique "+"
ou "-" na sua resposta. Nas perguntas abaixo, considere que 3, tem sempre o
sinal que indicou.

B.4 O puiso descrito tem uma duragio de At, = 10 ps e umalargura espectral inicial ~ 1.0pt

de Aw, =~ 21/ Aty (antes do "chirping”) e propaga-se no meio descrito acima, De-
termine a disténcia que o pulso deve viajar para alcangar a sua duracdo minima
possivel apés a dispersdo com o alargamento do espectro de K = 200. Exprima
a sua resposta em fungdo de constantes fisicas, K, Atg, 8, e 8., e calcule o valor
numérico em metros, arredondado a um valor inteiro.
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de luz de intensidade suficientemente alta. Estime a poténcia minima de um
puiso de luz W, para a qual ele ndo sofre difracdo, ou seja, quando ele se pro-
paga dentro de um canal cilindrico estreito de raio constante. Exprima a sua
resposta para W, em funcdo de constantes fisicas, frequéncia w,, n, and n,.
Considere que a distribuicdo de intensidade numa seccdo transversal do canal
como sendo aproximadamente uniforme. Encontre o valor numérico da po-
téncia para um pulso com um comprimento de onda no vacuo de ), = 300 nm,
propagando-se no quartzo, onde o coeficiente n, = 1.47.
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BS A ndo linearidade do meio leva ao desaparecimento da difragdo de um feixe 1.5pt

Parte C. Exoplanetas

Na astronormia, a observagdo de objetos luminosos é feita durante longos periodos de tempo. Isso torna
possivel estudar as alteragles nos seus espectros de emissdo. As medidas espectrais podem detectar
planetas orbitando estrelas distantes - "exoplanetas”. Exoplanetas ndo possuem radiacdo prépria, en-
tdo € preciso estudar o espetro de radiagdo das suas estrelas. Se para um exoplaneta, a direcio da Terra
estiver quase no plano de sua orbita, esse exoplaneta pode ser descoberto pela diminuicdo da lumino-
sidade da estrela no momento da passagem do exoplaneta pelo disco estelar. No entanto, se o plano
da 6rbita estiver inclinado no que diz respeito a dire¢do da Terra, este método nao ira funcionar.

C1

Proponha um método que permita detectar exoplanetas com uma inclinacdo
clara das suas 6rbitas no que diz respeito ao campo de vis3o, através do estudo
do espetro da sua estrela no intervalo Optico. Na resposta, cite o fenémeno
fisico que sustenta o seu método.,

1.0pt

C.2

Digamos que um exoplaneta de massa m gira em torno de uma estrela de
massa M numa 6rbita circular com raio R. O periodo da revolu¢do é T, o plano
orbital desse planeta faz um dngulo ¢ com a direcdo da Terra. Estime a precisdo
da medida de frequéncia relativa, Aw/w, necesséria para detectar esse exopla-
neta pelo seu método. Na sua resposta, exprima a precisdo relativa Aw/w, em
fung¢do das constantes fundamentais, R, 7,8, m e M,

1.0pt

c3

Assuma que a massa do exoplaneta e da sua estrela sejam iguais 3 massa da
Terra e do Sol, respectivamente, e que o raio da 6rbita circular coincida com a
distancia da Terra ao Sol (R = 1.5 - 10'* m). Considere que o dngulo é 8 = 60°,
e a massa do Sol € 330.000 vezes a massa da Terra, o periodo da revolucdo da
Terra em redor do Sol é de 1 ano. Determine um nimero inteiro n de modo
que 107" seja a precisao da frequéncia relativa exigida pelo seu método. O uso
de pulsos laser ultracurtos (femtosecond) torna possivel medir frequéncias no
intervalo 6ptico (10'° Hz) com uma precisdo de cerca de 10 Hz. Essa precisdo é
suficiente para registrar o exoplaneta?

0.25pt




