Teoria dos Numeros: Moédulo n

Autor: Luca Zanardi Lamardo

Curso Noic - Médulo n

1 Introducao

Neste artigo, veremos os conceitos iniciais da base de toda a teoria dos niimeros:
analisar expressoes modulo n. Resumidamente, ¢ uma maneira de se analisar
apenas o que ocorre com o resto de niimeros, quando divididos por n.

A maioria dos problemas de teoria dos ntimeros vistos em olimpiadas podem
ser reduzidos, de um jeito ou outro, a analise das expressoes modulo n. Por isso,
é essencial que vocé aprenda bem essa teoria e pratique até a perfeicao.

Definicao. Dizemos que dois niimeros inteiros a e b sdo congruentes
moédulo n quando eles deixam o mesmo resto na divisao por n. A repre-
sentacao matemadtica serd escrita da seguinte maneira: « = b (mod n). Uma
maneira mais formal de definir isso é dizer que a = b (mod n) <= nl|(a—b).

Propriedades. Se temos a = b (mod n) e ¢ = d (mod n), as seguintes
proposicoes sao validas:

i)atc=bxd (mod n)

it) a-c=b-d (mod n)

iii) Se temos m|n, entdo a =b (mod n) = a
iv) a®* = b* (mod n),V k € Z,

b (mod m)

Prova.

i) Veja que isso ocorre <= n|(a£c¢) — (b+d) <= n|(a —0b) %+ (c—d), que
ocorre, pois n|(a —b) & nl(c—d) = nl|(a—b) £ (¢ —d)

i1) Considere a representagao de a, b, ¢, d pelo algoritmo de euclides como

a=mn-ayg+ 1

b=mn-by+r;
c=mn-cy+r;
d=n-dy+my

Pagina 1


http://noic.com.br/

Curso Noic - Médulo n 0@ C

Como a = b (mod n), r; = ry, e analogamente, r3 = 4. Dessa forma,

a-c=(n-ag+mr)-(n-co+rs)
=n-(n-ap-co+ap-r3s+co-r1)+1r-73

=713 (mod n)

Este ultimo passo é verdade pois n -k =0 (mod n), ja que n | n - k.
Analogamente:

b-d=ry-ry (modn)

Como ry = ry e r3 = r4 temos que

a-C=17T1-T3

To Ty

b-d

como queriamos demonstrar.

iii) Note que m | m e como a = b (modn) = m |n| (a—b) = m |
(a—b) = a=0b (mod m)

iv) Note que isso ocorre <= n|(a* —b*) = (a —b) - (a* 1+ a2 b+ .- + b1,
que claramente ocorre pois n|(a — b).

Obs. iv) também poderia ter sido provado sem a fatoragao, por indugao, aplicando
(17) repetidas vezes.

A partir de agora, ja podemos resolver alguns problemas simples de andlise
modulo n.

2 Problemas resolvidos

52023

Exemplo 1: Encontre o resto da divisao de 1 por 7.

Demonstragao. Perceba que 15 =1 (mod 7).
Logo: 152923 = 12023 =1 (mod 7). O

21234

[ Exemplo 2: Encontre o resto da divisao de por 5.
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Demonstrac¢ao. Analisando casos iniciais, podemos perceber o seguinte:

21 =2 (mod 5)

22 =4 (mod 5)

23 =8 =3 (mod 5)
21 =16 =1 (mod 5)
29 =32=2 (mod 5)

A partir daqui, podemos perceber um padrao, pois 2° deixa o mesmo resto na
divisdo por 5 que 2'. De fato, como 2 =1 (mod 5), 2> = 2.2 =12 (mod 5).
Percebendo isso, também podemos aplicar ao caso do problema.Como 1232 =
4 - 308, concluimos que:

91234 _ 91232 92

= (24)308 . 22
— 1308 , 92
=1-4

=4 (mod 5).

21234

Dessa maneira, deixa resto 4 na divisao por 5. ]

Exemplo 3: Prove que a equacdo diofantina 5% + 1 = 32 — 22 nao tem
solugao onde (z,y, z) € Z.

Demonstracdo. Essa questao é um exemplo das classicas equagoes diofantinas, que
sao muito conhecidas por serem resolvidas analisando a equacao moédulo algum
nimero que dé informagoes tuteis.

Nesse caso, analisando a equacao moédulo 4, teremos:

Y’ —2>=5"+1 (mod 4)
=1+1
=2 (%)

Observe agora um nimero qualquer a? (mod 4):
a=0 ( )=a’=02=0 (mod 4).
a=1 (mod4)=a>=12=1 (mod 4).
( )
( )

=a’=22=4=0 (mod 4).
=a*=3"=9=1 (mod 4).

a=2

a=3
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Logo, a*> = 0,1 (mod 4). Voltando a (*), vemos que y? — 2% = 2 (mod 4).
Porém, os tnicos valores que y? — 2% pode assumir (mod 4) sdo:

1-1=0 (mod4)
1-0=1 (mod 4)
0—0=0 (mod4)
0—1=-1=3 (mod4)

Logo, 2=%4%—22=0,1 ou 3 (mod 4), absurdo!

Logo, nao ha tripla (z,y, z)de inteiros positivos tal que 5* +1 = y* — 2? (mod 4).
Obs.: —1 = 3 (mod 4) é um uso de congruéncias negativas, e isso ocorre pois
4(~1—3) = —4. O
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3 Problemas para praticar

7555

Problema 1: Encontre o resto da divisao de por 6.

3128

Problema 2: Encontre o resto da divisao de 2 por 7.

51000

Problema 3: Encontre o resto da divisao de por 31.

Problema 4: Encontre algarismo das unidades de 737.
Problema 5: Encontre o resto da divisao de 2062°%> por 7.

Problema 6: Prove que a equacao z° + y® = ¢® + 3 ndo possui solugio onde
(2,9, 2) € Z.

Problema 7: Ache todas as solucoes de 2% + 3 = b? + ¢, onde a, b, e ¢ sao
inteiros positivos.

Problema 8:

a) Prove que @,G,,—1 - -~ G169 = ap+a,_1+-+-+a;+ag (mod 9). (Em particular,
Gnln_1...0a109 € divisivel por 9 <= a, + a,_1 + -+ + a1 + ag é divisivel por 9
(critério de divisibilidade por 9)).

b) A partir de a), prove o mesmo, porém modulo 3.

Problema 9: (OBMEP 2017/Adaptado) Prove que n® — n é sempre miltiplo
de 6, n € Z.

Problema 10: Prove que a equacdo n® —n—1 = k* — k41 nio possui solucdes
onde k, n sao ntmeros inteiros.

Problema 11: Encontre todos =,y € Z, tais que 3* —2Y =7T7.

Problema 12: Mostre que, para todo k, n inteiros positivos impares, 1% 4+ 2% 4
<o+ + (n — 1)* é divisivel por n.
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4 Dicas:

Problema 1: Note que 7= 1 (mod 6).

Problema 2: Perceba que 23 =2 (mod 7), e 8 =1 (mod 7).
Problema 3: Veja que 124 =0 (mod 31)

Problema 4: Note que 3* = 81 termina em 1.

Problema 5: Observe que 203 =0 (mod 7), e 3* = —1 (mod 7)
Problema 6: Analise a equagao modulo 7.

Problema 7: Veja o que ocorre se a > 1, analisando médulo 4.

Problema 8: Perceba que @,a,-1...aiay = 10" -a,, + 10" -a,_1 +---+10-
a1 + ap.

Problema 9: Tente fatorar e analisar médulo 2 e médulo 3 separadamente.
Problema 10: Analise a equagao mddulo 3.
Problema 11: Veja médulo 8 para y > 3.

Problema 12: Analise congruéncias negativas ((n — 1) = —1 (mod n), por
exemplo).
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5 Soluc¢oes:

Problema 7:

Demonstracao. Note que, se a = 1, obtemos que b? + ¢ = 5, e é facil ver que
(a,b,c) = (1,1,2) e (1,2,1) s@o as unicas solugoes nesse caso. Considere agora a > 2.
Note que, nesse caso, 2% é miltiplo de 4, e entdo, b* + ¢* = 3 (mod 4). Porém,
note o que ocorre quando tentamos somar dois quadrados perfeitos, médulo 4:

0+0=0 (mod4)
1+0=1 (mod4)
0+1=1 (mod4)
1+1=2 (mod 4)

(Utilizamos o fato jé visto anteriormente que z* = 0,1 (mod 4)).
Dessa maneira, teremos que 3 = 0,1 ou 2 (mod 4), um absurdo! Logo, as
tinicas solugdes para a equagao 2% + 3 = b* + ¢? sdo (1,1,2) e (1,2,1). O

Problema 11:

Demonstracdao. Primeiro, facamos alguns casos iniciais:

y =0 : Teremos que 3* —1 =7 = 3* =8 — Abs!
y=1:Teremos que 3* —2=7 = 3* =9 = (2,y) = (2,1) é solugdo.
y = 2: Teremos que 3* —4 =7 = 3% =11 — Abs!

Agora, suponha que y > 3. Teremos que 2Y serd multiplo de 8, e assim, 3% =

= —1 (mod 8). Porém, observe que 3* = 3 ou 1 (mod 8) (apenas observar que
32 =1 (mod 8)). Dessa maneira, 3* = —1 = 1 ou 3 (mod 8) — Abs! Logo, a
tnica solugdao do problema é (x,y) = (2,1). O

Problema 12:
Demonstragdo. Considere S = 1%¥+2%+ ...+ (n—1)*. Note que, como n é impar,

S:<1k+2k+~--+<n;1>k>+<(n;1>k+-~-+(n—1)k>.

Assim, podemos analisar S médulo n.

Teremos: N N

-1 1
S = <1k+2k+-~-+ (n2 ) >+ ((n; ) +---—|—(n—1)k> (mod n).
Perceba que, como k é fmpar, teremos: (—z)* = (—=1)F . 2% = —(2%)
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Note também que:

n—1=-1 (modn) = (n—1)F=(-1)F=-1% (mod n)
n—2=-2 (modn) = (n—2)"=(-2)F=-2% (mod n)

o2 i = (2 2 (25 2 (55 i

Dessa maneira, teremos:

S = <1k+2’€+---+<n;1)k>+<<";1>k+...+(n—1)k>
= (1’“+2’f+---+<n;1)k>+(—(”;1>k_..._1k>

Reorganizando os termos, teremos...

_ k _ k
Szlk—1k+2k—2k+--~+(n 1) —(” 1)

2 2
=0 (mod n)
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