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Introducao

Em geometria, quando estamos tentando marcar angulos ou tentando provar concorréncias/colinearidades,
pode ser que a figura fique muito dificil e confusa. Quando acontecer isso, as vezes vale a pena re-

definir um ponto de outra forma para simplificar a figura e ganhar propriedades mais fortes. Saber

quando redefinir vem puramente de pratica em problemas de geometria.

Vou tentar passar certa prética para vocés nesse material, trazendo exemplos de quando redefinir é
uma boa ideia e a motivacdo por trds junto com problemas de treino para o leitor entender melhor
a técnica, do simples ao avangado.

Um exemplo que vale quase sempre a pena tentar redefinir é para provar uma colinearidade es-
tranha. Por exemplo: ”..., se essa reta r toca o circulo em P, prove que P, ), R sdo colineares”.
Neste caso, vale a pena redefinir P’ como QR interse¢do r e mostrar que P’ pertence ao circulo.

Duas dicas antes de come¢armos:

Colinearidades: Muitas vezes, provar que 3 pontos sdo colineares sem métodos comuns, principal-
mente quando os pontos ndo estdo relacionados tdo diretamente, pode nédo ser uma boa ideia, por
isso redefinir pode ser uma boa ideia.

Pontos conhecidos: Tente sempre tornar a figura para o mais simples possivel, isto é, tente sempre
tornar o problema andlogo a algo que vocé consiga trabalhar. Sempre que existe um ou mais pontos
estranhos na figura, tentar provar um enunciado que nao envolve esses pontos mas que é equiva-
lente ao problema pode ser interessante.

Exemplos resolvidos

Atencdo: os problemas a seguir sdo de exemplo, portanto o que vale a pena fazer é, caso vocé
ndo conheca a técnica ainda, desenhe um esbogo da figura e tente identificar quais pontos vamos
redefinir. Nao passe muito tempo nisso, os problemas de praitica estdo l1a para isso!



1. (TST China) Seja ABC um tridngulo escaleno. A bissetriz de A toca BC em D. Os circulos
de diametro DB, DC tocam (ABC) em P, Q), respectivamente. A tangente por A a (ABC)
toca BC em X. Prove que X, P, ) sdo colineares.

Solugdo: Antes, vamos marcar alguns angulos. Note que ZPBC + ZPQC = 180, pois PQBC é
ciclico. Ademais, ZPBC =90—-/ZPDB e ZPQC = ZPQD+90. Isso implica que ZPDB = ZPQD
o que implica (PQD) é tangente a BC.

Agora, para nos livrarmos da inconveniente colinearidade, redefina X’ como P(Q interse¢do BC.
Note que podemos supor sem perdas que AB < AC. Note que por poténcia de ponto de X em
(PQD): X'P.X'Q = X'D? = Pot(spc) X'

Agora perceba que a poténcia de um ponto com relagdo a (ABC') aumenta conforme um ponto se
afasta de B e de C por algum lado especifico da figura: isso implica que X’ é o ponto em BC
(mais proximo de B) tal que Pot(apc) X' = X'D?, onde D é o pé da bissetriz.

Note que agora se provarmos que Pot(apcyX = X D? acabaremos pois dai X = X’. Para isso,
como PotapcyX = X A2, precisamos de X A = X D, o que é verdade, pois
/XAD=A/2+C=/XDA. R

2. (TST 3 Cone Sul 2021 P3) Seja ABC um tridngulo com BA # BC'. Sejam M o ponto médio
de AC e I o incentro de ABC. Sejam A;, C; pontos nos quais o incirculo de ABC' toca os
lados BC, BA, respectivamente. Seja P o pé da perpendicular de M a A;C,. A mediatriz de
AC toca PI em N. Prove que B, N, A, C estio num mesmo circulo.

Solugio:

Note que a intersecdo da mediatriz de AC' com o circulo (ABC) é bem conhecida: é o ponto médio
do arco maior AC'. Esse ponto tem muitas propriedades boas que perdemos quando queremos
provar que ele estd na reta I P. Logo, redefina boa parte da figura: seja N’ o ponto médio do arco e
P’ =IN'N A;C;. Queremos M P’ 1 A;C. Mas note que BI L A;C4, entdo sé precisamos de

M P’ paralelo a BI. Mas note que M N’ toca BI no ponto médio do arco AC de baixo. Chame esse
ponto de Q.



Note entdo que BN'||A1C1, e sendo R = A;Cy N B, por teorema de Tales:
N'P/P'T = BR/RI,

e além disso
N'M/MQ = N'P/P'I.

Dai s6 precisamos que N'M/MQ = BR/RI, e portanto reduzimos o problema a algo que
conhecemos melhor. Note que os tridngulos BA;I e N'AQ sao semelhantes (marcagdo de angulos
facil) e R e M sdo os pés das alturas dos vértices relativos, e portanto a razdo é igual.

3. (G1 2019) Seja ABC um tridngulo. Um circulo « passando por A toca AB,AC em D, E
respectivamente. Esse mesmo circulo toca BC em F,G, com B, F,G,C colineares nesta
ordem. A tangente por F ao circulo (BF D) toca a tangente por G a (CGE) em T. Prove que
AT||BC.




Solugdo:

A principal observagdo do problema é conjecturar que T' € . Ap6s conjecturar isso, vemos que se
AT é paralelo a BC, entdo ATGF seria um trapézio is6sceles. Trapézios isdsceles num geral sao
faceis de marcar dngulo. Pensando nisso, redefina a figura:

Considere 7" tal que AFGT’ é um trapézio isésceles. Queremos que T' = 1", entdo basta provar
que T'F e T'G sdo tangentes a (BDF') e (CEG), respectivamente. De fato, note que

/DFT' = /180 — /DAT' = ZABC = /DBF, entdo T'F é tangente a (BDF). Da mesma forma
T'G é tangente a (CEG).

Portanto, T” é o encontro das tangentes, e portanto 7’ = T'. Como AT'FG é trapézio isdsceles,
AT||BC.

4. Seja ABC um tridngulo de circumcentro O. Um ponto K é tal que ZKCB =90 e KA é
tangente a (ABC'). A paralela por K a AB toca BC em D. Prove que 4, O, D sdo colineares.

Solugio:

A colinearidade é a parte mais estranha do problema. Note que se D’ = AO N BC, entdo D' é
menos estranho que D, e precisamos provar s6 que D’ K é paralelo a AB, que é bem menos
estranho que a colinearidade. Redefinindo dessa forma, note que /D'AK = /D'CK = 90, e isso
implica que AD'CK é ciclico. Mas para provar o paralelismo, precisamos que ZKD'C = Z/BAC.
Mas isso é verdade ja que /K D'C = /KAC = ZBAC, pois KA é tangente a (ABC). Portanto
D'K||ABe D’ € BC,logo D' = D.




5. (Balkan Shortlist 2020 G2) Sejam G, H o baricentro e o ortocentro de ABC' que tem um
angulo obtuso em ZB. Seja w o circulo de didmetro AG. w intercepta ®(ABC) novamente
em L # A. A tangente a w em L intersecta ©(ABC') em K # L. Dado que AG = GH, prove
LHKG =90°.

Solugdo:
Com uma boa figura e ap6s marcarmos alguns angulos, podemos ver que se L é o ponto médio de
AH o problema acaba, em vista que

LKLG+ ZLGH = ZLAG + ZLGA = 90°

,edai LK | HG, e como HG passa pelo circumcentro O de (ABC), K é o reflexo de L por HG
(pois K € (ABC)). Mas dai ZHKG = ZHLG = 90 e terminamos.

Agora, provemos que L é ponto médio de AH, para isso, usaremos ponto fantasma: Seja M o
ponto médio de BC e D o pé da altura de A a BC. Além disso, defina o “ponto fantasma” L’
como o ponto médio de AH. A condi¢do AG = HG implica que ZAL'G = 90°. Mas entédo

AL" _ AG

5L7 = iie = 2,entdo H é o reflexo de L’ sobre BC, que estd em (ABC) (isso é um lema

conhecido, tente provar!). Portanto, L = L/, e o problema estd terminado pelo pardgrafo acima.

T




Problemas para pratica!

Problemas Faceis:

1. Seja ABC um tridngulo e M o ponto médio de BC'. O circulo que passa por A e M e é tangente
a BC toca (ABC) em D. Prove que AD||BC.

2. Seja ABC um tridngulo. A mediatriz de AC toca a bissetriz de B em X, e a mediatriz de AB
toca a bissetriz de C' em Y. Prove que X, Y, B, C estdo sobre um mesmo circulo.

3. (Pitot) Prove que um quadrildtero convexo ABC'D é circunscritivel (tem um circulo tangente
internamente aos seus 4 lados) se, e somente se, AB+ CD = AD + BC.

Problemas Médios

4. Seja ABC um tridngulo. D, E/ sdo pontos em AB, AC, respectivamente. Seja I’ = BENCD.
Prove que os incirculos de BF'C e de ABC sdo tangentes se, e somente se ADF'E é circunscritivel.

5. Em um tridngulo ABC com ZA = 50, D é o pé da altura de A em BC. Prove que se P é um
ponto na altura tal que DP.DA = DB.DC, entdo determine ZBPC.

6. As cordas AB e C'D de um circulo w se encontram no ponto £ de forma que AD = AE = EB.
Seja F' um ponto do segmento CE tal que ED = C'F. A bissetriz do dangulo AF'C encontra o arco
DAC no ponto P. Prove que A, E, F' e P sdo conciclicos.

7. Seja AABC um tridngulo e w seu circumcirculo. Seja M o ponto médio de BC e D a intersecéo
entre a simediana de A e w. A reta DM intersecta w em P. Prove que AP || BC.

Problemas Dificeis

8. (Ird 2017 3 Round P3) Seja ABC um tridangulo acutangulo. Seja M o ponto médio de BC e seja H
o ortocentro de ABC. Seja F = BH N AC e E = CH N AB. Suponha que X seja um ponto em EF
tal que ZXMH = ZHAM e A, X estejam no lado distinto de M H. Prove que AH bisecta M X.

9. (APMO 2013 P5) Seja ABC D um quadrilétero inscrito em um circulo w, e seja P um ponto sobre
a extensdo de AC tal que PB e PD sejam tangentes a w. A tangente em C intercepta PD em ) e a
reta AD em R. Seja IV o segundo ponto de intersecdo entre AQ) e w. Prove que B, I, R sdo
colineares.

10. Dado um tridngulo ABC tal que seu incirculo é tangente aos lados BC, AC, AB nos pontos
D, E, F, respectivamente; BE e C'F intersectam o incirculo novamente nos pontos P e @),
respectivamente. Se E'F intersecta a BC no ponto R, mostre que P, (), R sdo colineares.

11. (India EGMO TST 3 2021) Num triangulo acutangulo ABC de incentro I e circuncirculo v, F'
estdem ADB tal que IF' | AB. A bissetriz externa de ZACB toca AB em L. O ponto K estd no arco
menor BC de vy tal que ZCKI = ZIKL. KI toca y novamente em D. Prove que ZACF = ZDCB.



