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Funcoes

Andressa Farias, Gustavo Linhares, Luiza Lanza

1 O que é uma funcao?

Dado dois conjuntos A e B, chamamos funcao a relacao binaria do produto
cartesiano de A por B. O conjunto A é chamado dominio e todos os primeiros
elementos do par ordenado pertencem a A. O conjunto B é chamado contradominio
e todos os segundos elementos do par ordenado pertencem a B. Pensando no plano
cartesiano, para cada valor de z, tal que € A, temos um unico valor y para a
funcao de x.

A representacao grafica abaixo é util para mostrar que cada elemento de A esta
relacionado a um tnico elemento de B, enquanto o mesmo elemento de B pode
estar conectado a mais de um elemento em A.

f(x):R — R
A B
2 6
5 30
11 132
23 552
48 2352

Apés a funcao f(x), os dois pontos indicam o dominio e a seta indica aponta para o
contradominio. Lé-se: func¢do f de z indo do conjunto dos nimeros reais para os nimeros reais.
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Nota: A definacao de funcao nao é aplicavel se:

Se existe um elemento do dominio A que esta relacionado a mais de um ele-
mento do contradominio B, ou seja, do mesmo elemento de A partem duas flechas

para B:
f(x):R — R
A
2 >
5 >
11 o
23 /
48 g

30
12
49
235

Se existe um elemento do dominio A que nao esté relacionado a nenhum elemento

do contradominio B:

f(x):R — R

A B
2 > 6
5 »30
11 " 12
23 49
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Encontrando valores para uma funcgdo: Dada uma fungdo f(x), para en-
contrar valores para a imagem da func¢do, podemos substituir os valores de x na
expressao algébrica.

Exemplo 1: f(z) =3z +5
f1)=3x1+5=8

F(T)=3xT+5=26
F(13) =3 x 13+5=144

2 Classifica¢oes de uma funcgao

2.1. Quanto a sua paridade

2.1.1. Funcao par: uma funcao ¢é classificada como funcao par se, ao mudar
o sinal da abissa para o sinal oposto, o sinal da ordenada do par nao se altera.
Dessa forma, uma funcgao é classificada como fungao par se é simétrica com relacao
a0 €eixo y.

GeoGebra Calculadora | [V Gréfica ~

£(x) = cos(x) H N

A funcao f(z) = cos(x) é um exemplo de fungao par.

2.1.2. Fungao impar: uma funcao é classificada como funcao impar se, ao
mudar o sinal da abissa para o sinal oposto, o sinal da ordenada do par também
possui sinal oposto.

f(=x) # f(x)
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GeoGebra Calculadora | AV Grfica ~

10 = senx) i b

A fungéo f(z) = sen(z) é um exemplo de funcdo impar.

2.2. Quanto a sua injetoriedade e sobrejetoriedade

2.2.1. Funcao injetora: é aquela cujo cada elemento do contradominio esta
relacionado a somente um elemento do dominio, i.e., todos os elementos do dominio
possuem contradominios distintos.

f(x):R — R
A B
A —F—> 6
5 e 30
11 12
23 49

235

2.2.2. Funcao sobrejetora: ¢ aquela em que nao existem elementos do con-
tradominio que nao estejam relacionados a nenhum elemento do dominio. Todos
os elementos de B possuem seu correspondente em A.
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2.2.3. Funcao bijetora: é aquela que é pode ser classificada simultaneamente
como injetora e sobrejetora.
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3 Funcao afim:

Definicao 1. A funcdo afim € uma funcdo polinomial do 1° grau, isto €, é
da forma f(x) =ax +b. O grifico da fungdo afim é uma reta.

Demonstragao: Considere uma fungao do tipo f(x) = ax + b. Sejam trés
pontos no grafico x1, x5 e x3. Logo, f(x1) =y = axy +b, f(zs) =ys =aza+be
f(z3) = y3 = axs + b. Portanto:

Ys — Y2 = a(x3 - xz)

y2—y1:a(x2—x1)
Ys — Y2 _ Y2 — % _

T3 — T2 To — I

Logo, concluimos que quaisquer trés pontos da imagem de uma fungao afim y,
Yo € y3 estao contidos numa mesma reta, pois a inclinacao da reta que passa por
esses pontos dois a dois é constante.

4 Funcao afim na primeira fase da OBMEP:

E chamada de Funcao Afim toda funcdo polinomial do primeiro grau que
atende certos requisitos, que podem ser explicados da seguinte maneira formal:
e Uma funcao f : R — R da forma:

y=fla)=az+b

tal que a,b € R.

e Os coeficiente a e b sdo chamados, respetivamente, de coeficiente angular e
coeficiente linear (ponto de intersecgdo com o eixo y).

e Todo grafico de uma func¢ao afim é uma reta.

Este tipo de funcao é extremamente explorado nas questoes de primeira fase
da OBMEP, tendo aparecido com frequéncia nos tltimos 5 anos dessa olimpiada.

Neste tépico iremos trabalhar em cima de algumas dessas apari¢oes e mostrar
como o contetudo deve ser abordado.

Problema 2- OBMEP 2022 (Nivel 3- 12 fase):
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2. Osnumeros x e y sao tais que 80% de x ¢ igual a
20% de y. Qual das igualdades abaixo € verdadeira?

(A) x=4y
(B) 2x=3y
(C) x=8y
(D) 3x=2y
(E) 4x=y

Nesta questao, podemos interpretar as igualdades apresentadas nas alternativas
como funcodes, ou seja, basta isolar y para obtermos uma igualdade que satisfaca
ou nos direcione até a alternativa correta.

Pelo enunciado, temos que:

0,8z = 0,2y
Assim, basta isolar y:
= 0’8x =4z
Y7020

Portanto, chegamos no resultado de que y = 4z (Alternativa E)

Problema 5- OBMEP 2019 (Nivel 3- 12 fase):

2x+ 1] 1 .
= — paratodo numero
X

5. Umafungso fé tal que [

real x diferente de 0 e 1. Qual é o valor de f(3)?

A) 1/4
B) 1/5
c) 116
D) 17
E) 1/8

Neste caso, nao usamos muito da teoria de funcao afim, mas é interessante usar
esta questao como uma maneira de se familiarizar com a notagao de funcao.

20 + 1 20 +1
P = 13) = 2 =

Agora basta isolar o x na igualdade e obtemos que x = 4 Assim, como a funcao
tem valor equivalente a X, concluimos que a resposta é i(AIternativa A)

)

3

r—1

(OBMEP 2016 - N3)A figura mostra um poligono ABCDE em que todos os
lados, exceto AE, sao horizontais ou verticais e tém os comprimentos indicados na
figura.
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B
-

S}

Considere, agora, uma reta vertical distante x do vértice A, com 0 < = < 5. Ela
divide o poligono ABCDE em dois poligonos, um situado a direita da reta e outro
a esquerda. Considere a funcao f que associa a cada valor de x o perimetro do
poligono situado a esquerda da reta. Por exemplo, f(3) é o perimetro do tridngulo
AHE, enquanto f(5) é o perimetro do poligono ABCDE.

a) Calcule f(3).

b) Calcule f(5).

c) Escreva as expressoes de f(z) para 0 < x < 3 e para 3 <z > 5.

d) Esboce o grafico da funcao f.

SOLUCAO

a) Como todos os lados sao horizontais ou verticais, temos que DH e C'B
sao verticais, e HB e DC sao horizontais, entdao, DH BC é um retangulo, e com
isso DH=CB - HE+ ED = HE+2=CB =6 —- HE = 4. Além disso,
HB = DC, entaio AH =AB—-HB=5—-2=3.
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Por pitdgoras, temos que AE? = AH? + HE? — AE? =32 4+4%2 =25 — AE =
5, portanto, f(3) é igual ao perimetro de AEH, que é 3+4+5 = 12.

b) f(5) vai ser o perimetro de ABCDE, que é AE+ ED+ DC+CB+ BA =
5+24+2+6+5=20.

c¢) Primeiro, suponha 0 < = < 3. Seja P o ponto em AB tal que AP =z e
(Q o ponto de intercessao de AE e da reta vertical que passa por P. Temos que
f(x) = AP+ PQ + QA, e além disso, AAPQ é semelhante ao tridngulo AAFEH,
pois P(Q) ¢é paralelo a EH, entao

AP_Mf%x 3 4
PQ EH "~ PQ 4

Além disso
AP B AH x 3 5

AQ T AE A0 5
Entdo, f(z) =2 + 30+ Sz =4z
Agora, para 3 < x < 5, seja P o ponto em AB tal que AP = x e () a intercessao
da reta vertical por P com C'D. Temos que f(z) = AE+ED+DQ+ PQ+ PA =
542+ D@+ PQ + x, mas veja que DQ = HP =z — 3, e que PQQ = CB = 6 por
paralelismo, entdao f(x) =7+ x —3+6+ 2z =2z + 10 quando 3 < z < 5. Logo

f(:c)—{4$ O<xr<3

20+10 3 <z <5

d) Vamos dividir o grafico em 2: Do intervalo (0, 3] e do intervalo (3, 5].

Para o intervalo (0, 3], sabemos que f(z) = 42 é uma fungao afim, logo, vai ser
uma linha que comega do (0,4 - 0) = (0,0) até o (3,4 - 3) = (3, 12).

Agora, para o intervalo (3, 5], a func¢ao f(z) = 2z + 10 também é uma fungao
afim, entao vai ser uma reta que comega no (3,2-3+10) = (3, 16) até o (5,2-54+10) =
(5,20).

Logo, o esboco da funcao é esse aqui
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(5,20)

(3,16)

(3,12)

o0
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Problema 8- OBMEP 2018 (Nivel 3- 12 fase)

8. A figura mostra o grafico da fungdo definida por y = x°.
O ponto A tem coordenadas (0, p). Qual é o valor de p?

A} 5 yn !
B) 55 f
C) 6 y=x f

D) 6,25
E) 6,5 \ 2

-2 3 X

Uma primeira olhada
na questao pode fazer parecer que esta é uma questdo sobre func¢do quadratica,
porém este nao ¢é o caso, se trata de uma questao sobre funcao afim.

Primeiramente, pode se observar que o ponto A é onde a reta entre os dois
pontos pertencentes a fungao f(x) = 2% intercepta o eixo y, ou seja, este é o termo
independente, pois f(0) =a*x0+b=10.

Ou seja, descobrir o valor de p (requisitado pela questao) é equivalente a des-
cobrir o termo independente (b).

Assim, temos que descobrir a fung¢do que representa a reta entre os dois pon-
tos mencionados anteriormente. Para descobrir a variagdo (a) podemos dividir a
variagdo de y pela variacdo de x. Sendo f(z) = 2%

CI®-f(-2) _9-1 5 .
3—(-2) 3+5 5

Como descobrimos que a = 1,podemos descobrir o valor de b ao substituir a

em um dos pontos, usando o ponto x = —2 temos:

f(=2)=4=a(-2)+0
Comoa=1
4=-2+0b

Portanto, chegamos no resultado de que p = 6(Alternativa C)
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5 Funcao identidade:

Definigao 2. Funcgao identidade € uma fungao afim definida como f(x)=x.

Perceba que, como a fungao afim é da forma f(z) = ax + b, para aa fungao
identidade @ = 1 e b = 0. Destacam como propriedades da funcao identidade sua
bijetoriedade, pois o dominio é igual ao contradominio.

Por fim, a principal caracteristica do grafico da fun¢do afim é ser a bissetriz
dos quadrantes impares (1° e 3°) e a tangente da reta é 1 f'(x) = 1:

6

5

Ay _
Observe que 2 =

6 Funcao quadratica:

A funcao quadratica é uma funcao caracterizada por ser polinomial do 2° grau,
portanto, ha duas raizes possiveis (que podem ser iguais ou nao) as quais intersec-
tam o eixo x.
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Definicao 3. A func¢ao quadrdtica é definida como toda e qualquer funcdo
de R em R, com a lei do tipo ax® + bx + ¢, com a € R* e b,c € R.

GRAFICO

Os pares ordenados da funcao quadratica, quando sao colocados no plano car-
tesiano, formam uma parabola cujo comportamento varia de acordo com os valores
de a, bec.

o Concavidade:

- Se a > 0 = Concavidade voltada para cima

f

Vértice

- Se a < 0 = Concavidade voltada para baixo

Veértice

f

» Intersec¢ao com o eixo y:

- E pertinente ressaltar que o valor de ¢ é o valor do ponto em que a func¢ao
tocard no eixo y uma vez que isso ocorre quando z = 0 = f(0) = a0*+b0+c =
f(0) =c¢

- Se b > 0 = A parabola intersecta o eixo y no intervalo que é crescente.
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12 -10 25 -6 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14

- Se b < 0 = A parabola intersecta o eixo y no intervalo que é decrescente.
1
f
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14 12 10 8 i 4 2 0 \ 2 4 6 8 10

- Se b =0 = A parabola intersecta o eixo y no vértice.

f
10
8
6
4
-12 -10 -8 - 4 -2 [ 2 4 6 8 10 12
-2
-4
-6
-8
f
I

RAIZES

e Bhaskara: Uma forma de descobrir as raizes da funcao é aplicando Bhas-
kara.
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b+ VA

2a

A = b® — dac

e« Soma e Produto: Uma outra forma de descobrir as raizes de uma funcao
quadratica é aplicando soma e produto. Essa relagdo entre a soma e o produto
pode ser ttil para a resolu¢ao mental de equacoes do 2° grau.

—b
Soma das raizes = —
a

Produto das raizes = —
a

Exemplo: 2% — 10z + 24 = 0. Agora basta pensarmos em dois niimeros que
somados resulte em 10 e multiplicados resulte em 24. Facilmente, pensamos em 4
e 6, portanto, o conjunto solugao é S=4,6.

DEMONSTRACAO:

xl_—b+fex2_—b VA

T+ Ty = b+\r+( b)f:>x1—|—a:2 5= =b
Ty Ty = (= b;f).( —b— \F):>x 22112—(2(61)?)2
Ty Ty = b2—(Zz2—4ac) . 3%

Ty Ty =<

e Forma fatorada da equagao de 2° grau

f(z)=ax® +bx+c=alx —x1)(x — x9)

Sendo x1 e x5 as raizes da funcao quadratica.

DEMONSTRACAO:

fl@)=a?+br+c=a(@®+2+ ) +ao=-Lea 2= = f(z) =
alz® — (1 + 22)x + 21 - 1)
f(x)=alx® =21 & — 29 - T + 11 - T
f(x) = ale(z — 1) — 2o(x — 21)] = f(2) = alz — 1) (z — 22)

o Andlise do A:
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- A > 0 = A fungdo terd duas raizes reais distintas (o grafico toca em 2
pontos do eixo x).

- A =0 = A funcao terd duas raizes reais iguais (o grafico toca em apenas 1
ponto do eixo x).

- A < 0 = A fungdo nao terd raizes reais (o grafico nao toca no eixo x) uma
vez que raiz de niimero negativo nao pertence a R.

VERTICE

e Quando a > 0: Quando a concavidade é voltada para cima, o vértice é o
valor minimo da funcao.

e Quando a < 0: Quando a concavidade é voltada para baixo, o vértice é o
valor maximo da funcao.

e Coordenada x do vértice:

—b
Ty = ——
2a
e Coordenada y do vértice:
__-A
Yo = 4a

DEMONSTRACAO: f(z) =az? +br+c=a- (22 + 2 + )

L o
Acrescentando 5 — ;5

f@)=a-[(@*+22+ L) — (&2 — 9)]

p? 4 2z 41’—22 ¢ um quadrado perfeito que pode ser escrito como (z + )
() =a-[(x 4 3)* = (T3

f@) = a- [+ 5)? = ()

fl@)=a-(z+ ) - (5

4a

2

EXERCICIOS

Problema 1.(OBMEP 2005 - N3) Um prefeito quer construir uma praga qua-
drada de 10 m de lado, que tera quatro canteiros triangulares de pedra e um
canteiro quadrado de grama, como na figura. O prefeito ainda nao decidiu qual
sera a area do canteiro de grama, e por isso o comprimento do segmento AB esta
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indicado por x na figura.

A Xx B

a) Calcule a area do canteiro de grama para x = 2.
b) Escreva a expressao da area do canteiro de grama em funcao de x.

Sabe-se que o canteiro de grama custa 4,00 reais por metro quadrado e os
canteiros de pedra custam 3,00 reais por metro quadrado. Use esta informagao
para responder aos dois itens a seguir.

c) Qual a menor quantia que o prefeito deve ter para construir os cinco can-
teiros?

d) Se o prefeito tem apenas 358,00 reais para gastar com os cinco canteiros,
qual é a area do maior canteiro de grama que a praga podera ter?

SOLUCAO

a) Chamaremos o lado do quadrado de [, portanto, a drea do canteiro de grama
serd [2, aplicando o teorema de pitdgoras: [? = 22+ (10 — 2)? = > = 4 + 64 =
2 = 68m?

b) Seguindo o raciocinio do item anterior, sendo A a drea (A = [?), A =
224+ (10 —2)> = A =22 +100 — 2 - 10z + 2> = A = 22* — 20z + 100m?

c) Faremos uma funcao g(r) para representar a quantia que o prefeito vai
gastar.

- Como o canteiro de grama custa 4 reais, teremos 4 - (222 — 20z + 100).

- A area dos canteiros de pedra sera a area da praca menos a area dos canteiros
de grama, ou seja, 10* — (222 — 20z + 100) = —22% + 20z. E como o canteiro de
pedra custa 3 reais, teremos 3 - (—2z% + 20z)

g(z) = 4-(22% — 20z + 100) + 3 - (—222 + 202) = g(x) = 8z — 62% — 80z +
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60z + 400 = g(z) = 22* — 20z + 400
Essa fungao é uma fun¢do quadratica que possui concavida para cima, portanto
o vértice serd o menor custo possivel.

A [(=202—4-2-400)] __[400—8-400]
Yo= T T T 12 Yo = 1.2
100 — 800 700
y’u:_i( 5 ):>yv=2:350

Conclui-se, portanto, que a menor quantia que o prefeito deve ter para construir
os cinco canteiros é 350 reais.

d) Sendo A a drea da grama, sabemos que o que o prefeito gastard na praga
pode ser expresso por 4A+3(100-A)=4A-3A+300=A+300, ou seja, quanto maior
o custo, maior a area da grama, logo, deve ser utilizado o méaximo que o prefeito
pode gastar. 358 = 300 + A = A = 58m?

Fazendo pela funcao, obteriamos o mesmo resultado:

Sabe-se que o valor gasto foi 358 reais, ou seja, g(z) = 358 = 222 —202+400 =
358 = 222 — 20z +42 = 0 = 2?> — 10z + 21. Por soma e produto: x=3 ou x=7.

Percebe-se que em ambos os casos, a drea do canteiro de grama serd: [> =
P+ 7= 1?=49+9 = > =58m?

Problema 2.(OBMEP 2013 - N3) A figura mostra um tridngulo de papel
ABC, retangulo em C e cujos catetos medem 10 cm. Para cada nimero x tal
que 0 > x > 10, marcam-se nos catetos os pontos que distam x c¢cm do ponto
C e dobra-se o triangulo ao longo da reta determinada por esses pontos. In-
dicamos por f(x) a 4rea, em cm?, da regido onde ocorre sobreposi¢io de pa-
pel. Por exemplo, na figura ao lado a 4rea da regido cinzenta, em cm?, é (7).

C
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a) Calcule {(2), {(5) e £(7).

b) Escreva as expressoes de f(x) para 0 > x >5¢ 5 >z > 10.

c) Faca o grafico de f(x) em fungao de x.

d) Determine o maior valor possivel para a area da regido de sobreposicao.

SOLUCAO

a) f(2): Quando x=2, teremos:

C
o
p. ~E
/V\
A CD=x=2cm B

Ou seja, a area da regiao que ocorre a sobreposicao sera a area do proprio
tridngulo de lado 2cm. Como o triangulo ABC é retangulo em C e a dobra é
paralela ao lado AB, seus catetos sao iguais, portanto, CDFE é um quadrado de
lado x cm e a area do triangulo DEF é metade da area do quadrado. Ou seja,

2

T
S =2
270
22 _ 2
f(2) =% =2cm
C
D ”," \‘\ £
A F B
CD=x=5cwm
Analogamente, f(5) = 2 = Zem?
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Quando x=7, a area de sobreposicao ¢ igual a Spgr — SgrF.
Perceba que o ADAG é isésceles com DG=DA=10-7=3cm. Como DG=3cm,

GF=7-3=4cm. Logo, Sgur = % e Sppr = %
49 — 16 33
Sper — Seur = — SpeHG = ?cm2
33
f(7) = ?cm2

b) Como ja analisado no item anterior, para 0 > x > 5, a area da regiao

2

sobreposta ¢ a area do préprio tridngulo, ou seja, f(z) = %-.
Ja quando 5 < x > 10, a area da regiao sobreposta serd Sprr — Saur.
DG=10—ze FG=2—- DG = FG =1z — (10 — ) = 2z — 10 conforme a

imagem abaixo.
C

10 — x

A G H B
2x - 10

F

x? 2x — 10)?
Sper — Seur = Cl (2)

2? — (42% — 40z + 100 —3x* + 40z — 100
2 B 2

SDEF - SGHF =

fx) = =3 4 200 — 50

c) Teremos a lei f(z) = %2 deOabe f(z) = _2“"2 + 20z — 50 de 5 a 10. Sendo

a primeira uma parabola de concavidade para cima e a segunda uma parabola de
concavidade para baixo como a figura a seguir.
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¢) O maior valor é o vértice da fungao f(x) = _;2 + 20z — 50.
A
Yy = ~1a

Yy =
4-(=3)
400300 100 50
Yo = 6 6 3

Conclui-se, portanto, que a maior area de sobreposicao possivel é %?ch.

Problema 3.(OBMEP 2011 - N3) Na figura, os lados do triangulo DEF sao

paralelos aos lados do tridngulo retangulo ABC. Os pontos H, D, F e G estao
alinhados e 0 > x > 5.

Pégina 22


http://noic.com.br/

Funcoes OC C

15 cm

I
A H B
20 cm
a) Calcule o comprimento de GH em fungao de x.
b) Mostre que CG = FG = 2cm.
c) Faga o grafico da area A do tridngulo DEF em funcao de x.

SOLUCAO

a) GH é paralelo a AC, portanto os tridngulos ABC e BGH sdo semelhantes.

AC _AB 15 20
GH BH ~GH 20—z
3
GH =" (20 - )
4
b) Observe a imagem abaixo
B
J [’
15
X
A 20 "8

ACGJ = AFGI pelo caso LADO-ANGULO-ANGULO OPOSTO (CJ=FG=x;/CJG =
LFIG =90°£JCG = LFGI) = CG = FG
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BC_ABZ> 25 20
BG BH BG 20—z

BG =2 (20— 1)
4
) T
CG:BC’—BG:>C’G:25—1'(20—1:):>CG:Z
FG:CG:EE
4
c)

3 T
DF:GH—DH—FG:>Z~(2O—:C)—:U—Z
DF =15—-3x

DF  AC 15—-3z 15 4
DE_AB  DE —%ﬁDE—g-(lf)—Bm)

(15— 3z) - £ - (15 — 32)

- (225 — 62 + 92%)

2
SpEr = :>SDEF:§

Sper = 622 — 4x + 150

A fungdo da drea para 0 > x > 5 é f(z) = 62% — 4z + 150 representando o
grafico abaixo.
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Problema 4.(OBMEP 2008 - N3) Na figura, o tridngulo ABC e o retdngulo
PQRS tém a mesma area e a mesma altura 1. Para cada valor de x entre 0 e 1
desenha-se o trapézio ABED de altura x e depois o retangulo PQNM de area igual
a do trapézio, como na figura. Seja f a funcao que associa a cada x a altura do
retangulo PQNM.

a) Qual é a razdo entre AB e PQ?
b) Qual ¢ o valor de f(3)?
c) Ache a expressao de f(x) e desenhe o gréfico de f.

SOLUCAO
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a)

AB -1
2

Sapc =

Spors = PQ -1

AB -1 AB

Sapc = Spors =

b) AB é paralelo a DE, logo, ACDE ~ AABC = % = I_Tx — DFE =
AB(1 —x)

SaBED = (ABJFAB;AB%) L SupED = [AB(Q;QJ)] ‘x
SABED = SpQNM == [AB(zgx)]'x:PQ'f(a:)
AB(2 =) -« AB 20 —a2  f(x)

f($):—$2+2x:>f(;)=—212+2 ;:>f():1—i:2

Utilizando a lei encontrada no item "b”, para 0 > x > 1, teremos o grafico
abaixo:

¥

1
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Problema 5.(Banco de Questoes OBMEP 2006) O perimetro de um retangulo
¢ 100 cm e a diagonal mede x cm. Qual é a area do retangulo em fungao de x7

SOLUCAO

Seja a, b os lados do retangulo. Sabemos que

« O perimetro do retangulo é 2(a + b), entao 2(a + b) = 100 — a + b = 50.
o A area do retangulo é ab, entdo nés vamos atras de calcular isso

« Por pitdgora, a® + b* = 22

Entdo, vamos juntar esses 3 itens. Veja que a® + b? = (a + b)? — 2ab, entdo

2 _ 950
=4a+m2—mw=2aM—2w—+x25O:ab

z A 7/ 2_
Logo, a area do retangulo é %2500

Problema 6.(Banco de Questoes OBMEP 2012) Dois tridngulos retangulos
isosceles com catetos de medida 2 sdao posicionados como mostra a Figura 1. A
seguir, o triangulo da esquerda é deslocado para a direita. Nas Figuras 2 e 3, x
indica a distancia entre os vértices A e B dos dois tridngulos.

Para cada x no intervalo [0, 4], seja f(x) a drea da regido comum aos dois
tridngulos (em cinza nas figuras).

D I A

2

Figura 1 Flgum 2 Flgura 3
a) Calcule f(1) e {(3).

b) Encontre as expressoes de f nos intervalos [0, 2] e [2, 4] e esboce o seu gréfico.
SOLUCAO

a) Quando x = 1, a figura formada pela sobreposi¢ao dos triangulos maiores é
um triangulo menor, indicado em cinza na figura abaixo.
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1
Sua area é a quarta parte da area de um quadrado de lado 1 uma vez que,
como ilustrado abaixo, sendo DE perpendicular a AB, o tridngulo ADE também é
retangulo de lados iguais, e sua area é igual a metade da area do quadrado ADEF
a area do tridngulo ADG ¢é entao igual a i da area do quadrado ADEF. Logo,
f) =4
C

A D B

Quando x = 3, a figura formada pela sobreposi¢ao dos dois triangulos é um
pentagono, como na figura abaixo. Como os triangulos tém catetos de medida 2 e
AB = 3, vemos que os catetos se sobrepoem em um segmento de medida 1. Logo,
o pentagono ¢ a uniao de um quadrado de lado 1 e um triangulo idéntico ao que
consideramos no inicio desta questao.

b) Para valores de x tais que 0 > = > 2, a figura formada pela sobreposicao dos

A / N . . 2
triangulos ¢ o tridngulo em cinza na figura abaixo, em que f(x) = %, conforme
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NV A

explicado no item "a”é um i da area do quadrado de lado x.

X

Quando 2 < z > 4, a figura formada pela sobreposicao dos triangulos é um
pentagono, como ilustrado na figura abaixo.

AC+CD=BD+(CD=2= AC+BD+CD+(CD=4=z+CD =4

AC = BD = 2(4z) = 22. Logo, pentdgono pode ser decomposto em um
retangulo CDFE de base 4 x e altura CE = AC = x 2 e um tridngulo retangulo
isosceles de hipotenusa 4 x.

flz) = (4—x)(x—2)+% = f(x) :4x—8—x2+2x+4—2x+%2

flo)= -2 440 —4

Juntando as duas leis de formacao, obtemos o grafico abaixo:

A

y=x/4 7
43 A
5/4 i
1
17 2 &3 3 >
y=-3/4x*+4x-4

Problema 7.(OBMEP 2021 - N3) Uma lata medindo 20 cm x 10 cm x 10
cm, sem tampa, é sustentada por um suporte, de modo que uma de suas arestas
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mais curtas fique apoiada no plano horizontal e as arestas mais longas formem um
angulo de 45F com o plano horizontal, conforme mostra a figura. Suponha que
um liquido seja colocado na lata, até a altura h em relacdo ao plano horizontal,
também como indicado na figura.

a) Qual é o volume total da lata?

b) Explique por que a altura maxima que o liquido vai atingir é 10v2cm e
calcule o volume de liquido na lata quando essa altura ¢é atingida.

c) Faga o grafico da fungdo V, que fornece o volume V(h) de liquido na lata,
em cm3, quando sua superficie esta na altura h, em cm.

SOLUCOES
a) O volume total da lata serd 20 - 10 - 10 = 2000cm?.

b) A altura méxima é atingida pelo liquido quando ele estd quase transbor-
dando, ou seja, a hipotenusa do tridngulo serd maxima (20cm) e por ter uma angulo
de 45°(tridngulo isdsceles), os catetos do tridngulo retdngulo sdo iguais, logo, sua
altura h serd h? + h? = 2020 = % = h = 2% = h = 22 — h = 10V2

Para calcular o volume de liquido na lata, vamos dividir o poliedro em duas
partes conforme a figura abaixo:
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Um cubo de arestas medindo 10cm + a metade de um cubo de aresta 10 cm,
logo seu volume sera 1010 - 10 + w = 1500cm?

c¢) Precisamos dividir a questao em dois casos:

- Até atingir o vértice F (quando h = 5/2), o liquido ocupa um prisma de base
triangular com as arestas medindo hv/2Xhy/2X10. Para calcularmos seu volume,
basta fazer a area do tridngulo vezes a altura de 10cm, ou seja, V' = % 10 =
V = 10h2. Logo, esse intervalo terd uma parabola com concavidade para cima.

A partir do ponto F, o liquido adicional ocupa um prisma cuja base é um
retangulo de lados medindo 10cm e 10v/2cmecujaalturaé(h — 5v/2).

Logo, V = 500+ 10-10v/2- (h—5v2) = V = 100+/2h — 500 que é uma funcio
afim.

Juntando as duas situagoes, teremos o grafico abaixo.

%

2000

1750
1500
1250

1000 \>
RETA

750

500 freentoseedomanctonandoee. ’
S~ 1 » PARABOLA

T 202 302 442 503 642 742 82 942 1082 h

250
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Problema 9.(Banco de Questoes 2019) Na figura a seguir, o quadrado maior
possui drea de lem? e o quadrado do meio drea M. A 4rea do quadrado menor,
que possui um vértice sobre um lado do quadrado do meio, é N. Qual o valor de
N em funcao de M?

D P C
Q
M
S
G F
N
A E R B
SOLUCAO

Sejam AQ = x, QR = a ¢ AG = s. Como a 4rea do quadrado maior é 1em?,
segue que AD = lem. Os tridngulos retangulos ARQ e DQP possuem os mes-
mos angulos, pois ZAQR = 180°/ZPQR/DQP — /ZAQR = 90°/DQP —
ZAQR = ZDPQ

Como QR = QP, os triangulos DPQ e AQR sao congruentes. Assim, AR =
DQ = 1x. Como QF é paralelo a AR, os triangulos QGF e QAR sao semelhantes:

sx:x—x2—5+sx:>x—x2:s

Aplicando Teorema de Pitagoras aplicado ao tridngulo QAR:
-2+’ =d=1-a*=21 -2 = 1—- M =2s

1-M
2

M?—2M +1

N =352 =
s ( 1

)2:>N:
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7 Funcao Composta:

Sejam f: A — Beg: B — C duas fungoes tais que o contradominio de f é
igual ao dominio de g , definimos a funcdao composta de g com f como a funcao
h=gof:A— C tal que h(z) = g(f(z)).

Exemplo 1: Sejam f,g: R = R; f(x) =z +1eg(x)=3x+7:
g(f(x))=gx+1)=3(x+1)+7=3z+ 10;
flgx)=fBx+T7)=Bzx+T7)+1=3x+8.

Problema 1- OBMEP 2019 (Nivel 3 - 12 fase): Uma fungdo f é tal que
2z +1

z—1

f(

1
) = — para todo numero x diferente de 0 e 1. Qual é o valor de f(3)7
T

, L . 2x 41 - , , .
Como ha a aplicacao da expressao (71) na funcao f, é possivel criar a

27 + 1 R 1
funcao g(z) = ::—_l_l . Assim, temos um caso de composi¢ao tal que fog(x) = =

Para descobrir o valor de f(3), basta encontrar o valor da fun¢ao composta para

g(x) = 3:
B 2+ 1

z—1

g(z) =3=2r+1=3r—-1)=2=4
1 1
fog(m)—;—z

Problema 2- OBMEP 2007 (Nivel 3- 22 fase): A calculadora do Dodé
tem uma tecla especial com o simbolo A. Se o visor mostra um nimero x diferente

de 2, ao apertar a aparece o valor de 2;/’__23.

a) Se o Dodé colocar 4 no visor e apertar A, qual niimero vai aparecer?

b) Dodé colocou um ntimero no visor e, ao apertar A, apareceu o mesmo
nimero. Quais sdo os nimeros que ele pode ter colocado no visor?

c) Dodé percebeu que, colocando o 4 no visor e apertando a duas vezes,
aparece de novo o 4; da mesma forma, colocando o 5 e apertando a duas vezes,
aparece de novo o 5. O mesmo vai acontecer para qualquer niimero diferente de
27 Explique.
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Resolugdo: a) A operagao de Dodd pode ser definida como f(z) = 2222
Dessa forma, para v =4 = f(3) = £33 =3 =3

2x—3
r—2

Resolugao: b) Por hipétese, temos que f(x) = x; =z
2 —2r =20 -3=2"—4x+3=0
Utilizando soma e produto para resolver a expressao:
T+ =401 X 19 =3
r=(1;3)

Resolugao: c) ao apertar a tecla A duas vezes, a operagao realizada é f(z) de

f(z), ou seja, f(f(x)). Por definigao, f(f(z)) = 2?{52;3 =z

2z—-3

Observa-se que f(f(x)) é igual a x, mas nao é véalido para f(2), pois:

2x2-—3 1
ﬁ):f(f):mﬁ%

£(2) = f ]
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