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Trigonometria

Levi Félix e Fdbio Medeiros

1 Introducao e Filosofia

Neste artigo, estudaremos as aplicacoes da trigonometria em problemas de geo-
metria plana. Vocé verd que as contas sado muito tteis, mas nao é simples fazé-las!
E preciso planejar as contas que serao feitas e ter o objetivo do problema bem claro
na sua mente. Nos problemas deste material (e ao pensar usando Trigonometria
em geral), é comum nos fazermos constantemente a pergunta: ”Sei calcular isso?”.

Muitas vezes, o que a Trigonometria faz é colocar as informacoes das confi-
guracoes que nao sao familiares a noés em funcao de coisas que temos controle,
como os angulos do triangulo de referéncia ou lados do poligono. Quando conse-
guimos fazer isso, sabemos em nosso consciente que o problema acabou.

Afinal, ndo tem como uma expressao do tipo

A
sin(90°—B)+---=--~+sin(0+§)

nao ser verificavel.

E claro! Néo tem nada demais acontecendo, estamos em “casa”; é sO um
triangulo qualquer e se a matematica é verdade as coisas tem que se cancelar.
Entao, lembre-se de:

o Indentificar os parametros do problema.
o Traduzir a condi¢do do enunciado de forma esperta em contas.
e Sentir que as coisas tém que dar certo.

e Ter em mente que todas as condi¢oes do problema devem ser usadas na
resolugao. Desse modo, ao montar a conta tente usar todas as propriedades
da figura.

O que mais esperamos é que vocé aproveite bem os problemas resolvidos (as
ideias e bizus estao todas 14) e propostos, que sao a parte principal deste material.
Se tiver sugestoes de problemas ou de observagoes que podem tornar este material
mais Util, ndo hesite em nos contatar pelos emails na ultima pagina. Boa leitura!
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2 Teoria

Defina a circunferéncia unitaria tendo centro (0, 0) e raio 1 no plano cartesiano.
As medidas de seno, cosseno e tangente sao definidas como na figura a seguir a

partir de um raio da circunferéncia:
B
tga
a serja
1

Segue por pitdgoras no tridngulo AOAB que: sin §? + cos§? = 1.
tgo 1 sin o

Além disso, por semelhanca temos g— = & tga =
sina cosa

cosa

Para qualquer triangulo retangulo, temos uma semelhanca de triangulos para o
circulo unitario.
Assim, dado um triangulo AOA’B’, temos

AB A'B OA OA
1 pr— AB = — = p— OA = — = .
sin « OB~ OB e cos OB - OB
Logo, temos
. cateto oposto
sinqg = ——,
hipotenusa
cateto adjascente
cosa = -
hipotenusa
cateto oposto
tga =

~ cateto adjascente’
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2.1 Relacoes | Transformacgades Soma em Produto:

Podemos visualizar na circunferéncia e sina-sin 8 = 2sin a+p cos LT p
unitaria que 2 2

o sin( 180° — ) =sinf . sina—sinﬁzQSinagﬁcosa;B

e cos( 180° —0) = —cosf _

e COSa-+cos S = 2cos ot cos 2 g

e sin (90° — 0) = cos @ 2 2

e c0s(90° — @) =sinf . coscx—l—cosﬁ:Qsina;Bsina;B
Oncée —a = 360° — a (médulo 360). Area do triangulo: No AABC de-

omas:

fina a, b, ¢ os lados opostos a A, B, C;

R e r o circunraio e inraio; 7, o raio

a+b+c
do A-exincirculo; p=———— o semi-

e sin(a%) = sin a cos S+tsin [ cos o

e cos(axf)= cosacos SFsin asin
(a£5) b p perimetro; h, a altura relativa a A.

tga +tgp
. +6)= 2 —2F
tg(a £ ) 1 Ftga-tgps e S= a;la
Produto em Soma: besin A
e sinasinfl = " W 2
1 « S=p-r
i(cos(a — B) — cos(a+ B3))
e S=(p—a)r,
e cosacosf =
1 g _ abe
§(cos(oz+6) + cos(a — B3)) T AR
e sinacosf = . SZ\/p(p—a)(p—b)(P_C)
1 . .
5(5111(04 + ) + sin(a — f)) Valem as andlogas para B e C.

Depois de ver as relagoes fundamentais da Trigonometria, vamos provar os
teoremas que serao utilizados nos problemas. Se ja estd cansado de ver essas
demonstragoes, sinta-se a vontade para ir direto aos problemas.
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3 Teoremas

3.1 Lei dos Senos

a b c

sinA sinB sinC

Demonstragio: Seja D a antipoda de B em (ABC). Assim, /BAC = Z/BDC =

BC a B
in/BAC = sin/BDC = — = — 2R = —— fragoes sa
sin C = sin C 5D R = 2R A e as outras fragoes sao
obtidas analogamente.
A
D
B C

3.2 Lei dos Cossenos

a’> =b% 4+ ¢ — 2bccos A

Demonstragao: Tragando a altura AD do tridngulo temos BD = ccos B, CD =
bcosC = a = BC = BD + DC = ccos B + bcos C < a?> = abcos C + accos B.

A

D C

Analogamente, a? = abcos C' + accos B, b?> = beccos A+ abcos C e ¢ = accos B +
becos A. Portanto, a? = abcos C + accos B = (b — beceos A) + (¢ — beeos A) =
b + ¢ — 2bccos A.
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3.3 Lema da Ceviana Qualquer

Seja D um ponto qualquer em BC. Temos

BD B ABsin BAD
CD ACsinCAD

Demonstracgao: Por lei dos senos:

AB BD ABsin BAD )
* BABD: e T smBAD & BD | SnADB
AC CD ACsinCAD ,
+ DACD: sinADC - sinCAD < CD =sinADB
A
D C

o @ 9

Mas sin ADB = sin ADC' pois somam 180°. Logo,

ABsin BAD B ACsinCAD o BD . ABsin BAD
BD N CD CD  ACsinCAD

3.4 Truque da Cotangente

sin sin 2
Se0<z,y,z,w<mzr+y=z+w=se — = — =T =2z,Yy=w.
sy Sin w
- . sins—y Sin s — w
Demonstragao: Temos r = s —y e z = s — w, entao =

siny sin w
sin s cos y — sin y cos s sinscosw —sinwcoss - sins sin s
: = , — coss = —
siny sin w tg(y) tg(w)

cos s < tg(y) = tg(w) < y = w pois sao angulos de tridngulo.
Assim, r = z e y = w, como queriamos demonstrar.
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3.5 Ceva Trigonométrico

Trés cevianas AD, BE e C'F concorrem se, e somente se,

sin oy - sin By - sinyy .

sin qug - sin fy - sin g

Demonstracgao: Pelo teorema de ceva, temos AD, BE, CF concorrentes

_BD CE AF
~ CD AE BF

1

BD ABsin oy

Entretanto, = elo Lema da Ceviana Qualquer (e os analogos).
DC  ACsinay p Qualq ( 80s)
A
E
F
B & i) »
Portanto,

BD CE AF  ABsina; BCsiny, CAsinf;  sina; -sinf; -siny
CD AE BF ACsinay BAsiny, CBsinps  sinag - sin B, - sin 7y,

sin oy - sin 3y - siny;

Desse modo, AD, BE, CF concorrem < =1

sin qug - sin [y - sin g

Agora sim estamos prontos para comecar!

O problema a seguir é bem famoso e se encaixa numa classe de problemas que
parecem "mégicos”ao ver a solucao sintética, mas viram entediantes quando se
pega o jeito da coisa com trigonometria.
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4 Problemas resolvidos

4.1 Introdutorios

1. (Tridngulo Russo) Na figura abaixo, AB = AC. Determine ZBNM.

B

c N

Antes de ver a solucao abaixo, tente resolver o problema sinteticamente.
Solugao. Dificil, né? Mas veja como é bem mais natural pensar com trigonometria:

Marcando angulos, é facil obter ZNBA = 20°, ZMCA = 30°, e ZBNC = 40°.
Por lei dos senos em ACMN e ABMN,
CM _ MN
sin (40° + ) sin 30°

BM _ MN

sinx  sin 20°

Dividindo a primeira equacao pela segunda, temos

CM -sinx sin x sin 50° sin H0°
=2sin20° = ———— = 2-sin 20°- = 2-sin 20°-——
S sin(40° + o) o sims0e oY sin 100°

BM - sin (40° + x)

Usando lei dos senos em ABMC na primeira passagem. Dai,

sinx ~8in20°  sin20°  sin30°  sin30°
sin (140° — )  cos50°  sin40°  cos20°  sin 110°

Entao, pelo truque da cotangente, x = 30°.

OBS: caso tenha ficado curioso para a solugao sintética, clique aqui.
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2. (Rioplatense 2015) Seja ABC um tridngulo acutdngulo com com AB <
BC' e sejam D e E pontos sobre os lados AB e BC|, respectivamente, tais
que AD = DE = EC. Os segmentos AE e DC' se intersectam no ponto X.
Se AX = XC, ache a medida de ZABC.

A

B E
¢ . >C

Solugao. Ja ouviu falar em congruéncia LLA? E pouco provavel, pois ela nao é
uma congruéncia de verdade. Mesmo assim, é muito util. Vamos ver!

Note que @ = ZEXC = ZDXA e temos XC = XA; AD = CE. Temos dois
pares de lados iguais e um angulo arbitrario dos tridngulos iguais (aqui que apa-
rece o LLA!). Nesse momento a lei dos senos é uma 6tima ideia:

AX AD . AD - AX
§ ~oXAD: sin /ADX  sina & sin ZADSS C sina

CcX CFE . CE-CX
DX EC sin /XEC sina T — sin «

Mas as duas ultimas expressoes sao iguais, pois CE = AD, CX = AX. Logo
sin /ADX = sin ZXFEC. Entretanto, isso nao nos garante que eles sao iguais,
podemos ter ZADX = 180 — ZXEC. De fato, se fossem iguais, teriamos a
congruéncia e al XE = XD = AE = AX + XFE =CX + XD = CD. Logo,
teriamos AAEC = NADC = /DAC = ZECA = AABC é isésceles, absurdo
(AB < AC)!
Portanto, ZADX = 180°— /X EC = 180°—(180°—4ZXEB) = /XEB = BDXFE
é ciclico = ZABC = Z/DBE = «. Vamos marcar alguns angulos para terminar:
seja. LZDAE = /DFEA = 2z, /DCFE = EDC =y = x+y = a, ZADX =
180° -2z —a, ZCEX =180°—y—a = 180°—x—a = LADX = 180°—- LZCEX =
180° — (180° —y—a)=y+a=180=2a+z+y =3a = LABC = a = 60°.
Aprendizado: trigonometria ¢ muito util, mas é trabalhoso! As vezes é ne-
cessaria uma analise de casos no final, e pensar sintéticamente sempre ajuda.
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4.2 Olimpicos

3. (TST Cone Sul 2017 - Adaptado) Seja ABCD um losango tal que os
triangulos ABD e BCD sejam equilateros. Sejam F e E pontos dos lados BC
e CD, respectivamente, tais que ZEAF = 30°. Seja M o ponto de intersecao
das diagonais AC e BD. Prove que ZEM F = 90°.

Solucao.

C

Temos EMF = 90° < ME? + MF? = EF?. Por lei dos cossenos:

« ) ADEM : EM? = DE?*+ DM? —2DE - DM cos60 = DE*+ DM?— DE -
DM

o II) ABFM : FM? = DF?+ DM?—2DF-DM cos60 = DF*+ DM?— DF -
DM

o III) AAEF : AE?4+AF?—2AE-AF cos 30 = AE?>+AF?—\/3AE-AF = EF?

Fazendo I+II4+11I: ME? + MF? 4 (AE? + AF? — \/3AE - AF) = EF? + (DE? +
DM? — DE - DM + BF?* + BM? — BM - BF). Logo, ME* + MF? = EF? &
AE?+ AF?—\/3AE-AF = DE?+ DM?—~DE-DM + BF?*+ BM?— BM - BF ().
Temos coisas feias dos dois lados, como podemos junta-las de modo a deixar o
problema mais atacavel?
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Perceba que podemos juntar AE? com DE? e AF? com BF?:

o i) Lei dos Cossenos: AADE : AE?* = AD? + DE?* — 2AD - DE cos 120 =
AD?+ DE*+ AD - DE

o ii) Lei dos Cossenos: AABF : AF? = AB? + BF? — 2AB - BF cos 120 =
AB? + BF? + AB - BF

Substituindo em (%) : AD?>+ AD-DE + AB?> + AB - BF —\/3AE - AF = DM? +
BM? — DE - DM — BF - BM(*'). Mesmo tendo uma equagio maior, temos mais
coisas envolvendo nossa figura base e menos coisas feias. Seja [ o lado dos triangulos

2 1
equildteros = (') : 21> + [(DE + BF) — /3AE - AF = 2Z - §(DE + BF) <

V3AE-AF = 2l2+2l-DE-BF4:) V3AE-AF = 21(1+DE—|—BF) & AE-AF =
V3

7l(l + DE + BF)(%"). Vamos escrever esses segmentos em func¢ao de [ por lei
dos senos:
. : .AE __ l o AP — 'lsin60
sin 120 sin60 — x sin60 — x
AF l [ sin 60
o AF = — = = A = = N
sin120  sin30 + x sin 30 + x
.pp.PE_ L pp_ tsnT
sinz sin60 —x sin 60 — x
. BF . 'BF :L@BF:ZS.IH?)O_I
sin30 —x 30 sin 30 + x

l2 . 2 [ si Isi . e
Substituindo em (%”) : sin 60 Sin T sin 30 — = - 2560

" sin60 — 2 -sin30 + x - COS?)Ol(lJrsinGO — x+ sin 30 + x
sin 60 sin x sin30 — x

Sin60 —z-sn30 +xz * sin 60 — + sin30 + =

Como o problema é verdade, isso tem que ser verdade! Com o tempo, vocé perce-
bera que quando chegar em uma equagao de senos e cossenos, o problema ja esta
conscientemente acabado, a conta ird sair.

Queremos: sin 60 = sin(60 — z) sin(30 4 x) 4 sin(30 + x) sin 4 sin(60 — x) sin(30 —
1
x) = §(COS(30 — 22) — c0s 90 + cos 30 — cos(30 + 2x) + cos30 — cos(90 — 2x)) <

25in 60 = cos(30—2z) +cos 30 — cos(30+42z) +cos30 — cos(90 —2x) < 0 = cos(30—
2x) — cos(30 + 2x) — cos(90 — 2z) < cos(90 — 2x) = cos(30 — 2z) — cos(30 + 2x) =
25sin(30) sin(2x) = sin 2z, fato! Assim, concluimos o problema.
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4. (IMO Shortlist 2021) Seja ABCD um quadrilatero inscrito em um
circulo €2. A tangente a €2 por D encontra as semirretas BA e BC' em E e
F’, respectivamente. Um ponto T' é escolhido dentro de AABC de modo que
TE||CDeTF || AD. Seja K # D um ponto no segmento DF satisfazendo
TD = TK. Prove que as retas AC,DT e BK sao concorrentes.

Solugdo. Seja Z/CDF = /TEF =a e ZADE = /TFFE = j3.

B

E D K F

Nao espere que ao tentar fazer um problema com métodos analiticos vocé magi-
camente encontre a solugao s6 fazendo contas. Nesse caso, é essencial fazer uma
boa figura e suspeitar que...

Conjectura: TK || BD.
Prova. TK || BD < /TKE = /TKD %~ /BDE = /BCD = /CFD +

ZFDC, mas /TDK = ZFDC + ZTDC, entao queremos /T DC = ZETD =
ZCFD. Agora, faremos algumas contas.

Pelo Lema da Ceviana Qualquer em (T'D, AETF'), temos

ED TE -sin ZETD N sin ZETD _ ED-sina ()
DF  TF -sin(£/ETF — /ZETD) ~ sin(LETF — ZETD) DF -sinf3

Por lei dos senos em ABEF, temos

sin /CFD _ BE
sin (180° — /ZEBF — /CFD) BF

(I1)
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Mas veja que, pelo Lema da Ceviana Qualquer em (BD, ABEF), temos
(I) = (II) = £ZCFD = ZETD pelo truque da cotangente, ji que as somas
dos angulos nas fragoes sao iguais, como queriamos demonstrar.

Agora, é importante parar, respirar e fazer um plano pra saber de que forma
vamos obter o resultado do enunciado, até porque ficar procurando fatos e apenas
"rodeando”o problema nao vai de fato resolvé-lo. Nesse caso, uma estratégia na-
tural é mostrar que as retas DT e BK cortam o segmento AC' na mesma razao.
Lembre-se: Dizemos que "calculamos”algo quando o deixamos em func¢ao de coisas
familiares, como lados do poligono de referéncia ou segmentos bem definidos por
eles.

(i). Em que razao DT corta AC?
Seja DT N AC' = R. Vamos calcular CR : RA.

B

E D F

Pelo Lema da Ceviana Qualquer em (DR, ADAC), temos

CR CD-sinZCDT CD-sin/BFE CD-BE
RA  AD-sin/TDA  AD.-sin/BEF AD.BF’
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(ii). Em que razdo BK corta AC?
Seja AC' N BK = S. Vamos calcular C'S : SA.

B

E D K F

Pelo Lema da Ceviana Qualquer em (BS, AABC), temos

CS BC-sin/CBK BC-FK-BE

SA  BA-sin/EBK BA-KE-BF’
usando também o Lema da Ceviana Qualquer em (BK, AEBF).
Seja /TDC =/BFE=0= /TDK =a+0= /ZDTK =180° — 2(a+ 0)
Agora, pelo Lema da Ceviana Qualquer em (T'K, AETF), temos

FK TF-sin(ZETF— /ZETK) TF -sin(180° —a — 3 — (64 180 — 2(a +6)))
KE TE -sin /ZETK B TE -sin (0 + (180° — 2(a + 6)))

:>FK_ TF-sin(a+60—-p)  TF-sinZBCA TF-BA
KE TE-sin(180° - —2a) TE-sin/BAC TE-BC’

Por fim, substituindo na expressao de C'S : SA, chegamos em

CS BC-FK-BE BE-TF
SA BA-KE-BF BF-TE’
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Como nosso objetivo é mostrar que

CR_CS

RA  SA’
Basta entao que

o _TF

AD TE’

Mas isso é verdade, ja que ACDA é semelhante a AFTE.

5. (Vinganca Olimpica 2017) Seja AABC um triangulo de circuncirculo
I'. Suponha que existam pontos R e S sobre os lados AB e AC, respectiva-
mente, tais que BR = RS = SC. A tangente por A a ' intersecta RS em
P. Seja I o incentro do triangulo AARS. Prove que PA = PI.

Solugao.

Novamente, nossa estratégia é provar que o ponto que a questao nos da e o
ponto que satisfaz a propriedade desejada sao iguais.
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Veja que ZPAI = C + 4 = Z(AI, BC), entéo basta mostrar que PI || BC.
Seja @ o ponto em RS tal que IQ || BC. Nosso objetivo é provar P = ().
Com lei dos senos em AQIR e AQILS, obtemos

QR  sinZQIR . % _ sinZQIS
IR  sinZIQR IS sinZIQS’

Logo,
QR IR sinZQIR IR KC

QS IS sinZQIS IS KB’
donde usamos ZQIR = ZKBC e ZQI1S5 = 180° — ZKCB, que é facil obter
marcando angulos. Temos também ZIRS = ZABS e ZISR = ZACR, logo

@ IR KC sin/ZACR sin/ZCBS  sinZCAK
QS IS KB sin/ZABS sin/ZBCR  sin ZBAK'
por Ceva Trigonométrico no ponto K.

Agora, vamos olhar um pouco para o P.
Por lei dos senos em AAPR e AAPS, temos

PR h sinC P75 _ sin B
AR~ sinZAPR ¢ AS  sinZAPR

Entao,

PR AR sinC AR AB
PSS~ AS smB  AS AC

Logo, queremos
PR AR AB : QR sinZCAK
PS AS AC QS sin/ZBAK'
Mas note que, usando o Lema da Ceviana qualquer em (AK, AABC) seguido
do Teorema de Ceva, temos

sin ZCAK _% Aj A73
sin/BAK SA RB AC’

Como C'S = RB, obtemos exatamente a expressao desejada, implicando em
P = (@, como queriamos demonstrar.
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6. (OBM 2020) Sejam 74, rp e r¢ semirretas de origem P. O circulo w,,
de centro X, é tangente a rg e r¢; o circulo wy, , de centro Y, é tangente a r¢
e ry; e o circulo w,. , de centro 7, é tangente a r4 e rg. Suponha que P esta
no interior do triangulo XY 7, de modo que r4, rg e rc sejam tangentes
comuns internas aos circulos correspondentes. Sejam sy a reta tangente
internamente a wy, e w, que nao contém 74, sg a reta tangente internamente
a W. € W, que nao contém rg e s¢ a reta tangente internamente a w, e wy que
nao contém rq. Prove que sa, sg e s¢ tém um ponto comum @), e prove que
P e () sao conjugados isogonais no tridngulo XY Z, ou seja, as retas X P e
X (@) sao simétricas com relagido a bissetriz de LY XZ e as retas YP e Y(Q
sao simétricas com relacao a bissetriz de Z XY Z.

Solugao.
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Antes da solugdo, vamos provar um lema util e conhecido.
Lema 1: Em um tridangulo AABC, sejam D e E pontos sobre o lado BC.
Entao,

AD e AFE sao isogonais <=

BD BE  (AB\?
Dc'Ec“<Ac>
Prova. (=) Por lei dos senos em ACAD e ABAD, temos

BD AB sinZBAD

DC ~— AC sinZCAD
De forma analoga, por lei dos senos em ABAFE e ACAE, temos

BE AB sin/BAE
EC ~ AC sinZCAE
Multiplicando as equacoes, obtemos o resultado desejado.
OBS: (<) se da pelo fato de que, dado um ponto D em BC', apenas um ponto
E no interior satisfaz o valor desejado para BE : EC'. Agora, vamos ao problema.

Z

Y

Seja A = 14 N sa (que também estd em Y 7). Defina B e C' analogamente.
Seja ainda D = XPNYZ. Como YZ bisecta Z(ra,$4) e as retas concorrem em
A, temos que s é o reflexo de r4 por Y Z. Nossa estratégia serd definir () como
o conjugado isogonal de P em AXY Z e provar que s, passa por (). Assim, de
modo analogo isso valera para sg e s¢ e o problema estara resolvido.

Sejam /BPX = /XPC =«, ZCPY = /YPA=pe LAPZ = /ZPB = 7.
Hora de buscar propriedades que nos ajudem nas contas! Veja que

LY PD =180° - ZXPY =180° - ZLXPC - ZCPY =180°—a—f3 =y = LAPZ,

onde usamos a + 3 + v = 180°. Ou seja, PD e PA sdo isogonais em AY PZ.
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Agora, uma boa intuicdo nos leva a achar que...
Conjectura: QF e QQA sdo isogonais em AYQZ,se E=XQNYZ.
Prova. Queremos mostrar, pelo Lema 1, que

YA-YE [(QY)’
AZ - EZ \Qz)

e j4 temos

YD-YE (XY>2 YD-YA (PY>2
ZD-EZ \XZ DZ-AZ \PZ
Multiplicando as duas tltimas equagoes, temos

ZD) AZ-EZ \XZ) \PZ
Entao, basta provarmos que

(o) (&) = (o) (5

Ou seja, queremos

(YD)2 YA-YE (XY)2 (PY)Q

YD QY XZ PZ

. . =1.
ZD QZ XY PY
Por lei dos senos em AXDY e AXDZ, temos
YD sin/ZYXD ZD  sin/ZXD

XY sinZXDY ¢ XZ  sin/XDZ

Dividindo a primeira equacao pela segunda e usando ZX DY + /X DZ = 180°,

YD XZ  sin/ZYXP
ZD XY  sindPXZ
Por lei dos senos em AQY Z e APY Z, temos

QY sinZQZY sin/ZPZX PZ  sin/ZPYZ
= = (& ==
QRZ sinZQYZ sin/ZPYX PY  sin/ZPZY

Finalmente, usando Ceva Trigonométrico em P no AXY Z,

YD QY XZ PZ sin/ZYXP sin/PZX sin/PYZ _
ZD QZ XY PY sin/PXZ sin/ZPYX sin/ZPZY

1.
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Para finalizar o problema, vamos marcar dngulos (de novo). Veja que

/ZPAY =180° — LPYA—-/ZYPA=180°—- 4LPYZ — Z/DPZ

= 180° — LQY X — (LPXZ + /XZP) =180° — LQYX — LQXY — LY ZQ

—180° — LZEQY — /Y ZQ = 180° — LAQZ — /AZQ
— /QAZ

Logo, obtemos que QA é o reflexo de 4 por Y Z, ou seja, a propria reta sg4.
Lembre que esse resultado é analogo para B e C!
Assim, s, Sg e s¢ concorrem no conjugado isogonal de P no tridngulo XY Z.
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5 Problemas para praticar (Ignore a ordem!)

1. (Reta de Schwatt) Seja ABC um tridngulo acutangulo com altura AD.
Seja M, e N, os pontos médios de AD e BC', respectivamente. Defina M,, N,
M., N. de maneira analoga. Prove que as retas M,N,, MyN, e M.N, concorrem
no ponto simediano do tridngulo ABC.

2. (OBM 2018 N2) Seja ABC um tridngulo acutangulo de circuncentro
O e ortocentro H. A circunferéncia de centro X, passa pelos pontos A e H e
tangencia o circuncirculo do triangulo ABC'. Defina de maneira analoga os pontos
Xpe Xo. Sejam Oy, Op e O¢ os simétricos de O em relagao aos lados BC, CA e
AB, respectivamente. Prove que as retas O, X 4, OgXp e Oc X sao concorrentes.

3. (Cone Sul 2022) Seja ABC um tridngulo com incirculo w, tangente a
BC,CA,AB em D, E,F. A perpendicular por B a BC' intersecta EF em M, e
a perpendicular por C' a BC intersecta EF em N. Sejam P and () as intersecoes
de DM e DN com w, respectivamente. Prove que DP = D(Q).

4. (OMCPLP 2023) Seja D um ponto no interior de um tridngulo ABC
tal que AD = CD, ZDAB = 70°, ZDBA = 30° e ZDBC = 20°. Determine a
medida do angulo ZDC'B.

5. (OBM 2011) Seja ABC um tridngulo e H seu ortocentro. AS retas BH
e CH encontram AC e AB em E e F, respectivamente. O circuncirculo de AEF
intersecta (ABC) em Q. Prove que as bissetrizes de BQC e BHC concorrem em

BC.

6. (Rioplatense 2008) Seja ABC um tridngulo, onde AB < AC. Sejam X,
Y, Z os pontos de contato do incirculo com BC, C'A, AB, respectivamente. No
circuncirculo de ABC, seja U o ponto médio do arco BC' que contém A. A reta
UX intersecta (ABC) em K. Seja T o ponto de intersegdo de AK e YZ. Prove
que XT' é perpendicular a Y Z.

7. (NIMO 2014) Seja ABC um tridngulo e @ ser tal que AB 1 QB e
AC 1L QC. Seja I o incentro do AABC. O incirculo tangencia BC, CA e AB
nos pontos D, E, e F, respectively. Seja P a intersecao de QI e EF, prove que
DP 1 EF.

8. (IMOSL 2012) Seja ABC um triangulo com AB # AC e circumcentro
O. A bissetriz de ZBAC intersecta BC' at D. Seja E a reflexdo de D pelo ponto
médio de BC'. As retas por D e E perpendiculares a BC intersectam as retas AQO
e AD em X e Y respectivamente. Prove que o quadrilatero BXCY é ciclico.
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9. (IMOSL 2012) Seja ABC'D um quadrilétero ciclico com diagonais AC' e
BD se intersectando em E. Os prolongamentos dos lados AD e BC por A e B se
encontram em F'. Seja G o ponto tal que EFCGD é um paralelogramo, e seja H o
reflexo de E por AD. Prove que D,H,F,GG sao conciclicos.

10. (IMOSL 2012) In an acute triangle ABC the points D,E and F are the
feet of the altitudes through A,B and C respectively. The incenters of the triangles
AFEF and BDF are I and I, respectively; the circumcenters of the triangles ACI;
and BC'I, are O and Oy respectively. Prove that I11; and 010, are parallel.

11. (IMOSL 2019) Let ABC' be an acute-angled triangle and let D, E/, and F
be the feet of altitudes from A, B, and C to sides BC,CA, and AB, respectively.
Denote by wp and we the incircles of triangles BDF and CDFE, and let these
circles be tangent to segments DF and DE at M and N, respectively. Let line
MN meet circles wg and we again at P # M and @) # N, respectively. Prove
that MP = NQ.

12. (IMOSL 2015) Let ABC be an acute triangle with orthocenter H. Let
G be the point such that the quadrilateral ABGH is a parallelogram. Let I be
the point on the line GH such that AC bisects HI. Suppose that the line AC
intersects the circumcircle of the triangle GCT at C' and J. Prove that IJ = AH.

13. Seja ABC um triangulo acutangulo, O seu circuncentro e H seu ortocentro.
A mediatriz de AH intersecta AB e AC em P e (), respectivamente. Prove que
OA é bissetriz de ZPOQ.

14. (OBM 2020) Seja ABC' um tridngulo. Os circulos ex-inscritos (que
tangenciam um lado e os prolongamentos de outros dois lados) tocam os lados
BC, CA e AB nos pontos U, V e W, respectivamente. Sejam r, a reta que passa
por U e é perpendicular a BC|, r, a reta que passa por V e é perpendicular a C'A
e r, a reta que passa por W e é perpendicular a AB. Prove que as retas r,, 7, €
T Passam por um mesmo ponto.

15. (Sérvia 2023) Seja ABC um tridngulo com circuncentro O e ortocentro
H. Sejam O,, Oy, O, os circuncentros de AAOH, ANBOH, ACOH. Prove que
AO,, BOy, CO, sao concorrentes.

16. (IMOSL 2016) Seja ABC' be a triangle with circumcircle I' and incenter
I and let M be the midpoint of BC. The points D, E, F are selected on sides
BC, CA, AB such that ID | BC, IE L Al, and IF 1 AI. Suppose that the
circumcircle of AAFEF intersects I at a point X other than A. Prove that lines
XD and AM meet on I'.
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17. (IMO 1996) Seja P um ponto no interior do tridngulo ABC' tal que

LAPB — LACB = LAPC — ZABC

Sejam D e F os incentros dos tridngulos APB e APC, respectivamente. Mostre
que AP, BD e C'E concorrem.

18. (IMO 2001) Let ABC be a triangle with ZBAC = 60°. Let AP bisect
/ZBAC and let B(@ bisect ZABC, with P on BC' and QQ on AC. If AB + BP =
AQ + @B, what are the angles of the triangle?
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6 Dicas/Links do AoPS

1.

2.

3.

4.

5

Solucao na proxima se¢ao.
Solucao na proxima secao.
Solugao na préxima se¢ao.
Solucao na proxima segao.

Prove que a razao em que dividem BC é igual. Lembre-se de que a reflexao

de H por BC estda em (ABC). AoPS

6.

7.

8.

9.

AoPS

AoPS

AoPS

AoPS

10. AoPS

11. Calcule PM e QN a partir de lei dos senos em wy e w,., respectivamente
(coloque em funcao de ry e 3). Os dngulos nessas leis dos senos podem ser trans-
feridos ao MND. AoPS

12. AoPS

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Lema da Ceviana Qualquer em ANAOB, AAOC e um pouco de fé.
AoPS
AoPS
AoPS
AoPS

AoPS
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https://artofproblemsolving.com/community/c6h17469p119207
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7 Solugoes

1. (Reta de Schwatt) Seja ABC' um tridngulo acutangulo com altura AD.
Seja M, e N, os pontos médios de AD e BC, respectivamente. Defina M,,
Ny, M., N. de maneira andloga. Prove que as retas M,N,, MyN, e M.N.,
concorrem no ponto simediano do triangulo ABC.

Ty,

T

Solugdo. Vamos mostrar que K (ponto simediano) estd em M,N,. Dai, de

modo analogo, o mesmo valera para M,N, e M.N,. e estamos feitos.
Para isso, usaremos o mesmo método do problema da IMO Shortlist que re-
solvemos antes, ou seja, provaremos que M,N, e C'T, cortam o segmento AT, na

mesma razao.
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(i). Em que razdo M,N, corta AT,?

A

T,

Seja K’ a intersecao de M,N, com AT,.
Veja que TN, || AD = AK'M,A ~ AK'N,C'. Logo,
AK'  AM,  AD
K'T TN, 2TN,’
Mas AD = AB -sin B e 2T'N, = BC - tan A, entao AK":K'T =

AB -sin B sin B -sinC - cos A

BC -tan A - sin A2 (1)

Agora, vamos a segunda parte do problema.
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(ii). Em que razao CT, corta AT,?
Seja ZACK =60 e M o ponto médio do lado AB.

A

1,

Pelo Lema da Ceviana Qualquer em (CK, AACT,), temos que AK:KT =

AC - sinf ~ 2cosA AC-sin  2cosA-sinB sin 6
CT,-sin(A+C—0)  BC sin(A+C—0) sin A sin(A+C —6)

(11)

Como queremos (I) = (1), basta que
5 sin 0 _sinC  AB
sin(A+C—0) sinA BC

Lembre que § = ZACK = Z/BCM pois CT, é simediana.
Pelo Lema da Ceviana Qualquer em (CM, AACB),

(I11)

AC -sin (C —0)
BC

sinf =

Substituindo em (//]) e usando sin (A + C' — ) = sin (B + 0), basta

AB  sin(C —0)
2AC  sinB+6 "’
Mas isso é verdade por lei dos senos em AAMC.
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2. (OBM 2018 N2) Seja ABC um triangulo acutangulo de circuncentro
O e ortocentro H. A circunferéncia de centro X4 passa pelos pontos A e H
e tangencia o circuncirculo do triangulo ABC'. Defina de maneira analoga
os pontos Xg e Xo. Sejam Oy, Op e O¢ os simétricos de O em relagao aos
lados BC', C'A e AB, respectivamente. Prove que as retas O4 X4, OpXp e
Oc X sao concorrentes.

Solugao.

Fato: O, ¢ o circuncentro de ABHC' (e resultados analogos).
Prova. Temos O4B = O4C e ZBOAC =2/A =2(180° — LZBHC'), entdao O4 é o
circuncentro de ABHC.

Com isso, sabemos que OgO¢ é a mediatriz de AH e portanto X4, Op e O¢
sao colineares. Agora, pelo Teorema de Ceva, basta

O X,
1 X,0.

cyc

1

Mas pelo Lema da Ceviana Qualquer em (OX 4, AOOgO¢), temos

H ObXa . H OO(, ) sin ZObOXa B H OOb ) sin /B .
X,0. 200, sin/ZX,00. =200, sinZC

cyc cyc cyc

L,

pois, pela ciclicidade, os termos se cancelam.
Assim, 04X 4, OpXp e OcX¢ sdo concorrentes, como queriamos demonstrar.
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3. (Cone Sul 2022) Given is a triangle ABC with incircle w, tangent to
BC,CA,AB at D, E, F. The perpendicular from B to BC meets EF at M,
and the perpendicular from C' to BC meets FF at N. Let DM and DN
meet w at P and (). Prove that DP = DQ.

Solucao:

B D

Note que DP = DQ < Z/PDB = ZQDC, pois correspondem aos arcos DP e DQ.

MB NC MB NC
Logo, basta AMDB ~ ANDC' < DE = DO & BF - CF
senos em AMEFB e ANEC:

. Mas, por lei dos

]\/[B_sinMFB_ sin AFE B sin AEF _NC
BF sinFMB sinl80 — FMB sinMNC CE’

onde usamos que M B || CN pois sao perpendiculares a BC.

Pégina 28


http://noic.com.br/

Curso Noic O@ C

4. (OMCPLP 2023) Seja D um ponto no interior de um triangulo ABC
tal que AD = CD, /DAB =70°, /ZDBA = 30° e ZDBC = 20°. Determine
a medida do angulo ZDCB.

Solugao. Essa é uma classica aplicacao de Ceva Trigonométrico.
Se /DAC = /DCA = «, temos ZDCB = 60° — «.

B

Aplicando Ceva Trigonométrico:

. Lo 300 e 600 —
SN v - S1n Sln( O{) — 1= sin (600 o Oé) = 2sin 700 sin 200

sin 70° - sin 20° - sin «

Usando a transformacgao de produto em soma, temos

= c0s (30° + a) = sin (60° — ) = 25sin 70° sin 20° = cos 50°.

Entao, a tnica possibilidade é a = 20° = ZDCB = 40°.
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