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1 Enunciado do problema e descricao

Quando colocado de lado em uma rampa e solto, um parafuso pode experimentar o0s-
cilagoes crescentes a medida que desce a rampa. Investigue como o movimento do parafuso,

bem como o crescimento dessas oscilagoes dependem dos parametros relevantes.

Enunciado IYPT - Brasil

A descri¢ao do problema indica um parafuso sendo abandonado do repouso em um plano
inclinado e comegando a rolar. Durante esse movimento, o parafuso rota em torno de seu
prorpio eixo enquanto translada no plano. Nesse relatério usaremos a aproximacao de um
parafuso para um ”Heavy Symmetric Top”. A equiparacao é sugerida, pois ambos possuem
dois de seu eixos principais iguais, tomando como referéncia um mesmo referencial. (uma
abordagem teérica mais aprofundada sobre os tops serd feita nas sessoes seguintes.)

Os resultados apresentados nesse relatério buscam estudar experimentalmente a apro-
ximagcao tedrica, e explicar com base nos parametros relevantes fendmenos peculiares desse
experimento. Para tal estudo, vamos analisar o movimento do parafuso como um todo, ei-
xos de rotacao, condicoes de deslizamento e outros parametros variaveis interessantes para
a analise experimental.

Uma vez estudada a aproximagao tedrica, nds buscamos entao investigar o fenomeno do
aumento das oscilacoes em torno do proprio eixo a medida que o movimento avanga. Es-
tudamos mais especificamente variacoes de comprimento e de raio da cabeca do parafuso,
como o movimento se comporta nos eixos horizontais e verticais, e como a oscilacao pode

depender de parametros potenciais e energéticos do sistema como um todo.

Os resultados encontrados estao apresentados nas sessoes a seguintes deste relatério, no
qual usamos para aquisicao dos dados experimentais: medidas de comprimento utilizando
um paquimetro, medidas de massa utilizando uma balanca, analise do movimento por meio
de software digitais, aplicativo para medir o angulo de inclinagao do plano, e um cronémetro.
Analisaremos ainda, com base nos mesmos parametros, como o movimento do parafuso pode

variar conforme com o angulo do plano inclinado.



2 Fundamentacao tedrica

No modelo tedrico apresentado neste relatério, sera feita a abordagem de um corpo
rigido descendo em um plano inclinado rotando nas trés dimensoes do espago. Serao feitas
aproximacoes tedricas que virao a ser confirmadas experimentalmente nas sessoes a seguir.

Abaixo, em [I} temos uma representacao da aproximagao tedrica geral que serd usada para

o

este modelamento.

Figura 1: Representacao da aproximacao tedrica que sera realizada.

2.1 Abordagem do corpo rigido
2.1.1 Tensor de Inércia

Um tensor de inércia tem como defini¢ao, a grandeza que define o grau de dificuldade
em se alterar o estado de movimento de um corpo em rotacao. Tal definicao também pode
ser utilizada para o momento de inércia, porém, no caso do tensor de inércia, tomamos a
rotacao em relagdo aos trés eixos (z,y, z)

O tensor de inércia de um corpo rigido em relagao a um determinado referencial, é dado

por:

=\ Ly I, —I:
_]mz _]yz ]zz



2.1.2 Eixos principais

Os eixos principais de um corpo sao definidos como o conjunto de trés eixos ortonormais,

w1, Ws, e w3, que obedecem a propriedade:

i 0 O
I = 0 [2 0
0 0 I

Ou seja, eixos principais sao direcoes onde o vetor w aponta para a mesma dire¢ao do
vetor de momento angular. Utilizar os eixos principais é uma ferramenta que facilita muito
os calculos envolvendo tensores de inércia, pois transformam matrizes de 9 entradas em uma

de 3, fato esse que serd de suma importancia ao decorrer deste modelamento tedrico.

2.2 Heavy Symmetric Top

Um ”"Heavy Symmetric Top” (HST) pode ser definido como um modelo de corpo rigido
que, sob a influéncia da gravidade, possui dois de seus eixos principais iguais, tomando o
centro de massa do objeto como referéncia. O HST serd o modelo de aproximagao que
serd usado para descrever um parafuso nessa situagao. A equiparacao pode ser confirmada,
porque dois de seus eixos principais sao iguais. A aproximacao para um HST pode facilitar
o manuseio tedrico por conta da ampla gama de fendmenos que ocorrem com este modelo,
facilitando assim a explicagao de alguns pontos peculiares deste problema. Um HST pode
ser representado pela figura[2] Observa-se, também, que por sua geometria, seu momento de

inércia pode ser aproximado ao de um cone, fato esse que usaremos nas proximas sessoes

T z £

Figura 2: Representacao de um HST no plano tridimensional



2.3 Angulos de Euler

Para resolver as equagoes de movimento deste modelo, é conveniente recorrer aos angulos

de Euler. Os angulos de euler podem ser descritos pela figura

Z,

Figura 3: Representacoes dos Angulos de Euler em diferentes notacoes

Tomando como base a notagao (b), podemos definir os angulos:
0 : Sendo ¢~ o eixo de simetria do HST, 6 é o angulo que ¢ faz com a vertical
®: Angulo do deslocamento azimutal do HST
(R Angulo de rotacao do corpo ao redor de ¢’
Temos também que a velocidade angular em relagao ao referencial fixo é igual a velocidade
angular em relacao ao referencial S somada a velocidade do referencial S em relagao ao re-

ferencial fixo. Entao:

w=107+ (®.7+0.)
Os angulos de Euler tem importancia nesse topico por conta da capacidade de descri¢ao
do deslocamento angular tridimensional do High Symmetric Top. Fazer substituigoes de

coordenadas cartesianas para este sistema de coordenadas também pode ajudar na hora de

poupar contas e facilitar o entendimento.

2.4 Resolvendo o Heavy Symmetric Top pelo método Lagrangi-
ano.
Para resolver este modelo pelo metodo lagrangiano, teremos que ter que a energia cinética

de um corpo rigido rotando e transladando tridimensionalmente, é dada por T' = %.w.L,

sendo L. o momento angular. Reescrevendo em termo dos angulos de Euler temos que:



T = %[s(iﬂ + <i>.cos€)2 + %I((q))2 . sin? ) + 92)

E também temos que a energia potencial gravitacional do Top quando esta prestes a ser

abandonado no sistema, é dada por

U= Mgdsin6

dcos

Figura 4: Representacao das medidas utilizadas

, sendo d a distancia total que o top percorrera no plano, e 6 o angulo de inclinacao do plano,
podemos ver a situagao representada na figura [l Pelo método de LaGrange, temos que a
equacao de forgas desse sistema, em funcao dos parametros fornecidos, sera:

d 8%.[3.(7,[)—&—(:05 <i>)2+%.l(<i>2.sin2 0+6%)—mgdsin 6 . 8%.[3.(7,[';+cos @)2+%.I(<i>2.sin2 6462)—mgdsin 6

dt - By - 00

Podemos notar & como a frequéncia de precessiao do HST. No caso do problema analisado,
sera a frequéncia com que o parafuso faz o movimento pendular enquanto se desloca na
vertical com seu eixo vertical deslocado por conta de condigoes de atrito e deslizamento
causadas pela superficie. Nas condi¢oes do problema, também podemos ver que a coordenada
1 nao varia, porque o parafuso estara sobre o plano, logo nao conseguira fazer rotagoes, entao
o deslocamento do angulo de rotacao serda nulo. Nas condi¢oes do problema, estarao assim

os angulos de Euler sob o parafuso:



Figura 5: Representacao dos angulos de Euler durante a descida do parafuso.
3 Procedimento Experimental

3.1 Materiais e montagem

Para a realizacao dos experimentos utilizamos 4 tipos diferentes de parafusos, um paquimetro
e uma fita métrica para medidas de comprimento, e uma tabua de madeira MDF. A seguir

temos a lista detalhada dos materiais utilizados:

e Parafuso 1 (Auto Atarrazante)

e Parafuso 2 (Auto Atarrazante)

e Parafuso 3 (Auto Atarrazante)

e Parafuso 4 (Plastciser)

e Paquimetro (0.05mm de erro)

e Placa quadrada de madeira MDF 90x90cm
e Trena (0.5mm de erro)

e Balanca digital (0,005g de erro)

3.2 Montagem Experimental

Foi colocada a placa de madeira inclinada em um apoio, em que era possivel se ajustar o
angulo de inclinagao do plano, angulo esse verificado por um nivel, no aplicativo ”Medida”,
da Apple.

Abandonou-se, entdo, o parafuso na metade do comprimento horizontal da placa [(45 +

0.05)cm, medida essa obtida com a trena.]



(a) (b)

Figura 6: Materiais utilizados durante a execucao do experimento.

Nas analises a seguir, o experimento foi feito em trés angulos de inclinagao diferentes para ter
maior abrangéncia da analise do impacto do angulo de inclinagao no movimento do parafuso.
E importante também salientar que em todas as repetigoes os parafusos foram abandonados
de forma com que fosse transferida a menor quantidade possivel de energia mecanica no ato
de abandonar o mesmo.

Todos os parafusos foram lixados antes do experimento para minimizar possiveis contratem-
pos devidos a ferrugem no decorrer do experimento.

Tomou-se, também, o cuidado para se abandonar o parafuso no mesmo ponto na horizontal
e vertical em todas as execugoes. Foram feitas marcagoes na placa, indicando sua medida
na vertical em relagao ao topo da placa, para ser subtraida da distancia total percorrida
Nas figuras abaixo, vém-se a montagem experimental, e suas medidas sendo verificadas por

instrumentos de medida.

Figura 7: Comprimento da placa quadrada inclinada no apoio sendo medido por uma trena



3.3 Meétodos

Para a andlise de dados, foi utilizado o software Tracker, que permite analisar um video
frame a frame, de tal forma que é possivel analisar com maior precisao a evolugao dos
parametros do problema. Como se pode observar em [§Tracker permite a escolha de um
eixo de coordenadas, uma anélise detalhada do movimento do parafuso, além de plotar uma

tabela e um grafico com os dados obtidos.
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Figura 8: Exemplo da realizacao de uma analise experimental através do Tracker

4 Resultados

4.1 Estudo dos angulos limites

Durante a realizacao do experimento observou-se uma situagao interessante que merece
ter um tépico tratado neste relatorio.
Quando um parafuso é colocado para rolar, ele pode apresentar dois comportamentos simétricos.
Dependendo do angulo de inclinacao do plano, ele pode simplesmente nao vencer a forca de
atrito exercida nele, nao sendo capaz de realizar as oscilagoes.
Na situacao simétrica, existe outro angulo limite em que o parafuso experiencia um desliza-
mento, e pequenos “saltos”ao longo do movimento, impossibilitando a correta procedéncia
das oscilagoes e das medigoes. Para estudar melhor este fenomeno, faremos algumas tabelas
e graficos abaixo.

Na tabela abaixo, é notavel que os angulos limites variam pouco de acordo com cada

parafuso. Vamos investigar mais a fundo este fenomeno.
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Tabela 1: Tabela relacionando os tipos de parafuso com seus respectivos angulos limites.

Parafuso | Angulo limite(Atrito) | Angulo limite(Deslizamento)
1 (9°£1°) (23°£1°)
2 (10°£1°) (20°+1°)
3 (8°+1°) (23°+1°)
4 (9°+1°) (28°+1°)

Para fazer uma andlise mais completa, foram coletados, experimentalmente, dados sobre

cada um dos parafusos. Dados esses que serao representados na tabela abaixo.

Tabela 2: Dados experimentais de cada parafuso.

Parafuso Comprimento Comprimento do Raio Massa

1 (3.51 + 0.005)cm (0.40 + 0.005)cm (2.82 + 0.01)g
(1.80 + 0.005)cm (0.40 + 0.005)cm (1.32 + 0.01)g
(2.7 + 0.005)cm (0.39 £ 0.005)cm (1.53 + 0.01)g
(4.07 + 0.005)cm (0.4 + 0.005)cm (1.93 + 0.01)g

A~ W N

Com esses dados em maos, podemos fazer uma analise e investigacao mais precisa sobre
o fendmeno por meio de graficos e observar como os angulos limites variam conforme com
os dados coletados acima.

Primeiramente, analisemos se o comprimento total de cada parafuso tem alguma con-
sequencia direta nos limites angulares do sistema.
Plotaremos abaixo dois graficos. Um relacionando a condi¢ao de angulo limite para que o
parafuso nao seja capaz de vencer o atrito do plano com seu comprimento total, e outro
relacionando a condigao de angulo limite para que o parafuso experiencie deslizamentos e
saltos que impossibilitem as oscilagoes de ocorrerem com seu comprimento total.
Ao relacionar esses dois parametros, é importante notar que o parametro dos comprimentos
¢ o mesmo nos dois graficos plotados, sendo variado apenas os angulos que serao colocados
no eixo.
A partir de agora, iremos entao, investigar esse fenomeno utilizando graficos comparando
parametros, ferramenta essa que pode é de grande ajuda quando se deseja estudar o com-

portamento e as tendéncias de comportamento de um certo sistema analisado.
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Grafico Angulo limite de atrito em fungdo do comprimento total

Angulo limite(Atrito)

Comprimento total

Grafico Angulo limite de deslize em fungdo do comprimento total

Angulo limite(Deslize)

Comprimento total

Figura 9: Graficos comparando os angulos de atrito e de deslize com o comprimento total

de cada parafuso.

Observando os graficos acima, podemos notar um comportamento quase constante, to-
mando em conta as escalas utilizadas, para os angulos a medida que o comprimento varia.
Quando feita a regresao linear no grafico acima, surge uma reta com suas configuragoes ja
definidas(a reta citada é a ja plotada no grafico), e analisando essa reta proveniente da re-
gressao linear nos pontos coletados experimentalmente, podemos observar que por mais que o
comportamento tenha uma tendéncia quase invariavel conforme a mudanca dos parametros,
ainda assim acontecem pequenas variagoes, o que indica que de alguma forma o fenomeno
dos angulos limites nesse caso, tem alguma parcela de influéncia do comprimento total do
parafuso analisado.

A seguir, iremos trabalhar com a variagao do parametro da massa de cada um dos para-
fusos para observar se a variacao da massa tem alguma influéncia, ou parcela de influéncia
no fenéomeno estudado. Assim como nos gréaficos anteriores, o unico parametro variado sera
o angulo limite(de atrito e de deslizamento), sendo mantidas as massas as mesmas nos dois

graficos.
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Grafico Angulo limite de atrito em fungdo do comprimento total

o trace0
Fit of trace 0

Angulo limite(Atrito)

Massa(g)

Grafico Angulo limite de deslize em fungdo do comprimento total

28 o trace0
Fit of trace 0

Angulo limite(Deslize)

Massa(g)

Figura 10: Graficos comparando os angulos de atrito e de deslize com a massa de cada

parafuso.

Plotar um grafico do comprimento do raio de cada em fun¢ao do angulo, como feito nos
graficos anteriores, nao é necessario porque o raio se torna praticamente invariante na reta
do grafico, mostrando um comportamento praticamente constante.

Com isso, tendo em mente o parametro fixo do plano, que nao se alterou durante a execucao
do experimento, temos que os angulos limites dependem uma parcela de seu comprimento,
e a outra parcela do seu centro de massa, ou seja, para termos fisicos, isto ocorre devido ao

seu tensor de inércia.

Observa-se que mesmo com parafusos com comprimentos e massas diferentes, o angulo
nao tende a variar muito, isso ocorre porque a configuracao do centro de massa e tensor
de inércia de todos sao semelhantes, por conta de suas construgoes. Para tratar de forma
tedrica, pode-se aproximar o formado do parafuso para um cone, e entao determinar nume-

ricamente seu tensor de inércia:

3 3
Smh? 4+ Smr® 0 0
0 0 f’—omr2
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Sendo h seu comprimento total, r o comprimento de seu raio e m sua massa.

Em suma, os angulos nao variam muito porque essa configuracao nao varia muito, mas a
explicacao do fenomeno dos ”saltos”durante o angulo limite de deslize vem da projecao do
centro de massa.

Ja que o centro de massa estara perto da cabeca do parafuso, quando se aplica o torque em
relacao a ele, existem duas forcas de contato do parafuso com o plano, a da parte da ”cauda”,
e a da "cabeca”. Durante o movimento de descida, quando se aplica o torque em relacao ao
centro de massa, o qual é da "cabeca”do parafuso, a normal naquele ponto tendera a 0, ou
seja, nao existira forca de contato naquele ponto, forcando o parafuso a ”quicar”durante o

movimento.

4.2 Estudo dos Deslocamentos e Oscilagoes.

Estudando as oscilagoes desse movimento, apenas na parte teérica podemos definir que
a base do parafuso comeca a girar em torno de seu eixo principal, e o efeito, em suma,
seria como o de um péndulo rolando num plano em torno desse eixo. Esse eixo, por sua
vez, também ¢é puxado para baixo, ocasionando um movimento de zigue-zague, que causa as
oscilagoes que serao estudadas nessa sessao.
Para analisar o movimento com mais precisao, foram plotados graficos pelo software Tracker.
Para fins de analise mais precisa do movimento, foi escolhida uma configuracao fixa para
executar esta parte. O plano foi mantido num angulo de 17° em relagao a horizontal, e o

parafuso utilizado foi o Parafuso 4.

4.2.1 Deslocamento no eixo vertical

Como esperado, neste movimento, o deslocamento no eixo vertical serd independente
do movimento oscilatério do eixo horizontal, ou seja, independe de qualquer influéncia os-
cilatéria ocasionada pelo movimento no eixo horizontal. O seu movimento translacional
ocorre basicamente por infuéncia apenas da componente mgsinf da forca peso o puxando
para baixo no plano, e executa seu movimento de forma quase constante, obedecendo o que
se espera para um movimento desse tipo, ou seja, um movimento dependendo do quadrado
do tempo, de acordo com a funcao horaria do espago. A curva que descreve o seu movimento
se assemelha ao decrescimento de uma parabola, comportamento também esperado devido

a natureza do movimento.
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Figura 11: Grafico relacionando o deslocamento no eixo y com o tempo.

4.2.2 Deslocamento no eixo horizontal

No eixo horizontal é onde todo o diferencial do experimento ocorre. Durante o desloca-
mento em x do parafuso, ele experiencia oscilacoes quase pendulares. Para analisar melhor

o movimento, olhemos o grafico a seguir:

massaA (t, x)
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Figura 12: Gréfico relacionando o deslocamento no eixo x com o tempo.

Por conta das oscilagoes, era esperado que o grafico nao apresentasse o mesmo comporta-
mento que o mesmo no eixo vertical. Para estudar o movimento aqui, ¢ interessante realizar
algum tipo de regressao para ajustar uma curva e fazer uma andlise tedrica mais precisa.

Ajustando a curva, entao, para um seno amortecido, temos:
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Figura 13: Grafico do deslocamento em x com o tempo e ajuste de curva.

Observa-se, entao, que as oscilagoes, mesmo aumentando sua frequéncia, vao perdendo
amplitude ao longo do movimento, caracteristica essa, de um seno amortecido, fungao essa
que descreve uma oscilagao que contém algum fator de amortecimento no sistema que faz
sua amplitude ir diminuindo ao passar do tempo. Essa funcao, pode ser matematicamente

descrita abaixo:

z(t) = A.eM.(cos(w.t + @) + sin(w.t + D))

4.3 Estudo do aumento das oscilacoes.

Agora temos, enfim, subsidios suficientes para explicar o questionamento principal do
problema.
Quando o parafuso é abandonado no sistema, podemos representar dois omegas, o {2 que
representa a precessao do momento angular do parafuso, e o w que representa a frequéncia
com que o parafuso oscila em torno do préprio eixo.
A medida que o movimento ocorre, acontecem trocas de condigoes entre atrito estatico e
cinético nos pontos de contato, mas ainda assim, podemos equacionar a velocidade angular
de oscilagao como w = %, sendo v a velocidade do parafuso e r o raio de sua cabega.
No inicio do movimento, como foi visto na sessao de fundamentacao tedrica, o parafuso

experienciard um potencial de U = mgdcosf, mas, por conservacao de energia, a medida

que o movimento ocorre, esse potencial é dissipado em atrito e em energia cinética, que se
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converte em velocidade. Ou seja, a velocidade aumentara a medida que o movimento avanca.

Pela férmula da velocidade angular, temos que o parametro r é fixo durante o movimento,

restando apenas o aumento da velocidade para aumentar w.

Entao, esse aumento da frequéncia das oscilagoes, ocorre por mera questao de conservagao

de energia, onde o potencial inicial se dissipara parte em atrito, e parte em energia cinética,

que causard o aumento das oscilagoes.

5

5.1

5.2

5.3

Conclusoes

Pontos positivos.

Foi possivel explicar fenomenos causados por condicoes limites causadas pelo angulo

de inclinacao do plano.

Observamos como parametros praticos e tedricos influenciam no movimento do para-

fuso.

Vimos que existe uma fun¢ao matemética que descreve o amortecimento(diminui¢ao)

da amplitude das oscilacoes pendulares do parafuso.
Explicamos entao, com base na teoria ja vista, o aumento das oscilagoes em torno de

seu proprio eixo.

Pontos negativos.

A dificuldade de obter medidas quantizadas das oscilacbes em torno de seu préprio

eixo.
O fenomeno de salto, explicado anteriormente, que atrapalha o bom procedimento das

oscilagoes.

Expectativas futuras

Estudar como o espacamento das ranhuras do parafuso pode influenciar no seu movi-

mento ou na sua velocidade.

Variar o material do plano e observar como as oscilacoes vao mudar com esse parametro

variado.
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e Buscar uma maneira de medir de forma precisa a frequéncia das oscilagoes do parafuso

10.

11.

em torno de seu proprio eixo.

Investigar mais a fundo como o atrito, com a condicao de mudanca entre cinético
e estatico, influencia no movimento, e aplicar uma fungao de dissipagao no modelo

tedrico.

Explicar precisamente o fenomeno do deslocamento horizontal resultante do parafuso.
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