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Caracterizacao de Coloides do Solo (10 pontos)

A ciéncia coloidal é util para caracterizar as particulas do solo porque muitas delas podem ser consi-
deradas como particulas coloidais de tamanho micrométrico. Por exemplo, 0 movimento browniano
(movimento aleatorio de particulas coloidais) pode ser utilizado para medir o tamanho das particulas.

Parte A. Movimentos de particulas coloidais (1,6 pontos)

Analisamos o movimento browniano unidimensional de uma particula coloidal com massa M. A equacdo
de movimento para a sua velocidade v(t) é a seguinte:

Mo = —vv(t) + F(t) + F (1), )

em que v é o coeficiente de atrito, F(t) € uma forca devida a colisdes aleatérias com moléculas de agua,
e F..(t) € uma forca externa. Na Parte A, assumimos que F,(¢) = 0.

ext

A1 Considere que uma molécula de agua colide com a particula em ¢ = ¢, dando  0.8pt
impulso I,, e, a partir de entdo, F(t) = 0. Se v(t) = 0 antes da colisao,
v(t) = vye~t"0)/™ para t > t,. Determine v, e 7, utilizando I, e os parametros
necessarios na Eq. (1).

A sequir, vocé pode utilizar 7 nas suas respostas.

A2 Na verdade, as moléculas de dgua, uma apds a outra, colidem sucessivamente  0.8pt
com a particula. Suponha que a i-ésima colisdao da um impulso I, no instante
t, e determine v(t) na condicac em que ¢ > 0 e v(0) = 0. Apresente também
a desigualdade que especifica o intervalo de ¢, que deve ser considerado para
um dado ¢t. Na folha de respostas, ndo é necessario especificar este intervalo
na expressao para v(t).

Parte B. Equacao de movimento efetiva (1,8 pontos)

Os resultados obtidos até agora implicam que as velocidades das particulas v(t) e v(¢') podem ser con-
sideradas como quantidades aleatérias nao correlacionadas se |t — t'| > 7. Sendo assim, introduzimos
um modelo teérico para descrever aproximadamente o movimento browniano unidimensional, onde a
velocidade muda aleatoriamente em cada intervalo de tempo § (> 7), ou seja,

v(t) =v, (t,_1 <t<t,), (2)

n

comt, =nd (n=0,1,2,-) e uma quantidade aleatéria v,,, que satisfaz

¢ (
0

m),

- 3
£ m), (3)

n
n
com um parametro C que depende de §. Aqui (X) indica o valor esperado de X. Ou seja, se sortear

numeros aleatérios X infinitas vezes, a média sera (X).

Consideramos agora o deslocamento da particula Az(t) = z(¢t) — xz(0) para t = N§, com um ndmero
inteiro N.

B.1 Determinar (Ax(t)) e (Az(t)?) utilizando C, 6, e t. 1.0pt
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B.2 A quantidade (Az(t)?) é designada por deslocamento quadratico médio (MSD).  0.8pt
Ela é uma grandeza observavel carateristica do movimento Browniano, que cor-
responde ao caso limite 6 — 0. A partir dai, podemos mostrar que C « ¢* e
(Az(t)?) o t%. Determine os valores de a e 3.

Parte C. Eletroforese (2,7 pontos)

Agora discutiremos a eletroforese, ou seja, o transporte de particulas carregadas por um campo elétrico.
Uma suspensdo de particulas coloidais com massa M e carga @ (> 0) é colocada num canal estreito com
uma seccao transversal A (Fig. 1(a)). Ignoramos a intera¢do entre as particulas, os efeitos da parede, do
fluido, dos ions nele contidos e da gravidade.

O 0 o F—> O @OO
cone o = | 0RO
X X | X
X,

Fig. 1: Configuragdo para a Parte C.

Ao aplicar um campo elétrico uniforme £ na dire¢do z, as particulas sdo transportadas e a sua concen-
tracao n(z) (nUmero de particulas por unidade de volume) torna-se nao uniforme (Fig. 1(b)). Quando E
é removido, esta ndo uniformidade desaparece gradualmente. Este fato deve-se ao movimento browni-
ano das particulas. Se n(x) nao for uniforme, os niumeros de particulas que vao para a direita e para a
esquerda podem diferir (Fig. 1(c)). Isto gera um fluxo de particulas J,(z), 0 nUmero médio de particulas
que fluem ao longo do eixo = na posi¢do x por unidade de area de se¢do transversal e unidade de tempo.
Sabe-se que este fluxo satisfaz

Jp(z) = =D——(), 4)

onde D é o coeficiente de difuséo.

Agora vamos supor, por simplicidade, que metade das particulas tem velocidade +v e a outra metade
tem velocidade —v. Seja N (z,) 0 numero de particulas com velocidade +v que atravessam z, da es-
querda para a direita por unidade de area de secao transversal e unidade de tempo. Para que as parti-
culas com velocidade +v atravessem z, no intervalo de tempo § elas devem estar na regido sombreada
da Fig. 1(c). Como ¢ é pequeno, temos que n(z) ~ n(zy) + (z — ) %2 (z,) nesta regido.

CA1 Determine N, (z,) utilizando os parametros necessarias entrev, 6, n(z,), € 0.5pt
dn
» (To)-

Definimos N_(z,) como a contrapartida de N, (z,) para a velocidade —v. Com isso, temos Jj(z,) =
(N, (xy) — N_(z)). De acordo com a Eq. (3), temos (v?) = C.
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C.2 Determine J,(z,) utilizando os parametros necessarios entre C, 4, n(z,), € 0.7pt
t

dn(z,). Utilizando isto e a Eq. (4), determine D em termos de C e 4, e (Ax(t)?

emtermosde Det.

Discutimos agora o efeito da pressdo osmética II. Esta é dada por Il = ~; RT = nkT com a constante de

Avogadro N4, a constante dos gases R, a temperatura 7', e a constante de Boltzmann k = -£. Conside-

remos a concentracdo ndo uniforme formada sob o campo elétrico FE (Fig. 1(b)). Como n(x) éepende de
z, 0 mesmo acontece com II(z). Assim, as forcas devidas a Il(z) e II(x + Az) devem ser equilibradas com
a forca total do campo E que atua sobre as particulas (Fig. 2). Neste caso, consideramos Az pequeno, de
modo que n(z) pode ser considerado constante neste intervalo, enquanto n(z + Az) — n(z) ~ Az 22 ().

IT(x)A I(x + Ax)A
B e -

X X+ Ax
Fig. 2: Equilibrio de forcas.

Cc3 Determine 4 (z) utilizando n(x), T, Q, E, e k. 0.5pt

Vamos agora discutir o equilibrio do fluxo. Para além do fluxo J,(z) devido ao movimento browniano,
existe também um fluxo devido ao campo elétrico, J,(z). Este fluxo é dado por

Jo(r) = n(z)u, (5)

onde v € a velocidade terminal das particulas movidas pelo campo.

c4 Para determinar v, utilizamos a Eq. (1) com F,_(t) = QE. Como v(t) é flutuante,  0.5pt
consideramos (v(t)). Assumindo (v(0)) = 0 e utilizando (F(¢)) = 0, avaliamos
(v(t)) e obtemos u = lim,_, . {(v(t)).

Cc5 O equilibrio do fluxo Ié-se em Jy(z) + Jo(x) = 0. Exprima o coeficiente de  0.5pt
difusdao D emtermosdek, yeT.

Parte D. Deslocamento quadratico médio (2,4 pontos)

Suponhamos que observamos o movimento browniano de uma particula coloidal esférica isolada, de
raio a = 5.0 um, em agua. A figura 3 mostra o histograma dos deslocamentos Az medidos na dire¢cdo
x em cada intervalo At = 60 s. O coeficiente de atrito é dado por v = 6ran com a viscosidade da dgua
n=289x10"*Pa-seatemperatura T = 25 °C.
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Fig. 3: Histograma de deslocamentos.
D.1 Estimar o valor de N, sem utilizar o fato de ser a constante de Avogadro, até  1.0pt

dois algarismos significativos, a partir dos dados da Fig. 3. A constante dos
gases é R = 8.31 J/K-mol. Nao utilizar o valor da constante de Boltzmann &
indicado nas Instru¢8es Gerais. Quanto a constante de Avogadro, podera obter
um valor diferente do indicado nas Instrucdes Gerais.

Agora estendemos o modelo da Parte B para descrever o movimento de uma particula com carga Q
sob um campo elétrico E. A velocidade da particula v(¢) considerada na Eq. (2) deve ser substituida por
u(t) =u+uv, (t,, <t<t,) comu, satisfazendo a Eq. (3) e u sendo a velocidade terminal considerada

na Eq. (5).

D.2 Determine o MSD (Axz(#)?) em termos de u, D, e t. Obtenha leis de poténcia
aproximadas parat pequeno e t grande, bem como o tempo carateristico ¢, em
que esta mudanca ocorre. Esboce um grafico aproximado do MSD numa escala
log-log, indicando a localiza¢cdo aproximada de ¢,.

0.8pt

Em seguida, consideramos micrébios nadadores (Fig. 4(a)), em uma dimensao, para simplificar (Fig.
4(b)). Trata-se de particulas esféricas com raio a. Elas nadam com velocidade +u, ou—u,, sendo o sinal
escolhido aleatoriamente, sem correlacao, em cada intervalo de tempo §, . O movimento observado é
uma combinacdo de deslocamentos devidos ao nado e de deslocamentos devidos ao movimento brow-

niano de uma particula esférica.
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Fig. 4: (a) Movimento dos micrébios. (b) A sua versao unidimensional.

D.3 A Figura 5 apresenta o MSD (Axz(t)?) desses micrébios, mostrando diferentes  0.6pt
leis de poténcia para valores de ¢t pequenos, grandes e intermediarios, con-
forme indicado pelas linhas tracejadas. Obtenha a lei de poténcia para cada
intervalo de tempo e expresse-a utilizando os parametros necessarias entre
D, uy, 4, et.

104§ TTTTTT T T TTTTT T T T T T T T T T T ||Hr§
—~ 10°F E
[a\] £ ]
g i 0 i
= S
S107F
And) C s 3
8 E 5
d : :
107 ¢ E
1074 B ‘...‘.‘\2. Lo H.muo‘ Lo 2
10° 10 10
t (sec)
Fig. 5: Deslocamento quadratico médio dos micrébios.

Parte E. Purificacdo da agua (1,5 pontos)

Agora discutiremos a purificacdo da agua, incluindo particulas de solo semelhantes a coloides, através
da adicdo de eletrélitos para que se coagulem. As particulas interagem através da forca de Van der Waals
e da forga eletrostatica, esta ultima incluindo os efeitos das cargas superficiais e da camada circundante
de ions de carga oposta (estes ions e a sua camada sao designados por contra-ions e dupla camada
elétrica, respetivamente; ver Fig. 6(a)). Como resultado, o potencial de interacdo para a distancia da
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particula d (Fig. 6(b)) é dado por

A Be(kT)?
U(d) =-5+ e(qQ L (6)

em que A e B sdo constantes positivas, € é a constante dielétrica da agua e ) é a espessura da dupla
camada elétrica. Assumindo que as cargas dos ions sdo +¢q, temos

ekT
— 7
2N ,q2c 0

em que c é a concentra¢do molar do ion, c.

(@) o 2 o o —~o (b)

O © O O
S © ) S
) O
Fig. 6: (a) Cargas superficiais das particulas coloidais e dos contra-ions. (b) Definicdo da dis-
tancia d.
E.1 A adicao de cloreto de sédio (NaCl) a suspensdo provoca a coagulacdo das par-  1.5pt

ticulas coloidais. Determine a menor concentragao ¢ de NaCl necessaria para
a coagulacdo. E suficiente considerar duas particulas sem flutuacdes térmicas,
ou seja, F'(t) = 0 na Eq. (1), e assumir que a velocidade terminal para uma dada
forca conservativa é atingida instantaneamente.
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Estrelas de Néutrons (10 pontos)

Discutiremos a estabilidade dos nucleos grandes e estimaremos, tedrica e experimentalmente, a massa
das estrelas de néutrons.

Parte A. Massa e estabilidade dos nucleos (2,5 pontos)

A energia de repouso m(Z, N)c? de um nlcleo constituido por Z prétons e N néutrons é menor do que a
soma das energias de repouso dos protons e néutrons, a seguir designados por nucleons, pela energia
de ligagdao B(Z, N), em que c é a velocidade da luz no vacuo. Ignorando pequenas corre¢bes, podemos
aproximar a energia de ligagcdo que contém os seguintes termos: de volume, com a,,, de superficie, com
ag, de energia de Coulomb, com a., e de energia de simetria, com as,, da seguinte forma.

% (N — 7)?

m(Z,N)c* = Amyc? — B(Z,N), B(Z,N) = ayA —agA?3 Ao T OymT (1

emque A= 7+ N € o niUmero de massa e m, é a massa do nucleon. No calculo, utilize a,, ~ 15.8 MeV,
ag ~ 17.8 MeV, ac ~ 0.711 MeV, € agym ~ 23.7 MeV (MeV = 10° elétrons-volt).

A1 Sob a condicao de Z = N, determine A para maximizar a energia de ligacdo  0.9pt
por nucleon, B/ A.

A2 Sob a condic¢do de A fixo, o nimero atémico Z* do nucleo mais estavel é deter-  0.9pt
minado pela maximizacao de B(Z, A — Z). Para A = 197, calcule Z* usando a

Eq. (1).

A3 Um nucleo com grande A quebra-se em nucleos mais leves através da fissdo, 0.7pt
de modo a minimizar a energia total da massa de repouso. Para simplificar,
consideramos uma das multiplas maneiras de partir um nucleo com (Z, N) em
dois nucleos iguais, o que ocorre quando a seguinte relacao de energia é valida,

m(Z,N)e? > 2m(Z/2,N/2)c?,

Quando esta relagao é escrita como
a
2 S
Z /A > Cﬁssion )
e

obtenha Cjion COM até dois algarismos significativos.

Parte B. A estrela de néutrons como um nucleo gigantesco (1,5 ponto)

Para nucleos grandes com um numero de massa suficientemente grande A > A, com um limiar 4, ,
estes nucleos permanecem estaveis contra a fissdo nuclear devido a energia de ligacdo suficientemente
grande devido a gravidade.
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B.1

Assumimos que N = A e Z = 0 é possivel para A suficientemente grande e a
Eqg. (1) permanece valida com a adicao da energia de ligacao gravitacional. A
energia de ligacao devido a gravidade é

M2
Bgrav = §G77
5 R
emque M =myAeR=RyAY3 com R, ~ 1.1 x107 ' m = 1.1fm correspondem
a massa e o raio do nucleo, respectivamente.
Para By, = agravA5/3 , obter ag.,, , em MeV, até o primeiro algarismo signifi-
cativo. Em sequida, ignorando o termo de superficie, estime A_ até o primeiro
algarismo significativo. No calculo, utilize myc? ~ 939 MeV e G = he/M% , em
que Mpc? ~ 1.22 x 10?2 MeV e hc ~ 197 MeV - fm.

1.5pt

Parte C. Estrela de néutrons em um sistema binario (6,0 pontos)

Algumas estrelas de néutrons sdo pulsares que emitem regularmente, a um periodo constante, ondas
eletromagnéticas que chamamos "luz”, para simplificar. As estrelas de néutrons formam frequente-
mente sistemas binarios com ands brancas. Consideremos a configuragao estelar mostrada na Fig. 1,
em que um pulso de luz emitido por uma estrela de néutrons N para a Terra E passa perto de uma ana
branca W do sistema binario. A medicdo destes pulsos influenciados pela gravidade da estrela permite
estimar com exatiddo a massa de W, como se explica a seguir, o que resulta na estimativa da massa de

N.
a

. @ E ©) E
o =0 ° 2=0 o °
| I T I i |
TN TR TN TE

d d

we we

Fig. 1: Configura¢des com o eixo = ao longo da linha que liga N e E. (a) para z,y < 0 e (b) para
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CA1 Como mostra a figura abaixo, sob a acelera¢do gravitacional constante g, co- 1.0pt
locamos dois niveis I e II com a diferenca de altura Ah(> 0). Coloque rel6-
gios idénticos em I, Il e F, o sistema em queda livre, designados por relogio-I,
relégio-II e reldgio-F, respetivamente.

I

Montagem do experimento mental.

Assumimos que um observador se senta com o relégio-F, e inicialmente F', com
velocidade nula, é colocado a mesma altura que o relégio-I. Como os reldgios
sdo idénticos, registram intervalos de tempo iguais, A7, = An. Em seguida,
deixamos F cair livremente e trabalhamos no referencial de F, que é conside-
rado inercial. Neste referencial, o relégio-II passa pelo relégio-F com veloci-
dade v, de modo que a dilata¢cdo do tempo do relégio-II pode ser determinada
pela transformacdo de Lorentz. Quando o tempo A7 passa no reldégio-F, o
tempo Ar; passa no relégio-II.

Determine A7; em termos de A7 até a primeira ordem em A¢/c?, em que
A¢ = gAh é uma diferenca de potencial gravitacional, isto é, a energia potencial
gravitacional por unidade de massa.

C.2 Sob o potencial gravitacional ¢, os atrasos temporais alteram a velocidade efe-  1.8pt
tiva da luz, c.¢, Observada no infinito, embora a velocidade local da luz seja c.
Quando ¢(r = oo) = 0, c. pode ser dado até a primeira ordem em ¢/c? como

29
Ceff I (]. —+ 67) C

incluindo o efeito de distor¢ao do espaco, que ndo foi apresentado em C.1. Note
que a trajetoria da luz pode ser aproximada como uma linha reta.

Como mostrado na Fig. 1(a), tomamos o eixo x ao longo da trajetéria da luz
desde a estrela de néutrons N até a Terra E e colocamos z = 0 no ponto em
gue a and branca W esta mais préxima da trajetdria da luz. Seja x5 (< 0) a
coordenada z de N, 2 (> 0) ade E e d a distancia entre W e a trajetéria da luz.
Estime as alteracbes do tempo de chegada At da luz de N para E causadas pela
and branca com massa My, e avalie a resposta de forma simples, desprezando
termos de ordem superior das seguintes pequenas quantidades: d/|zy| < 1,
d/zp < 1, GMyp/(c?d) < 1. Se necessario, use a seguinte féormula.

1 (\/$2+d2+x

dx
/m‘i VETE 1

) +C. (log é o logaritmo natural)
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c3 Como mostrado abaixo, em um sistema estelar binario, supde-se que N e W  1.8pt
se movem em Orbitas circulares com excentricidade zero em torno do centro
de massa G no plano de 6rbita. Sejam ¢ o angulo de inclina¢do orbital medido
desde o plano de 6rbita até a linha dirigida de G para E, L o comprimento entre
N e W, e My, a massa da ana branca. No que se segue, assumimos ¢ < 1.

Sistema estelar binario.

Observamos pulsos luminosos emitidos por N em E, longe de N. O percurso da
luz até E varia com o tempo, dependendo da configuracdo de N e W. O atraso no
intervalo de tempo de chegada dos pulsos a E tem o valor maximo At,,,, para
xy =~ —Leovalor minimo At,;, para x5 = L (ver Fig. 1(b) para a configurac¢ao).
Calcule At . — Atmin de uma forma simples, desprezando os termos de ordem
superior de pequenas quantidades, como se fez em C.2. Note que se supse
que os atrasos devidos a gravidade de objetos estelares que ndo W se anulam
em Atmax — Atmin-

c4 A figura abaixo mostra os atrasos observados em fun¢do da fase orbital ¢ para  0.8pt
o sistema estelar binario com L ~ 6 x 10°km e cose ~ 0.99989. Estime My
em termos da massa solar M e apresente os resultados para Myp/M, até
o primeiro algarismo significativo. Aqui a relagdo aproximada GM,/c® ~ 5 pus
pode ser usada.

At [s]

¥

Atrasos de tempo observados At em fung¢do da fase orbital ¢ (veja a
figura em C.3) para localizar N e W nas 6rbitas.




Theory

12h -

INTERNATIONAL PHYSICS OLYMPIAD

2023 TOKYO JAPAN - .
Brazilian Portuguese (Brazil)

Cc.5 No sistema binario de estrelas de néutrons, duas estrelas liberam energiaemo-  0.4pt
mento angular através da emissdo de ondas gravitacionais e eventualmente se
fundem apés uma colisdo. Por simplicidade, considere apenas um movimento
circular com o raio R e a velocidade angular w e, com isso, w = yRP é respei-
tada com a constante x que ndo depende nem de w nem de R, se os efeitos
relativisticos forem ignorados. Determine o valor de p.

Cc.6 A amplitude da onda gravitacional emitida pelo sistema binario em C.5 é pro-  0.2pt
porcional a R%w?. A figura abaixo mostra qualitativamente quatro perfis tem-
porais diferentes das ondas gravitacionais observadas antes da colisdo de duas
estrelas. Identifique o perfil mais adequado de (a) a (d).

o LI
RN

. ®
I t
© @ H 1w

Perfis de dados observados de ondas gravitacionais.
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Agua e Objetos (10 pt)

Neste problema, nés consideraremos os fendmenos causados pela interacdo entre agua e objetos, rela-
cionados a tensdo superficial. A parte A trata de dindamica, enquanto as partes B e C tratam de estatica.

Se necessario, vocé pode utilizar o fato de que se a fungdo y(z) satisfaz a equacdo diferencial y”(z) =
ay(z) (sendo a uma constante positiva), entdo a sua solucdo geral é y(z) = AeV* + Be Ve*, onde A e B
sdo constantes arbitrarias.

Parte A. Aglutinac¢do de gotas de agua (2,0 pontos)

Como ilustrado na Fig. 1, considere duas gotas de dgua esféricas e estaciondrias na superficie de um
material superhidrofébico, isto &, ha intensas forgas repulsivas entre a dgua e o material.

Inicialmente, duas gotas idénticas de agua esféricas sdo colocadas na superficie. Em seguida, apds se to-
carem, estas duas gotas se aglutinam e formam uma gota de dgua esférica maior, que salta subitamente
para cima.

A1 O raio a de ambas as gotas de agua antes de se aglutinarem é igual a 100 um.  2.0pt
A densidade da agua p é igual a 1.00 x 10® kg/m?. A tensdo superficial v é igual
a7.27x1072)/m2.

Uma por¢do k da diferenca entre as energias de superficie antes e depois da
aglutinacado, AE, é transformada em energia cinética da gota de dgua que sal-
tou. Determine a velocidade inicial de salto, v, da gota de agua resultante, com
dois algarismos significativos, sob as seguintes hipéteses:

* k=0.06

* Antes e depois de se aglutinarem, o volume total de agua é conservado.

=D =D ﬁ

Fig. 1: Aglutinacdo de duas gotas de agua e salto da gota de agua resultante.

Parte B. Uma placa imersa verticalmente (4,5 pontos)

Uma placa plana é imersa verticalmente em agua. As figuras 2(a) e 2(b) mostram, respetivamente, as
formas que a superficie da dgua assume para placas de materiais hidrofilicos (atrativos) e hidrofébicos.
Desconsidere a espessura da placa.

A superficie da placa esta no plano yz e a superficie horizontal da agua, longe da placa, esta no plano
xy, com z = 0. A forma da superficie da agua ndo depende da coordenada y. Seja f(x) o angulo entre
a superficie da dgua e o plano horizontal num ponto (z, z) da superficie da agua no plano zz. Aqui 6(x)
é medido em relagdo ao eixo positivo = e a rotagdo no sentido anti-horario é considerada positiva. Seja
6, o valor de #(z) no ponto de contato entre a placa e a superficie da agua (z = 0). A seguir, 6, é fixado
pelas propriedades do material da placa.
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A densidade da agua p é constante e a tensdo superficial da agua ~ é uniforme. A constante de acele-
racdo gravitacional é dada por g. A pressao atmosférica, P,, € assumida como sendo sempre uniforme.
Determinaremos a forma da superficie da dgua nos passos seguintes. Note que a unidade de tensao
superficial é J/m? ou, também, N/m.

(a) (b)

Fig. 2: Placas imersas verticalmente na agua. (a) Placa hidrofilica;
(b) Placa hidrofébica.

B.1 Vamos considerar o caso de placa hidrofilica, como mostra a Fig. 2(a). Observa-  0.6pt
mos que a pressdo da dgua, P, satisfaz as condi¢des P < Pyparaz>0e P =P,
para z = 0. Entdo, determine a pressao P na coordenada z em termos de p, g,
z, e P,.

B.2 Vamos considerar um bloco de agua cujo recorte é apresentado hachuradona  0.8pt

Fig. 3(a). A sua seccao transversal no plano zz é mostrada na area hachurada

na Fig. 3(b). Sejam z, e z,, respectivamente, as coordenadas do lado esquerdo

e direito da fronteira entre o bloco de agua e o ar (superficie da agua).

Obtenha f,, a componente horizontal (componente x) da for¢a resultante por
unidade de comprimento ao longo do eixo y que é exercida no bloco de agua

devido a pressdo, em termos de p, g, z;, € z,. Note que P, ndo resulta em forca
horizontal resultante sobre o bloco de agua.
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(b 2

Fig. 3: Recorte de um bloco de agua a partir da superficie da agua. (a) Vista aérea e (b) vista
da seccado transversal.

B.3 A tensdo superficial que atua sobre o bloco de agua é equilibrada com a forca  0.8pt
/. discutida no item B.2. Definimos, respetivamente, 6, e 6, como os angulos
entre a superficie da agua e o plano horizontal nas extremidades esquerda e
direita. Expresse f, em termos de 4, 6;, € 6,.

B.4 A seguinte equagdo é valida num ponto arbitrario (z, z) na superficie da agua,  0.8pt

1 a
: (%) + cosé(z) = constant. (1)
Determine o expoente a e expresse a constante £ em termos de v e p. Note que
esta equacdo é valida independentemente da placa ser hidrofilica ou hidrofé-

bica.

B.5 Na Eg. (1) em B.4, podemos assumir que a variacdo da superficie da agua é 1.5pt
lenta, isto é, |2/ (z)| <« 1, de tal forma que podemos expandir cos f(x) em relagdo
a 7/ (x) até a segunda ordem. Depois, diferenciando a equagdo resultante em
relacdo a z, obtemos a equacdo diferencial que z(z) deve satisfazer. Resolva
esta equacdo diferencial e determine z(z) para x > 0 em termos de tan§, e /.
Note que as direcdes verticais nas Figs. 2 e 3 sdo exageradas para uma melhor
visualiza¢do e elas ndo satisfazem a condic¢do |2’ (z)| <« 1.

Parte C. Interacao entre duas hastes (3,5 pontos)

As hastes idénticas A e B, feitas do mesmo material, flutuando paralelamente na superficie da dgua, sdo
colocadas a mesma distancia do eixo y (Fig. 4).
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Fig. 4: Duas hastes A e B flutuando na superficie da dgua.

c1 Nos pontos de contato entre a haste B e a superficie da agua, definimos as  1.0pt
coordenadas no eixo z, z,e z, , € 0s angulos 4, e 6,, como mostra a Fig. 5.
Determine F,,, a componente horizontal da for¢a por unidade de comprimento
ao longo do eixo y, na haste B, em termos de 6,, 0y, z,, zp, p, 9, € 7.

V4
A B
Zb
- a O
> o
0 SR jb
z a/> B ea

Fig. 5: Seccdo transversal vertical de duas hastes flutuando na superficie da agua.

C.2 Definimos a coordenada z da superficie da dgua, z,, no ponto médio de duas  1.5pt
hastes no plano xz. Expresse a for¢a F, obtida em C.1 sem usar 6, 6,, z, € z,.

Cc3 Seja x, a coordenada z do ponto de contato entre a superficie da dguaeolado 1.0pt
esquerdo da haste B. Utilizando a equacdo diferencial obtida em B.4, expresse
a coordenada do nivel da agua z, do ponto médio destas duas hastes Ae Bem
termos de z, e z,. Vocé pode utilizar a constante ¢ introduzida em B.4.




