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OBM 2020 Nivel 3 - Problema 5

Enunciado. Sejam n e k nimeros inteiros positivos com k£ < n. Em um grupo de n pessoas, cada
uma ou sempre fala a verdade ou sempre mente. Arnaldo pode fazer perguntas para quaisquer dessas
pessoas desde que essas perguntas sejam do tipo: “No conjunto A, qual a paridade de pessoas que
falam a verdade?”, onde A é um subconjunto de tamanho k do conjunto das n pessoas. A resposta
sé pode ser “par” ou “impar”.

(a) Para quais valores de n e k é possivel determinar quais pessoas falam a verdade e quais pessoas
sempre mentem?

(b) Qual o niimero minimo de perguntas necessarias para determinar quais pessoas falam a verdade
e quais pessoas sempre mentem, quando esse nimero é finito?

Resposta. Todo par (n, k) com k < n par para a letra (a), e para a letra (b) o niimero minimo de
perguntas é n.

Solugao. Para a letra (a), caso k seja par, fixe um conjunto A de k pessoas e pergunte para cada
uma das n pessoas a paridade dos honestos em A. Vamos dividir as n pessoas em duas classes,
conforme a resposta dada. Como k é par, as quantidades de pessoas de A em cada classe possuem
a mesma paridade. Caso tal paridade seja par, as pessoas que deram a resposta par sao honestas,
enquanto as pessoas que deram a resposta impar sao mentirosas. Caso essa paridade seja fmpar, os
mentirosos disseram par, enquanto os honestos responderam impar.

Caso k seja fmpar, escolha uma pessoa p e um subconjunto A. Se perguntarmos para p qual a
paridade das pessoas honestas em A, obteriamos mesma resposta caso trocdssemos o papel de cada
pessoa (de honesto para mentiroso e de mentiroso para honesto), j& que a o papel de p muda e a
paridade das pessoas honestas em A também. Isso mostra que, para k impar, sempre hé pelo menos
duas possibilidades.despara os papéis das n pe
Para a letra (I3), note que apresentamos gia que consisté de n perguntas quando
o numero de perguntas necessarias ¢ fi ( que nao possivel-determinar os papéis
de cada um com menos de'n pergunt: ssiveis argumentos:

Solugdo/1. Numere as pessoas pi, Pos ssocie um ntimero x;, que é 1 se p;
é mentiroso, e 0 se p; é honesto. Se |A| = k e perguntamos para p; a
paridade das pessoas honestas em {p A, a resposta obtida serd

(a partir de agora, sempre trabalhamos no corpo Zs). De fato, > jea®; conta a paridade de
mentirosos, que também é a paridade de honestos ja que k é par. Logo, se p; for honesto ele
responde D i, Tj = T; +)_ ;4 Tj, e se ele for mentiroso ele responde 1+3 . 4 xj =2+ ;04 T
Se fizermos m perguntas, obtemos um sistema da forma

a11T1 + a12T2 + - - + A1 Tn = Y1

a21X1 + A22%2 + «++ + A2 Ty = Y2

Am1T1 + Gm2T2 + -+ CGmnTn = Ym

ou, alternativamente,

Ax =y,
onde A = (a;j)mxn ¢ uma matriz cujas entradas pertencem a Zo, x = (1,22, ...,o,)" é um vetor
coluna cujas entradas pertencem a Za, e y = (y1,¥Y2,.--,Ym)’ é um vetor coluna cujas entradas

pertencem a Zg. Assim, definindo L: Z% — Z5* com L(v) = Av, sabemos, pelo Teorema do Nucleo-
Imagem, que

dim(Z3) = dim(ker L) + dim(imL) = n = dim(ker L) 4 rank(A) < dim(ker L) + m
Portanto, segue que
dim(ker L) > n — m.

Caso m < n, terfamos que ker L # {0}, onde 0 = (0,0,...,0) é o vetor com n entradas iguais a 0.
Sendo v € ker L nao nulo, se x satisfaz
Ax =y,
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entao

Alx+v)=Ax+ Av=Ax =Y.

Portanto, encontramos duas solugoes distintas para o sistema, e isso mostra que nao é possivel de-
terminar os papéis de todas as pessoas com menos de n perguntas.

Solugao 2. Enunciamos, sem demonstracdo, o seguinte

Teorema (Chevalley-Warning). Seja Py, Py, ..., Py, € Z[z1, 29, ..., 2,], isto é, polindomios de coefi-
cientes inteiros em n varigveis, e p um primo. Suponha que Y deg(P;) < n. Se A C Z,, é o conjunto
das n-uplas x tais que P;(x) = 0 para todo 4, entao p | |A|.

Com o Teorema, reescrevemos o sistema encontrado na solugao 1 na forma

a1171 + a2 + -+ a1pTy —y1 =0

(2171 + a22%Tg + +++ + A2 Ty — Y2 =0

Am1%1 + AGmaT2 + -+ + AGmnTn — Ym = 05

e definimos

n
Pi(tl,tg, e ,tn) = Zaijt]‘ — Y.
j=1

Se m < n, temos que Y deg(P;) = m < n pois todos eles tém grau 1. Tomando p = 2 no Teorema,
temos que 2 | |A|. Como estamos supondo que hé pelo menos uma solugao para P;(x) = 0 para
todo i, temos que |A| > 2, e entdo garantimos a existéncia de duas solugbes, e isso mostra que nao
é possivel determinar o papel de todas as pessoas com m < n perguntas.

Solugdo 3. Sendo x = (x1,x2,...,%,) 0 vetor que contém o papel de todas as pessoas, seja P; o
conjunto das possibilidades para i apds i perguntas. Claramente Py = 2". Assim, defina

N&
..i—.

. . . ’ a s 7 z. ~
para todo i. Assim, é possivel que P,_; > 2, € portanto é p!sswel que os papéis das pessoas nao
possam ser determinados com n — 1 perguntas.
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