Curso Noic ho. g C

OBM 2021 Nivel 2 - Problema 2
Por Joao Lemos

Enunciado. Seja ABC um tridangulo acutangulo. Defina A; como o ponto médio do maior arco
BC' do circuncirculo de ABC. Sejam As e As os pés das perperdiculares de A; até as retas AB e
AC, respectivamente. Defina By, By, B3, C1, Cy e C5 de modo andlogo.

(a) Mostre que As A3 passa pelo ponto médio de BC.

(b) Mostre que Ay A3, BaBs e C2C5 sdo concorrentes.

Solugdo. Para a letra (a), observe a seguinte figura:

As

Ay

. 1€ 4A1A2A3 = éAlAQM, onde M é o
ponto médio de BC'. Notelque A, M é p nd A , pois ambos estao na mediatriz de BC.
Entao, como £A1A3A = LA1AA = LZAM , 08 quaﬁriléteros AAATAs e A1 A3 BM sao
ciclicos, de modo que ZA1AxA3 = LA1AA3, e LZA1AoM = ZA1BM. Mas LA1AA3 = ZA1BM
pois AA;CB é ciclico, de modo que A1 As Az = LA A3 M. Portanto, os pontos As, A3 e M devem
ser colineares.

Para a letra (b), note também que A1 A3sMC é ciclico, pois LA MC = ZA;A3C = 90°. Entao,
IMA3C =/ MAC =/ MAB=/BAyM. Logo, como LAA3A; = /M A5C por o.p.v, temos que
LAA3Ay = LAAS A3, e portanto AAs Ag é isdsceles. Sejam N e P os pontos médios de CA e AB,
respectivamente.

Suponha; sem perdas, que AB < A
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Note que as retas M N e AB sao paralelas (base média), de modo que LAA3A3 = LZA3MN. Do
mesmo modo M P e AC sao paralelas, e entao LAA3As = LPMA,. Portanto, como LAAs A3 =
LAA3A5, segue que LPMAy = ZNMAs. Ou seja, Ay Ag é bissetriz interna de ZPM N. Analoga-
mente, BsBs e CoC3 sdo as bissetrizes internas de ZM NP e de ZNPM, respectivamente. Disso
segue que Az A3z, BoBs e C5C5 concorrem no incentro do triangulo M N P.

Observagao.
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