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Joao Ferreira

Seja (a,)n>0 uma sequéncia de nimeros inteiros. Defina A'a,, = a, 11 —a,, para
n inteiro nao negativo, A%a, = A'(Aja,) = Ala,,; — Ala,, e assim por diante,
ou seja, AMa, = AY(AM~1q,) = AM~1q, , — AM~1q,. Uma sequéncia é M-
autorreferente quando existem inteiros positivos k e [ tais que a,., = AMa,; para
todo n inteiro nao negativo. Determine, com prova, se existe alguma sequéncia tal
que o menor valor de M para o qual a sequéncia é M-autorreferente é 2022.

Solucao. A motivacao para resolver esse problema vem de resolver o caso M =
2. Nesse caso, temos i = A%a,4) = Gpiipz — 20n4141 + Anpy, CUja equacio
caracteristica é x"tF = gntiH2 _opntitl 4 gntl 0 ph=l — 3292+ 1. Tomando
k —1 = 1, temos a equacdo quadratica 22 — 3z + 1 = 0, que tem como raizes
% = ¢p?e 3’—2\/5 = 2. Assim, nossa sequéncia serd da forma a, = A(p?)" +
B(@?)", onde A e B sdo constantes. Note que a sequéncia a, = Fy, satisfaz
ap = %(gpQ)” + %(@2)” e portanto é 2-autorreferente. Note ainda que Ala, =
Fo,i0 — Fy, = Fy,.1 e portanto ela nao é l-autorreferente.

A grande ideia que tiramos de resolver o caso M = 2 é a de tentar criar
uma sequéncia auxiliar (b,),>o tal que A’a, cai em outro termo de b, e (a,) é
uma subsequéncia de (b,). Podemos tomar entdo a, = b,y. Para garantir que
Ala,, # a; para quaisquer i < M e k, escolhemos b, tal que b, 3 — by = bppnr—1-
Dai Ala, = any1 — an = byms1) — ban = buns1y—1 €, por indugdo, A'a, =
brr(nt1)—i- Em particular, se garantirmos que a sequéncia (b,) tem todos os seus
termos distintos o problema acaba, pois sempre que i < M, Ala, = bt (nt1)—i
que é diferente de a; para todo k pois passa apenas pelos indices congruentes a
—1 (mod M) da sequéncia (by,) (e volta para um termo congruente a 0 (mod M)
quando ¢ = M). Para isso, basta fazer (b,) estritamente crescente, que ocorre
ao tomarmos, por exemplo, b; = ¢+ 1 para i =0, 1, ..., M — 1 pois b,y =
by + bpanr—1 > bpiar—1, finalizando a solugao.
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