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P3

Vamos provar que os niimeros n tais que A tem estratégia vencedora para o par (n, k) sdo os pares
tais que se escrevermos n = 2%b, onde b é um inteiro impar, temos que rad(b) | k — 1. Onde rad(m)
é o produto dos primos que dividem m

De primeira, isso pode parecer uma coisa um pouco estranha de se querer provar, mas ao ver por
que essa condigao é necessaria entenderemos o porqué de essa ser nossa conjectura:

Veja que se rad(b)tk—1 = I p primo tal que p | be k #1 (mod p). Assim, se o nimero inicial
de Bernaldo for um niimero # 1 (mod p), vamos provar que ele pode, em toda jogada, garantir que
o seu nuimero escolhido nao seja 1:

e Caso Arnaldo faga uma jogada do tipo 1, o Unico caso em que ambas as jogadas possiveis
de Bernaldo levam a um nimero = 1 (mod p) séo tais que d = —d (mod p) (Diminuir ou
aumentar d do nimero atual dariam o mesmo resto) <= d =0 (mod p) = o ntimero s6
passa a ser 1 se ele ja fosse antes

e Caso Arnaldo faga uma jogada do tipo 2, o tinico caso em que ambas as jogadas possiveis de
Bernaldo levam a um nimero = 1 (mod p) sdo tais que d = kd (mod p) <= p|d(k—1) <
pld (ptk—1) entao, assim como no caso anterior, Bernaldo sé serd obrigado a mandar para
uma casa =1 (mod p) se p | d = a casa ji estava no resto 1 — Abs!

Assim, temos que se Arnaldo tem a estritegia vencedora para n, entdo rad(b) | k — 1

Agora, para a estrategia de Arnaldo nesses casos de n, basta que Arnaldo faca a jogada do tipo 2
varias vezes:

Primeiro vamos escolher um d inicial tal que mdc(d, rad(b)) = 1 e, a partir dai, Arnaldo fard a jogada
do tipo 2 sempre no sentido horario. Sabemos que, fazendo esse tipo de jogada, ele eventualmente
chegard em um pino numerado com um nimero = 1 (mod rad(b)). Afinal, a cada momento ele
estaria somando d ao valor atual no (mod rad(b)), uma PA de razdo coprima com o médulo, logo,
um sistema completo de residuos!

Logo nesse momento em que o pino que tem a argola for = 1 (mod rad(b)), vamos trocar o d
atual por drad(b). Por um argumento andlogo, apés essa jogada, sempre teremos um nimero = 1
(mod rad(b)) entdo fazendo jogadas do tipo 2 com drad(b), por um argumento andlogo ao anterior,
eventualmente chegaremos em um pino = 1 (mod rad(b)?)

Assim, indutivamente, chegaremos em um pino = 1 (mod rad(b)*) para qualquer k em algum mo-
mento. Se k for grande o suficiente, b | 7ad(b)¥ Assim, eventualmente, chegaremos em um pino = 1
(mod b). Para finalizarmos, basta que, a partir desse momento, se a posigdo da argola é o pino
bk 4+ 1, Arnaldo faca uma jogada do tipo 1 escolhendo o d para ser bk. Assim, a cada momento, k
serd multiplicado por dois, em algum momento chegando em um niumero divisivel por 2¢ = A
argola estard no pino numerado com 1, como queriamos!
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