Curso Noic OO C
Problema 3 OBM 2020 Nivel 3

Por Levi Barbosa

1 Problema

3. Sejam r4, rg e r¢o semirretas de origem P. O circulo w,, de centro X, é tangente a rg e r¢;
o circulo wy , de centro Y, é tangente a r¢ e ra; e o circulo w, , de centro Z, é tangente a r4 e
rp. Suponha que P estd no interior do tridngulo XY Z, de modo que 74, rp e r¢ sejam tangentes
comuns internas aos circulos correspondentes. Sejam s4 a reta tangente internamente a wy e w, que
nao contém r4, sp a reta tangente internamente a w. e w, que nao contém rp e s¢ a reta tangente
internamente a w, e w, que nao contém rc. Prove que s4, sp e S¢ tém um ponto comum @, e prove
que P e @ sao conjugados isogonais no triangulo XY Z, ou seja, as retas X P e X(@Q sao simétricas
com relagao a bissetriz de £Y X Z e as retas Y P e Y(Q sao simétricas com relagao a bissetriz de
2 XY Z.

2 Solugao

Antes da solugao, vamos provar um lema 1til e conhecido.
Lema 1: Em um tridangulo AABC, sejam D e E pontos sobre o lado BC'. Entao,

AD e AFE s@o i is <= — ——= =
e sdo isogonais c Bo (

Prova. (=) Por lei dos senos em ACAD e ABAD, temos

AB)2
AC

@ B A73 sin 2« BAD
DC  AC sin2CAD’

De forma andloga, por lei dos senos em ABAFE e ACAE, temos

@ B A73 sin <« BAE
EC  AC sin<CAE’
Multiplicando as equagbes, obtemos o resultado desejado. J4 (<) se dé pelo fato de que, dado um

ponto D em BC', apenas um ponto E no interior satisfaz o valor desejado para BE : EC.
Agora, vamos ao problema.
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Seja A=ransa (que também estd em Y Z). Defina B e C analogamente. Seja ainda D = XPnY Z.
Como Y Z bisecta «(ra,54) € as retas concorrem em A, temos que s4 é o reflexo de r4 por YZ.
Nossa estratégia serd definir () como o conjugado isogonal de P em AXY Z e provar que s4 passa
por Q. Assim, de modo andlogo isso valera para sp e s¢ e o problema estara resolvido.

Sejam «BPX = «¢XPC = «a, ¢CPY = tYPA =08e ¢APZ = «ZPB = «. Hora de buscar
propriedades que nos ajudem nas contas! Veja que

2YPD=180°- 2 XPY =180°- 2 XPC - «CPY =180°-a-8=~v= 2APZ,

onde usamos a +  + vy =180°. Ou seja, PD e PA sao isogonais em AY PZ.

Agora, uma boa intuigdo nos leva a achar que...
Conjectura: QF e QA sao isogonais em AYQZ,se E=XQnYZ.
Prova. Queremos mostrar, pelo Lema 1, que
YA~YE_(QX)2
AZ-Ez \Qz)
e ja temos
YD-YE_(XY)2 YD.YA_(PYY
ZD-EZ \XZ DZ-AZ \PZ
Multiplicando as duas ultimas equagoes, temos
(YD)2 YAYE (XY)2 (PY)2
zD) Az-Ez \Xz) \Pz) "
Entao, basta provarmos que

() (3) -2 (7).

YD QY XZ PZ_1

Ou seja, queremos

ZD QZ XY PY
Por lei dos senos em AXDY e AXDZ, temos

YD sin<YXD
XY sin<XDY

ZD sin<ZXD

© X7 sn<xXDZz

Dividindo a primeira equacao pela segunda e usando « XDY + 2« X DZ = 180°,

YD XZ sinzYXP
ZD XY sin<PXZ
Por lei dos senos em AQY Z e APY Z, temos

QY sin2QZY sin<PZX PZ sin<PYZ

OZ sinzQYZ smzPYX ° PY sn<PZY
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Finalmente, usando Ceva Trigonométrico em P no AXY Z,

YD QY X7z PZ _sincYXP sin2PZX sincPYZ
ZD QZ XY PY sin<PXZ sin<PYX sinzPZY

Para finalizar o problema, vamos marcar angulos (de novo). Veja que

£PAY =180° - 2PYA - 2<YPA=180° - 2PYZ - 2 DPZ
=180° - «QYX - (¢PXZ+2XZP)=180°- 2QYX - QXY - 2Y ZQ
=180° - <EQY - Y ZQ = 180° - « AQZ - 2 AZQ
- 2QAZ

Logo, obtemos que QA é o reflexo de r4 por YZ, ou seja, a propria reta sa, e lembre que esse
resultado é andlogo para B e C! Assim, s4, sp e s¢ concorrem no conjugado isogonal de P no
triangulo XY Z.
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