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Angulos na circunferéncia

Luiza Lanza

1 Angulo central

a=60

a=60°

O angulo central tem a mesma medida de abertura do arco que ele enxerga,
em graus.

A relacao entre a medida de comprimento x do arco que o angulo « enxerga e o
angulo a em graus é:
x a x

(07
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2 Angulo inscrito

O éngulo inscrito tem medida de abertura igual a metade do arco que ele
enxerga, em graus.

Demonstracdo: Considere que o vértice do angulo central ZAOB esta contido no
angulo ZAPB. Dessa forma, seja tracada um reta auxiliar que passa pelo vértice
P e o centro da circunferéncia O, conforme a imagem.
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Os segmentos OA = OB = OP = R, pois sao raios da circunferéncia de centro
O. Logo, ANAOP e ABOP sao isésceles, pois possuem dois lados congruentes
entre si. Isso implica que ZAPO = ZOAP =ae ZOPB = /Z0BP = §.

Como o angulo externo de um triangulo é igual a soma dos outros dois angulos
nao-adjacentes, ZAOC = LZAPO + ZOAP = LZAOC =2a e ZCOB = ZBPO +
ZOBP = ZCOB = 203. Logo, ZAPB = a+f (I) e ZAOB = 2a+23 = 2(a+ )
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(IT). Substituindo I em II:

S /LAOB =2 /APB

3 Angulo interno

Considere que um par de angulos internos a opostos pelo vértice na circun-
feréncia enxerguem os arcos AD e BD, entao:

—_

AD + BC

Demonstracao:

Observe que os arcos AD e BC medem, respectivamente, 3 e v em graus. Como
o angulo ZABD é inscrito e enxerga o arco Zl\?, /ZABD = g = %. Analogamente,

BC

No APBD, o angulo « é externo ao lado BP, sendo igual a soma dos angulos
internos do triangulo nao-adjacentes. Logo:

By Bty
Oé—§+§:>Oé—T
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4 Angulo externo

Considere um angulo externo a uma circunferéncia, formado pelo encontro de
duas restas secantes a circunferéncia, que enxerga um arco maior AD e um arco
menor BC. Entao:

Demonstracao:

Observe que os arcos AD e BC medem, respectivamente, S e 7 em graus. Como o
angulo ZABD é inscrito e enxerga o arco AD, ZABD = g = ATD. Analogamente,

C
/CDB =17 = B¢
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No AAPC, o angulo 3 é externo ao lado AC, sendo igual a soma dos angulos
internos do triangulo nao-adjacentes. Logo:

v_ B _y-8

2—2+a:>a——2
AD + BC
.QZT

O segmento que liga o centro da circunferéncia ao ponto de tangéncia forma
90° com a reta tangente, pois é a menor distancia do ponto a reta. A distancia
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entre um ponto e uma reta é sempre medida a partir de uma reta perpendicular a
outra reta, passando pelo ponto.

6 Exercicios

6.1 (POTI) Problema 1

Sao dadas duas circunferéncias secantes, com pontos de intersecdo C e D.
Traca-se por C' uma secante as duas circunferéncias, que intersecta uma delas em
FE e a outra em F. Mostre que o angulo ZEDF' é constante.

Como o angulo ZDFEF sempre enxerga o mesmo arco C'D, logo, o angulo é sempre
constante e vale ZDEF = CTD = ? = (. Analogamente, o ZEF' D sempre enxerga
o mesmo arco C'D e vale ZEFD = CTD = %’Y = v. Para o ADEF temos que
LDEF + /EFD = cte. e ZEDF = 180° — ({/DEF + ZEF D). Como a soma dos

angulos internos de um triangulo também ¢é constante, logo ZEDF = cte. O]

6.2 (POTI) Problema 2

E dado um tridngulo ABC. Sejam O o centro da circunferéncia circunscrita ao
triangulo, I o centro da circunferéncia inscrita ao triangulo, D # A a intersecao
da reta AI com a circunferéncia circunscrita. Prove que CD = BD = ID.

Pagina 6


http://noic.com.br/

OC C
Angulos na circunferéncia : b

Como [ é o incentro do triangulo ABC', podemos tracar a bissetriz Al que inter-
secta a circunferéncia circunscrita em D e concluir que Z/DAC = ZBAD = a.
Logo, os arcos DB e C'D sao iguais, pois sao enxergados pelo mesmo angulo «
(DB = CD = 2a). Assim, concluimos que as cordas DB e C'D sao iguais.

Agora, devemos provar que ID = DB. Seja E o ponto de intercessao da
bissetriz C'I com a circunferéncia circunscrita, assim, podemos escrever que BE =
EA = 2p. Dessa forma, temos que o angulo ZDCFE = % = a+ . Ja o angulo
ZDIC, por ser interno a circunferéncia circunscrita, é a média dos arcos que ele

enxerga. Logo, ZDIC = % =a+p.
5. /DIC = Z/DCFE = ADIC é isosceles

Logo, BD = DC' =1D. [l

6.3 (OBM 2019- Nivel 3) Problema 3

Sejam w; e wy duas circunferéncias de centros C e Cy, respectivamente, que
se cortam em dois pontos P e (). Suponha que a circunferéncia circunscrita ao
triangulo PCC5 intersecte w; novamente em A # P e w; novamente em B # P.
Suponha que B estd no interior do tridngulo PAB. Demonstre que () é o incentro
do triangulo PAB.
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p
<

(imagem 1)

Primeiro, vamos ligar os centros aos pontos de secancia. Perceba que PCy =
QCy = BCy =1, (I) (raio da circunferéncia w,), da mesma forma PC; = QCy =
ACy =1, (II) (raio da circunferéncia wy).

Logo, os triangulos C1PA e CoPB sao isosceles, /C1PA = ZC1AP = «a e
LCyPB = ZCyBP = [ (imagem 2).
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(imagem 2)

Ligando os segmentos PC4 e PC5, conclui-se que PC1Cy = [, pois é um
angulo inscrito na circunferéncia wy e enxerga o arco PCy = 2(3. Analogamente,
PCyCy = a pois enxerga o arco PC = 2« (imagem 3).
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(imagem 3)

Porém, os tridngulos PC1Cy e QC1C5y sdao congruentes, pois PCy = QCs (1),
PC; = QCy (II) e o lado C1Cy é comum. Logo, ZPC1Cy = LCC1Q = e
LPCyCy = Z£C1C5Q = a. O angulo ZBC,C5 vale metade do arco que ele enxerga,
logo /BC,Cy = BQC = % = (. Logo, concluimos que C, () e B sao colineares,
pois ZC,C1QQ = £ZBC,Cy = [. Analogamente, (5, () e A sdo colineares, pois
LC1C50 = ACL,Ch = o (imagem 4).
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(imagem 4)

Concluido, como ZC1BA enxerga o arco AC, = ZC1BA = %l = 27“ =a«ae
LCyAB = BZ2 = 2 — 3 Assim:

/PBQ = /QBA=a

/PAQ = /QAB = 8

= BQ é bissetriz do ZPBA e AQ é bissetriz do ZPAB. Como ) é o ponto de
encontro das bissetrizes, () é o incentro do triangulo PAB. O
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