LISTA 1

v ‘
' ’ﬁ/ \ SELECAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS

ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

Instrucoes Gerais

1. Cada aluno deve enviar um arquivo tnico por lista no formato PDF pelo Gradescope da seletiva.
Na plataforma, o aluno deveréa marcar quais paginas correspondem a quais questoes.

2. A lista é composta por 6 problemas, 5 deles valendo 10 pontos, e 1 valendo 20 pontos.
3. Antes de enviar o arquivo, verifique se a sua solugao esta legivel.

4. Caso opte por deixar uma questdo em branco, essa informacdo deve ficar explicita (coloque
"Pulei a questdao X" na resolugdo da questdao X-+1).

5. O titulo do arquivo devera seguir a formatacao: “ ‘N° aluno’ - Lista 1”. Por exemplo, se seu
nimero é 19, envie o arquivo com titulo “19 - Lista 1.”

6. As solucoes de duas ou mais questoes ndo podem estar em uma mesma pagina;

7. No canto superior esquerdo das paginas informe: “N2 aluno - Q(N° questao) ". Por exemplo,

“19 - Q17, e no canto inferior direito informe o ntimero da pagina, por exemplo, “p.1.”

8. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolucao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.

9. A lista é totalmente individual.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)
Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)

Obliquidade da Ecliptica
Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa
Raio
Distancia média a Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica

Albedo
Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagao na Galéxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
Raio da Via Lactea (Ry )

1UA

1 pe

Constante Gravitacional (G)
Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Hubble (Hp)
Velocidade da luz no vacuo (c)
Massa do Préton

Ago medido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%2 kg
1,74 - 105 m
3,84-108 m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 10%0 kg
6,96 - 108 m
3,83-10%° W
4,83 mag
—26,7 mag
32

220 km s—!
8,5 kpc

6 mm

+6 mag

16,2 kpc
1,496 - 10 m
206.265 U A

6,67-1071 N -m? - kg—?2
8314 N -m -mol~t- K1
6,63-1073* J -5
1,38-1072 J. K2
567-1078 W -m=2. K4
67,8 km - s~ Mpc™!
3,0-108 m/s

938,27 MeV - ¢™2

656 nm
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Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Problemas

. (A Terra é oca - 10 pontos) Em sua rotina de apagar incéndios pelo universo, o astronauta
Eduardo viaja pelo cosmos em sua moderna espagonave de bombeiro, quando avista entao o
exoplaneta 2018 LLHES, do sistema V-4550-UR45. Ele possui massa M = Mg e raio R = Rg,
idénticos aos da Terra. Instigado, ele resolve seguir curso até o planeta, quando entra em desespero
ao notar uma falha no sistema mecénico da nave, forgando-o a permanecer o tempo todo com
o motor desligado, i.e., 0 movimento da nave é influenciado somente pela gravidade do planeta.
Considere que, inicialmente, a nave encontrava-se a uma grande distancia do planeta (no infinito),
e movia-se com velocidade de médulo vy, = 5,00 kin/s em relagao a ele, com um parametro de
impacto b = 1,5R conforme ilustra a figura a seguir.

(a) (2 pontos) A medida que a nave se aproxima cada vez mais do planeta, Eduardo resolve
se acalmar e aceitar seu destino cruel. Em um certo momento, a espagonave colide com a
superficie do astro. Definimos ¢ como sendo o menor angulo entre o vetor velocidade da
nave imediatamente antes do choque e a linha radial do planeta. Calcule o angulo .

(b) (4 pontos) Calcule o angulo 3, que caracteriza o ponto de colisdo da nave com o planeta.

(c) (4 pontos) Para a surpresa (e alivio) de Eduardo, ele continua vivo ap6s o choque, e a
espagonave adentra o planeta. La dentro, ele percebe que o planeta é, na verdade, oco.
Eventualmente, a nave deixa o planeta depois de certo tempo, e continua viajando indefini-
damente pelo espago. Calcule o angulo de desvio § na trajetoria da nave, i.e. o menor angulo
entre o vetor velocidade inicial v, e o vetor velocidade da nave depois de muito tempo.
OBS: Considere que a velocidade da nave é inalterada logo antes e logo apés
colisoes com as paredes internas ou externas do planeta.

Solugao:

(a) Primeiramente, é necessario perceber que a orbita da nave é hiperbolica, pois a energia
mecéanica é

2
mus,

E=FEy= >0 (1)
Chamando de u a velocidade no momento do impacto, conservemos a energia mecanica
entre o infinito e o momento da colisao:
2 2
V5 GM

_U
) R

/ ©)
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Isolando u:

2GM
vgo+GT 3)

u =

m mbém, qu momen ngular nave é constante. mbre- u
Sabemos, também, que o momento angular da nave é constante. Lembre-se que essa
quantidade possui moédulo

L =mrug (4)

Sendo v, a componente da velocidade perpendicular ao vetor posigao (utilizamos a
origem do sistema de coordenadas no centro O do planeta). Conservando o momento
angular entre o infinito e o momento do impacto:

buy, = Rusing (5)

Isolando sin ¢ e substituindo u de (3):

sinp = bo 01 (6)
" Ru R . 20M
V2R
Por fim:
b 1
@Y = arcsin EW = 37,70 (7)
vZ R

(b) Serao apresentadas duas possiveis solugoes.
Solugao 1: Sem calculo

Nesta solucgao, faremos o uso de propriedades da hipérbole. Antes de impactar o planeta,
a trajetoria do planeta é um arco de hipérbole; no entanto, para auxiliar na visualizacao,
desenhamos a hipérbole completa na figura abaixo, mostrada em vermelho. C; é o
centro da hipérbole, O = F} é o centro do planeta e foco primario da hipérbole, F5
¢ o foco secundario e E o ponto de impacto no planeta. Além disso, a é o semi-eixo
maior da hipérbole, e b o semi-eixo menor, equivalente ao parametro de impacto. No
esquema figuram também os angulos relevantes ¢ e 8 e as assintotas da hipérbole em
questao (retas vermelhas tracejadas). Lembre-se que as assintotas sdo retas que tendem
a tangenciar a hipérbole em seus extremos no infinito.
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Precisaremos utilizar a equacao da hipérbole em coordenadas polares:

a(e? —1)
r(e) = 1+ ecosa

(8)

Sendo « positivo no sentido horario, com a = 0 no periastro. Obtenhamos, primei-

ramente, a e a excentricidade e.
conhecidos utilizando a energia total da 6rbita hiperbdlica:

o GMm _ mvgo
2a 2
GM
a=-5"
UOO

Podemos determinar a em funcdo de parimetros

9)

(10)

OBS: Utilizamos a convengao a > 0. Caso o estudante optasse por convencionar a < 0,

a energia total estaria acompanhada de um sinal negativo.

Para encontrar e, basta lembrar que

c
e=—
a

Sendo ¢ a distancia focal, que obedece a relagao
? =a? + b

Logo:

b2 v2b\?
=/l )
a? +<GM)

A partir de agora, definimos k = , por simplicidade, e portanto vale que

2
vZ b

V1 + K2

K

e =

(11)
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Substituindo (14) em (8):

b
- 15
r@) K+ V1+ K2cosa (15)

Veja que, para r = R, a = m — (8 + 1), sendo 1 o dngulo entre as assintotas e a reta
que liga os focos (conforme mostra a figura), de forma que

b vZb

Sendo assim:

b

b
= 17
k+V1+rk2cos(m—(B+v)) k—+V1+rk2cos(B+ ) (a7)
Desenvolvendo:
b
"R
L) — 18
cos (B + 1) V14 k2 (18)
P Kb
B = arccos 1—}22 — 1) = arccos \/l—l—iR;? — arctan <—> (19)
Por fim:
GM b
2
B = arccos veb R

— %22 | arctan (@> = 54,1° (20)
1+ —GM 2 o |
vZb

O seguinte diagrama pode facilitar o entendimento:

Solugao 2: Com calculo
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Utilizaremos um misto de coordenadas cartesianas para a velocidade (%, ,) e coorde-
nadas polares para a posigao (r,#), conforme mostra a figura. Aplicando o teorema do
impulso nos eixos = e y, temos:

M
MUy — MU = JFwdt = f Grzm cos Odt (21)
muy — 0 = JFydt = J G]\/.Qfm sin Odt (22)
r

Perceba que as equagdes acima envolvem o tempo ¢ como varidvel de integracao, o
que nao é apropriado no nosso caso. Podemos trocar a varidvel de ¢ para o angulo 6
utilizando a definicdo do momento angular:

de
L =mriw =mr®— 23
mrtw =mrt o, (23)

do
Sendo w = — a velocidade angular da particula em torno de O. Performamos, entao,

o truque de isolar o diferencial dt:

mr

= 24
dt 7 do (24)
Substituindo (23) em (21) e (22):
O GMm
Vg — Voo = f 7 cos 0de (25)
0
" GMm
vy = J 7 sin 6d@ (26)
0

Perceba que eliminamos a dependéncia direta de r na integral, e a variavel de integragao
passa agora a ser . Sacando as constantes para fora da integral, fazendo o limite
superior ser § = 3, e integrando, obtemos:

Uy — Vop = % 06 cos 0df = 'Uoi\i sin (27)
Uy = b : sin 0df = % (1 —cosf) (28)
Note que substituimos L = mwvyb. Temos, entao:
Uy = (1 + ksin B) vy (29)
Uy = K (1 —cos fB) v (30)
E, pelo teorema de Pitagoras:
u? =l + uz (31)
Substituindo as quantidades, obtemos
1+ 2% = (1 + wsin B)? + x*(1 — cos 3)* (32)
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2b
1+fn =1+ 2ksin B + k?sin? B + k% — 2k2 cos B + K2 cos? 3 (33)

Rearranjando os termos e lembrando que sin? 3 + cos? 8 = 1, temos

H—%=ncosﬁ—sinﬂ (34)

Agora, dividamos ambos 0s membros da equagao por /1 + xk2:

b
P
R 1 .
= 0s f — ———=-sin 35
V1+ k2 V1+k2 p V1 + k2 p (35)
Perceb " L in ¢ A
erceba que cosy = ——— e siny = ——, logo:
V1 + K? V1 + K2
b
P
R _ cos ) cos B — sinysin 8 = cos (¢ + ) (36)
1+ K2

Na ultima linha, foi utilizada a expressao para o cosseno da soma. Isolando 3, por fim,

temos:
b b
T E i E ( 1) 4.1 (37)
B = arccos | —== | — ¢ = arccos | —= | — arctan (k™) = 54,1°
V1 + K2 1+ k2

Reproduzindo o mesmo resultado obtido na solugao 1.

(c) Solugao 1 - Sem calculo

Antes de mais nada, temos de entender o movimento subsequente da nave apos o impacto
com o planeta. Como o planeta é oco, a forga sentida pela nave em seu interior é nula,
e portanto ela se move em uma linha reta pelo segmento E.S com velocidade constante
i, até atingir o ponto S, de onde penetra para fora do planeta. Como a espagonave
entra e também sai do planeta com velocidade i, a trajetoria apos a saida - que seréd
também um arco de hipérbole - h& de ser simétrica a trajetoria antes da entrada. Veja
atenciosamente a seguinte construgao geométrica:
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No esquema acima, a hipérbole em vermelho (de focos O, Fs, e centro C1) esté associada
a trajetoria da nave antes de entrar no planeta, e a hipérbole em azul (de focos O, Fy,
e centro C) e esta associada a trajetoria apos sair do planeta. As retas tracejadas em
vermelho e azul correspondem as assintotas de cada hipérbole. Pelo motivo ja discutido,
a hipérbole azul e a vermelha s&o simétricas, de forma que uma é a reflexdo da outra em
relacdo a reta m, a mediatriz do segmento SE. Na imagem consta também o ponto A, a
intersecgao de uma das assintotas de cada hipérbole, que pertence a reta m. Para reduzir
a poluicao visual e focar no necessério, veja a figura abaixo, que destaca o tridngulo
AAOB, sendo B o ponto gerado pela intersec¢ao do prolongamento do segmento OF e

a assintota horizontal da hipérbole vermelha:

Nesse triangulo, vale que

2

_|_

™

2

p+p=m
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Entao, finalmente:

\ 5 =2(8—¢) =328 (39)

Solugao 2 - Com calculo

A solugao sem célculo consiste no uso das equagoes (25) e (26) de forma apropriada.
Perceba que essas equagoes sao validas apenas para r > R, i.e. fora do planeta. Por-
tanto, entre o momento em que a espagonave estd no ponto S (v; = uy, Vy = Uy €
6 = m—2¢+ ) e quando ela retorna novamente ao infinito (v; = v, €089, vy = Vo, sind
e =m+4), temos que:

M m+48
Vop COS 0 — Uy = GM cos 6do (40)
(Y =20+
GM T+8
Voo SIN0 — uy = — sin 6d6 (41)

Uoob T—2p+8

Substituindo u, e u,, retomando a definicao de x e performando as integrais temos, de
(40):

Voo €080 — (1 + K8in B) vy = KUy [sin (7 + §) — sin (7 + 5 — 2¢)] (42)
E, de (41):
Voo Sind — K (1 — cos B) vy = Kvgy [— cos (T + &) + cos (m + 5 — 2¢p)] (43)

Desenvolvendo, obtemos as equagoes abaixo:

cosd + ksind =1 + &[sin (8 — 2¢) + sin ] (44)

sind — kcosd = K[1 — cos B — cos (B — 2¢)] (45)

Resolvendo-se qualquer uma das equagoes acima, obtemos o mesmo resultado de [
previamente encontrado na solugao 1.

2. (JuvenSat - Parte 2 - 10 pontos) Conforme mencionado na questao 7 da prova teorica de
Barra do Pirai, o lendéario astronomo Juventino langou um satélite que (acidentalmente) realiza
uma 6rbita eliptica ao redor da Terra.

Os dados fornecido por Juventino sobre esse satélite naquela questao incluiam apenas pontos em
que a velocidade radial era nula.

Juventino ficou incomodado com a auséncia de uma velocidade radial em seus dados. Por isso,
ele decidiu realizar alguns calculos para determinar a velocidade radial maxima do satélite.

Ao invés de calcular valores numeéricos, Juventino decidiu que os parametros obtidos nos itens a
seguir deveriam estar em func¢do apenas do semieixo maior (a), da excentricidade (e), da massa
da Terra (M) e de constantes fisicas e matemaéticas.

(a) (8 pontos) Calcule a distancia entre o satélite e a Terra nos momentos em que a velocidade
radial do satélite (em modulo) é maxima.

(b) (1 ponto) Calcule a anomalia verdadeira do satélite nos momentos em que a velocidade
radial do satélite (em modulo) é méxima.
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(¢) (1 ponto) Calcule a velocidade radial maxima do satélite (em modulo).

Observagao: Juventino jamais faria esses calculos sem provar rigorosamente que a velocidade
radial calculada corresponde efetivamente ao valor maximo. Portanto, respostas que partam do
pressuposto de que a velocidade radial méxima ocorre em determinados pontos na o6rbita nao
serao consideradas.

Dica: A regra da cadeia para derivadas é a seguinte:

dy _ dydu
dr = dudx

Solugao:

(a) A velocidade radial (v,qq) do satélite pode ser calculada com base na velocidade total
(Viotal) € na velocidade tangencial (viqn):

2 .2 2
Urad = Vtotal — Vtan

A velocidade total pode ser obtida por meio da equagao vis-viva:

r a

2 1
vt20tal =GM ( - )

A velocidade tangencial pode ser obtida a partir da expressdao do momento angular:

L = mugnr

Combinando as equagoes:
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Utilizando a regra da cadeia:

doag  WGM (2= 1) = (E) (M (- 1) - (5)°)

i@ (4)) "

o\ —1/2 )
duraa _ 1 GM 2N (£ —2GMr—? + 27“_3L—
dr 2 r a mr m?2

Nos pontos de velocidade radial maxima e minima, essa derivada é igual a zero:

1 L2\ L2
GM (=—-=)-— —2GMr~2+2r 32 ) =0
2 r a mr m2

Existem duas possibilidades para a expressao ser igual a zero. A primeira é a seguinte:

LQ
—2GMr? +2r = =0
m

E possivel escolher um ponto conhecido da o6rbita para substituir o momento angular
na expressao. Nesse caso, o ponto escolhido foi o perigeu:

amPGM (2 - 1) a?(1—¢)?

—2GMr~2% + 2r S
m

_7«_|_<a(12_e)—(11)a2(1—6)2—0

r=2a(l—e)—a(l—e)?
=a(l—e)(2—1+¢)

=a(l —é?)

Essa distancia corresponde aos momentos em que o satélite esta no latus rectum da
elipse.

O segundo caso em que a derivada é nula é o seguinte:
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ou(3-1)-(2) -

L2

Utilizando a expressao obtida anteriormente para ;*3:

L—2r+a(1—62):0
a

As solugdes dessa equagao s@o as seguintes:

2a + +/4a% — 4a2(1 — €2)
r =
2

r=at+av1—1+¢2

r=a(lte)

Essas solugoes correspondem ao apogeu e ao perigeu. Nesses pontos, a velocidade radial
é nula.

Dessa forma, a tnica solugao valida é |r = a(1 — €?) |.

(b) Utilizando a equagao polar de uma elipse:

a(l—e?)

"= 1+ e=*cos(0)

~a(l—e?)
a(l ) = 1+ e cos(0)
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1+excos(d) =1

excos(d) =0

cos(0) =0

[0 = 90° ou § = 270°

(¢) O modulo da velocidade radial pode ser calculado por meio da expressao obtida no item

A:

Urad = \/GM <a(12€2) — i) _GM(;((11_6622)))2
Vrad = \/GM (2;(1(1__6232)> _ GM@
s = ot (22 D)

Urad = 6\/%

3. (Estudando Enceladus e Elasticos - 10 pontos)

1. Estudo de elasticos

Em quarentena por suspeita de COVID, André, impedido de ir ao teatro, precisa de novos meios de
se divertir. Encontrando um elastico de constante elastica k em seu apartamento, nosso cientista
poe dois dedos dentro do elastico e brinca de estica-lo. Suponha que a distancia entre eles segue
uma func¢ao no tempo:
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— Zo A
ddedos(t) = 7 + (1 — B - cos [%])3

Figura 1: Representacao esquemaética da situagao proposta

Considere que zy é o comprimento natural do elastico, de todo o fio de borracha que circunda os
dedos de André, e que A, B e T sao constantes tais que: 0 < A; B = 0,0045; 0 < T

Obs: todos os graficos da questao podem ser plotados com computador.

(a)

(1,5 ponto) Encontre a expressdo e construa o grafico da energia potencial em fungéo do
tempo.

(0,5 ponto) Houve variacao de energia cinética entre o inicio e o fim de um periodo?

(0,5 ponto) Observamos que, eventualmente, a energia potencial do elastico aumenta e
diminui. Qual a origem da energia que é convertida em potencial quando aumenta? Em que
tipo de energia o potencial se converte quando diminui?

(1 ponto) Encontre a poténcia média dissipada.
2. Estudo de Enceladus

Enceladus é um satélite de Saturno conhecido por seu Oceano interno a uma camada de
gelo superficial. Uma das provaveis causas do nao-congelamento completo do astro é o
aquecimento de maré. Considere que Enceladus é uma composicao de trés elasticos - que
exercem forga quando esticados ou comprimidos, assim como molas de constante elastica
K. = 7,61 - 10 N/m - orientados perpendicularmente entre si em eixos x, y, e z; cada
elastico se comporta segundo a forca de maré projetada em seu eixo.

(3 pontos) Construa um grafico da distancia de Enceladus a Saturno em funcao do tempo.
Para isso, é necesséaria uma simulacao de computador. Vocé pode utilizar, por exemplo Excel,
Python, ou outro programa.

(2 pontos) A fungao representada por esse grafico ndo tem solugdo analitica. Podemos,
porém, criar uma aproximagao analiticamente simples. Com base no formato do grafico,
é possivel de se fazer uma aproximagao vulgar, isto é, um chute. Faca uma aproximacgao
vulgar da funcdo que possui tal grafico. e depois construa um grafico do erro relativo de sua
aproximagao. Qual o maior médulo de erro relativo?

(1 ponto) Considere que a massa de Enceladus esta concentrada em seis pontos, cada qual
com um sexto da massa do astro. Esses seis pontos estao nas intersecgoes entre a superfi-
cie do satélite e os trés eixos definidos e, na nossa analogia da primeira parte, eles atuam
analogamente aos dedos de André - exceto que nao realizam trabalho de operador. Faga
um diagrama vetorial que represente as diferencas vetoriais entre a aceleracao gravitacional
em cada um desses pontos - devido exclusivamente & atragao gravitacional de Saturno - e
a aceleracao no centro de massa de Enceladus. Para cada diferenga vetorial, o diagrama sé
deve representar sua componente no eixo correspondente ao ponto que representa. Ou seja,
faga um diagrama das aceleragoes diferenciais nos seis pontos.
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(h) (1 ponto) Calcule a poténcia média dissipada pelo aquecimento de maré.

(i) (1 ponto) Calcule a temperatura média de Enceladus, considere que sua tunica perda de
energia térmica ocorra por emissdo de corpo negro. Essa temperatura consegue suportar
agua em estado liquido? Sabemos, por imagens de sondas, que o astro abriga um oceano sob
sua superficie congelada. A partir dos resultados obtidos e das constatagoes experimentais,
conclua brevemente sobre a existéncia de fontes alternativas de energia térmica nesse satélite.

Dados:

e Massa Enceladus: m. = 1,08 - 102°kg

e Raio Enceladus: R. = 2,52 -10°m

e Albedo Enceladus: A, = 0,81

e Semi-eixo maior Enceladus: a. = 2,37 - 108m
e Perfodo orbital Enceladus: T, = 1,18 - 10°s

e Excentricidade orbital Enceladus: e = 0,0045
e Massa Saturno: mg = 5,68 - 1026kg

e Semi-eixo maior Saturno: ag = 1,43 - 102m

e Diagrama de Equilibrio de Fases da Agua:

Tempe ratura
oK 50K 100K 150K 200K 250K 300K 350K 400K 450K 500K 550K e00K 50K

TPat o DM
e | X|(hexigcnalt -

100GPa | 100 K, 62 GPa 1 X 1 Mbar

Vil VI i

| 100 kbar

10GPa |
5.00 K, 2.216 GPa
1GPa 0 kbar
.4 MPa
Pa
a Ponto critico
100MPa | 647.096 K| 1 kb
% - - (373946 *C),
Sq Liquido 22064 M
100MPa | - 100 bar
1
4 Xl e iiiiilih
§ WP I T Obar
a (ortor- Chialis kbt ; oy Ll
rémbico) 1 kP kP
1001 Ponto de fusoalatm | -A[p | Ponto de ebulicdoa1atm o
27315 K (0 I‘C].ml.azskl‘-‘a 2981 373,15 K (100 *C), 101 325 kPa
10kPa | Il 00 mbar
]
i
1kPa | 10 mhbar
' Ponto triplo sdlido/liquido/vapor
| 273.16 K (0.01 *€), 611657 Pa
ieePal 1 11 mbar
' Vapor
10Pa | | 100 pibar
1Pal ; (RESEONANNENSRESNERNNNRANSNEADMERSHL T - .

250°C 200°C -150°C -100°C -50°C  0°C  S50°C 100°C 150°C 200°C 250°C 300°C 350°C

Figura 2: Diagrama de equilibrio de fases da dgua. Autoria: Cmglee. Fonte: https://pt.wikipedia.
org/wiki/Ficheiro:Phase_diagram_of_water.svg. Acesso em 27,/02/2022

Solugao:

Errata: Os valores dos itens desta questao deveriam somar 10 pontos, todavia somam 11,5.
Para a correcdo, o valor de cada item foi multiplicado por 10/11,5.
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(a) O comprimento do elastico é:

del = deedos =y + 24 ot 1\ 3 (46)
(1 — B - cos [T])

Se zg é o comprimento natural do elastico, a deformacao em fungao do tempo é:

2A
x = 3 (47)
(1 — B - cos [%D
Pela expressao da energia potencial elastica:
kx? k-4A2
e — M _ 5 (48)
2 2(1—B~cos[%])

Outra forma de pensar:

O elastico age como se fossem duas molas em paralelo, cada qual com comprimento
xy = /2. Como a constante elastica de uma mola é inversamente proporcional ao seu
comprimento, a constante de cada uma das molas em paralelo é k' = 2k.

O comprimento de cada uma dessas molas em paralelo é:

A
diedos = xh + (49)
*" (1-B-cos[2])”
A deformagao de cada uma em funcao do tempo:
A
2 = 3 (50)
(1 — B - cos [%])
A energia potencial de cada mola é:
o k' (2')? _ 2k - A2 (51)
2 2(1—B-COS[%D6

A energia potencial do elastico é a soma das energias potenciais de cada uma das molas:

A A2
€=2¢ = hoda 6 (52)
2 (1 — B - cos [%])

Sendo assim, construimos o gréfico:
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Energia Potencial Elastica x Tempo

2,06
2,04
2,02

2,00

e/ kA2

1,98
1,96

1,94

(b) Nao, pois sendo a energia cinética uma fungao de estado, ela ndo varia entre o inicio e
o fim de qualquer ciclo.

Quando se fala em variagao, considera-se o fim menos o inicio. Sendo assim, afirmar
que "houve variacao"porque variou durante o caminho é impreciso. Por ser a primeira
lista, porém, essa resposta foi considerada.

(¢) Quando aumenta, a origem da energia potencial recebida é a cinética do elastico e o
trabalho de operador exercido por André. Quando diminui, o potencial se converte
principalmente em cinética e em energia térmica. Também seria possivel citar a energia
sonora ou a energia associada a deformagao dos dedos de André ("marquinha"), mas
para os fins desta questao, isso sera desprezado.

(d) Observe as situagoes em t = 0 e t = 0,57. Como o eléstico inicia parado e termina
parado (o potencial tem derivada nula, o que implica que a distancia entre os dedos
também tem, logo a velocidade relativa é nula nos pontos), ndo houve variagdo de
energia cinética. A queda de energia potencial elastica, portanto, é igual a energia
térmica dissipada.

2% - A2 2% - A2
CE 0B w0’ (1-B cos[r])" (53)

Como essa € toda a energia dissipada no periodo, a poténcia média é obtida dividindo-a
pelo periodo:

2%k - A2 1 1
P= = — 5 (54)
T [1— B] [1+ B]
2k - A2 1 1 0,1k - A2
P= = — =] = (55)
T [1—0,0045] [1+ 0,0045] T

(e) Para realizar essa simulagao, havemos de lembrar algumas equagoes da mecanica celeste.
Seja r a distdncia entre os astros, v a anomalia verdadeira:

dv _ v/ G(me +mg) - a(l — €2) (57)

dt r2
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v(t+dt) =v(t) + % -dt (58)
Em t = 0, o algoritmo comecard arbitrando anomalia nula, calculando a respectiva
distancia por (8) e, a partir desta, a velocidade angular por (9). Depois de um intervalo
pequeno (dt) - usou-se 1/10.000 do periodo -, o computador calculara a nova anomalia
verdadeira por (10) - utilizando a velocidade angular calculada anteriormente -, a nova
distancia por (8), e a nova velocidade angular por (9), e assim sucessivamente. Ao final,
faremos um gréfico da distancia calculada (em unidade de semi-eixo maior) em fungéo
do tempo (em unidade de periodo orbital):

Distancia por tempo (simulada)
1,005
1,004
1,003
1,002

1,001

0,999
0,998
0,997
0,996
0,995

Resolver o problema em coordenadas cartesianas é mais trabalhoso e acumula um erro
maior, porém também é possivel. Usemos a orbita relativa em um referencial nao inercial
com origem em Saturno. Vamos definir que o plano xy coincide com o plano da o6rbita
relativa, que o eixo x coincide com a linha das apsides, com o sentido positivo apontando
para o periastro, que o eixo z coincide com o polo norte de translacao da érbita relativa,
e que o eixo y torna o sistema dextrogiro ("sistema de mao direita"). Vamos emprestar
as seguintes equagoes referentes a orbita relativa:

re(t +dt) =ry(t) + %dt (59)
dry
ry(t +dt) = 1y (t) + Edt (60)
dry dry d?r,
E(t +dt) = E(t) + e dt (61)
dry _dry d27’y
E(t + dt) 7t (t) + 2 dt (62)
d27'$ G Me +Mg)7ry
72 (t+dt) = — ( 2/)3 (63)
(r2 + 7'5)
&>r G(me + mg)r
dt;’ (t+dt) = — ( 2/)3 Y (64)
(279
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Em ¢t = 0, o algoritmo comecard arbitrando que Enceladus se encontra em periastro.
Conhecemos r,(0) = a(1 —e) e 7,(0) = 0. Como, nessa posicao, a velocidade é per-
pendicular & érbita, conhecemos v,(0) = 0 e v,(0) = 1/G(me +mg)(1+e€)/a(l —e).
A partir das posigoes, calculamos as aceleragoes nos respectivos eixos para a posicao
inicial por (15) e (16). A iteragdo continua calculando-se a nova posi¢ao por (11) e (12),
as novas velocidades por (13) e (14), e as aceleragoes por (15) e (16), e assim em diante.
Para essa simulagao, usou-se um passo de 1/100.000 do periodo. Terminada a iteragao,

a informagdo que queremos é r = , /r2 + 2. Ao final, faremos um grafico da distancia

calculada (em unidade de semi-eixo maior) em fun¢ao do tempo (em unidade de periodo
orbital). Perceba, pelos valores distintos de periastro por exemplo, que uma quantidade
10 vezes maior de pontos ainda resultou em um grafico muito mais impreciso:

Distancia por tempo (simulada)

1,006
1,004

1,002

0,998
0,996

0,994

[=]
(=]
Fud
(=]
F-
o
=}
o
ta
[

(f) O formato sinusoidal computado permite estimar que a fungdo pode ser aproximada
para um MHS. No caso:

() ~ a (1 e cos [QT”D (65)

Podemos plotar o grafico tanto do MHS quanto do erro relativo entre a aproximagao e
a primeira simulagao:

Distancia por tempo (MHS)
1,005
1,004
1,003
1,002
1,001

0,999
0,998
0,997
0,996

0,995

[=]
=]
o
[=]
S
[=]
o
[=]
T
-
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Erro relativo - aproximag¢do de MHS

0,000005

0,000000

[} 80000 100000 J#120000 140000

-0,000005
-0,000010
-0,000015
-0,000020

-0,000025

O valor méaximo do médulo do erro relativo é na ordem de 2 - 1072, o que nos garante
uma boa aproximagao. Esse modelo (distancia por tempo aproximadamente um MHS)
tem erro relativamente baixo para érbitas de baixa excentricidade no geral.

Para a segunda abordagem, o grafico o erro relativo é dado:

Erro relativo (aproximacao MHS)

0 04 0,6 0,8 1
-0,0001
-0,0002
-0,0003
-0,0004
-0,0005
-0,0006

-0,0007

-0,0008

-0,0009

O valor méaximo do médulo do erro relativo é na ordem de 8 - 10~4. Esse valor é mais
associado ao erro da propria iteragao do que ao erro da aproximagao de MHS, o que
reforga o fato da abordagem pelo plano cartesiano, mesmo com 10 vezes mais pontos,
oferecer resultados muito mais imprecisos. Estratégias que utilizem coordenadas polares
nao raramente sao preferiveis para o problema de dois corpos.

Para nossa tripla de eixos, iremos definir que um deles (o x por exemplo) é radial, ou seja,
aponta sempre para Saturno, enquanto os outros dois sdo tangenciais e perpendiculares.
Nesse caso, se os centros dos astros distarem r, teremos a seguinte geometria:
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Para o centro do planeta, a aceleragao é:

Gms
ac = —3 (66)
Para a ponta mais proxima:
Gmg Gmg 2R,
TRy (1 ! ) ©7)
Para o ponto mais distante:
Gms Gms 2Re
= ~ 1—— 68
@p (r+ Re)? r2 ( r ) (68)
Para qualquer ponto de eixo tangencial (y ou z), a forga projetada no eixo é:
o GmsRe  GmsRe (| 3R\ _ GmsR. (69)
T (r2+R 2)3/2 T8 22 ) T g3

Assim, construimos o diagrama:
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2GmgR, ._|' I|—> 2GmgR,

GmgR,
73

(h) Como cada ponto contém um sexto da massa do astro, a forga em cada ponto é:

wGmgmeR,
Fmaré = L a 70
6o (70)

Em que w alterna entre 1 e 2 dependendo de a qual elastico nos referimos.

Um elastico esticado exerce a mesma forca em suas extremidades, igual a forca elastica.
Nesse exemplo, se assumirmos que Enceladus est4a em uma sucessao de quase-equilibrios
- a variacao de raio é pequena e lenta -, essa forga sera justamente a de maré.

wGmgme R,
Kegxe=—F"— 71
v 613 (71)
= wGmgmeR, i (72)
6K a3 <1 —e-cos [%])
A situagao é analoga & primeira parte do problema:
A =wGmgsmeR./6K.a?
B = e =0,0045 (73)
T=T,
Sendo assim:
0.1 2G2 2.2 P2
Jdw G*mem?Z R (74)

Pmarée = 36Ke agTe

A poténcia total é a soma de todos os trés elasticos:
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p 01 (12 + 1% + 22) G®*m%im?2R?
mare 36 K,aST,

(75)

0,6 (6,67 - 10~11)7 (1,08 - 102°)* (5,68 - 1026) (2,52 - 10°)°
Prgre = = (6 ) (. )6, - )" (2 ) =0,12GW  (76)
36-7,61- 108 (2,37 - 108)° 1,18 - 10°

(i) O fluxo que chega a Enceladus é:

Lo

= —F (77)
4ﬁa%
A poténcia absorvida por Enceladus é:
L LoR%(1 — A)
_ 201 0 _ 0fle
Paps = TR2(1 — A) T 1 (78)
3,83 - 1026 (2,52 - 10°)” (1 — 0,81)

abs = = 564GW (79)

4(1,43-1012)*

Observamos que a poténcia de maré é desprezivel comparada a poténcia absorvida.

A poténcia irradiada é:

Py = 47 R200* (80)

Piy = 47 (2,52-10°)%5,67-107%0% = 4,5-10* -6 W/K* = 4,5-107°-0%. GW/K* (81)

No equilibrio:

Pma,ré + Pabs = Pirr (82)
0,12 + 564 = 4,5-107° - 62 (83)
0. = 60K (84)

A partir do diagrama de equilibrio de fases da &gua, observa-se que nenhuma pressao
suporta agua liquida em equilibrio para essa temperatura, portanto o planeta seria frio
demais para abrigar um oceano interno. E sabido, porém, que esse oceano existe, o que
leva & conclusao de que ha outras fontes de energia térmica presentes no planeta.

4. (Toy Story - 10 pontos) Ao descobrir que ira receber seu proprio filme em Junho de 2022,
o famoso astronauta Buzz Lightyear decide voltar ao espago para garantir que suas técnicas de
astronautica estarao em ponto para as gravagoes do longa-metragem. Para sua estadia, ele escolhe
ficar em uma espagonave geoestacionaria.

(a) (1 ponto) Qual é o periodo e o raio da orbita de Buzz Lightyear? Em que plano ela esta
contida?
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(3 pontos) Para uma das cenas do filme, Buzz tera que acertar sua propria nave com um
tiro dado por um rifle localizado dentro de sua espagonave. Considere que a bala sai com
2000m/s da arma e que sua orbita estd no mesmo plano da 6rbita da nave. Qual é o angulo
com relagao a reta que liga a espagonave ao centro da Terra que Buzz teréd que mirar seu rifle
para que a bala atinja a nave nas proximas 40 horas? Nao é necesséario provar que somente
um angulo satisfaz essa condicao.

(3 pontos) Buzz deseja que, no referencial da Terra, a trajetoria da bala esteja contida
integralmente sobre a reta que liga a posi¢ao da nave no momento de disparo ao centro do
planeta. Assim, encontre* a velocidade inicial, no referencial da Terra, que a bala deve
ter para satisfazer a condi¢ao de Buzz e ainda atingir a nave. Faca isso sem utilizar calculo
diferencial e integral.

*Para encontrar uma resposta numérica, seria necessario utilizar programas de computador.

Para este item, é suficiente descrever como vocé encontraria a velocidade solicitada caso
tivesse acesso a um programa que resolve qualquer equagao - transcendental ou nao.

(3 pontos) Nos pos-créditos, Buzz ira acertar sua nave com um rifle cujos tiros saem com
velocidade entre 0 e 300m/s. Entretanto, tal rifle s6 aponta para o proprio sentido de
movimento da nave. Qual é o menor tempo de viagem possivel da bala até que ela atinja a
espagonave?
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Solugao:

a)

Por definicdo, uma orbita geoestacionaria é uma oOrbita circular contida no plano do
Equador com seu periodo de rotagao exatamente igual ao periodo de rotagao da Terra.
Pela tabela de constantes, o periodo de rotacao da Terra (dia sideral) é‘ To = 23h56min04s

Agora, para calcular o raio R dessa Orbita basta usar a terceira lei de Kepler:

472 RS

3 / G]W@TO2
GM@ = RO N 47T2

T2 =

Substituindo os valores:

Ry~ 4,22-10"m

A nave se move com velocidade:

- 27TRO
= T

Vg = 3080m/s

Sendo ug a velocidade com que a bala sai do rifle, entao a bala comegaré a se mover
com velocidade em relacao a Terra w = vy + iy, em que o angulo entre v e iy pode ser
livremente variado. Sabemos que a bala ird descrever uma trajetéria eliptica com foco
no centro da Terra.

Obviamente, a bala s6 pode atingir a nave em pontos onde as trajetorias da bala e da
nave se intersectam. Isso corresponde a intersec¢oes entre uma elipse e uma circunfe-
réncia e, nesse caso, ha 2 intersecgoes, ja que qualquer satélite tem apenas um perigeu
e, nesse caso, o perigeu nao pode estar a uma distdncia maior que Ry, afinal um dos
pontos da orbita (o ponto de onde a bala é disparada) com certeza esta a uma distancia
Ry.

Dessas 2 intersecgoes, uma delas é o ponto em que a nave se encontra no momento do
disparo. Podemos provar qualitativamente que é impossivel a bala atingir a nave na
outra intersec¢ao da seguinte forma:

Seja A e B os dois pontos de interseccao, consideremos dois casos:

e Caso 1: wy < vg

Nessa situacgao, pela energia mecéanica total, o semieixo maior a da 6rbita da bala
sera menor ou igual a Ry e, consequentemente, como T oc a®/2, entéo o periodo T}
da orbita da bala sera menor ou igual ao periodo T da nave (T} < T).

A partir da figura abaixo, note que a distancia AB; percorrida pela bala entre A e
B é maior que a distancia ABy percorrida pela nave (AB; > ABy). Ainda, como
wy < vg, entao, pela conservagao de energia mecéanica, durante toda a trajetoria
de A até B a bala tera uma velocidade w menor que wg, afinal ela estard a uma
distancia maior que Ry. Logo, sua velocidade serd sempre w < vy quando estiver
entre A e B.
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Portanto, como AB; > ABy e w < v, o intervalo de tempo Atsp, para a bala
ir de A a B é maior que o intervalo de tempo Atap, da nave (Atap, > Atap,).
Ou seja, é impossivel acertar a nave nesse caso pois os intervalos de tempo nao sao
iguais.

Por fim, vale notar que se a bala for disparada do ponto B de forma a percorrer o
trajeto BA7, também néo é possivel termos um mesmo intervalo de viagem, porque:
Ty <T = Atap, +Atpa, < Atap,+Atpa, = Atpa, < Atpa,+(Atap,—Atap,)
e, como Atap, — Atap, < 0, entdo Atpa, < Atpa,. Ou seja, novamente os
intervalos de tempo de viagem da bala e da nave nao podem ser iguais.

Caso 2: wg > vg

Aqui, por argumentos similares, temos To > T e, pela imagem ¢é evidente que
BA; < BAgy. Pela conservagdo de energia, a velocidade w da bala entre B e A é
sempre maior que wy e, portanto, w > vyg.

BA

Logo, Atpa, < Atpa,. E lembrando que 75 > T, podemos analisar a trajetoria
entre A e B. Temos: AtAB2, + AtBAz > AtABO + AtBAO = AtA32 > AtABo +
(Atpa, — Atpa,), mas Atpa, — Atpa, > 0, entdo Atyp, > Atap,. Novamente,
verificamos que nao é possivel ter a igualdade entre os intervalos de viagem da bala
e da nave.
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Agora, sabemos que nao é possivel atingir a nave na intersec¢ao em que ela nao se
encontra no instante do disparo. Portanto, nos resta apenas analisar se é possivel
atingir a nave no ponto em que a bala é disparada e rapidamente percebemos uma
solucdo trivial: basta fazer a bala ter um periodo orbital de NTy (em que N é um
nanero natural) afinal, dessa forma, tanto a bala quanto a espagonave estardo no mesmo
ponto e colidirdo apos NTj. Outra solugdo aparentemente possivel seria fazer a bala ter
um periodo orbital de Ty/N, de forma a colidir com a nave ap6s Ty, entretanto pode-se
mostrar que para todo valor de N natural, a bala colidirdA com a Terra e, portanto,
nao é uma solucao vélida. Logo, o periodo orbital da bala deve ser NTy. Mas como o
enunciado pede que a colisao ocorra dentro de 40 horas, entao a tnica solugao é N = 1.

Note que o enunciado dizia que nao era necessario provar que ha apenas uma solugao,
portanto, bastava perceber que a solu¢ao tinica é o caso trivial em que a bala encontra
a nave no mesmo ponto do disparo apés Tj.

O resto se resume a descobrir em que angulo se deve disparar para manter o mesmo
periodo orbital. Para isso pode-se usar o seguinte raciocinio. Primeiro observe que da
terceira lei de Kepler, o periodo orbital T' se relaciona com o semieixo maior a como
T o a®/2.

Portanto, se queremos manter 7', o semieixo maior precisa ser fixo. O semieixo maior
esta relacionado com a energia total como:

GM®mbala

Etotal = - 2

Como podemos ver, fixar o semi-eixo maior significa que a energia total precisa perma-
necer constante e como energia total = energia cinética + energia potencial, a velocidade
total da bala e da espagonave precisam ser iguais no instante em que a bala é disparada
(w = ’UQ).

Isso pode ser facilmente alcangado fazendo o angulo entre 7y e g tal que ¥y, Wy e
W formam um tridngulo isosceles. A partir de geometria simples, obtém-se o angulo
desejado. Abaixo esta uma figura da situacao:

Nave

. iy
0

Terra

Pelo esquema:
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(180° —2a)+a—90° =60 =6 =90° — «

Basta encontrar o dngulo «. Pela lei dos cossenos:

Ug

vg = vE + ud — 2uguy cosa = cosa = 5
Vo

Portanto:

0 = 90° — arccos <u0> ~ 18,9°
21}0

¢) Para que a bala atinja a nave, queremos que o seu tempo de voo seja igual a um
multiplo do periodo da nave ao redor da Terra (ty0, = N - Toph). Vamos calcular a
velocidade no caso em que N = 1 para depois generalizarmos.
No referencial da Terra, temos a seguinte orbita:

A 4

\
k ! Orbita eliptica com e — 1

Note que este é um problema de elipse degenerada, ou seja, a orbita eliptica possui uma
excentricidade que tende a 1, fazendo-a proxima de uma reta. Para encontrarmos a area
varrida pela bala, precisamos lembrar que uma elipse de semieixos a e b nao passa de
um circulo de raio a cujas coordenadas foram multiplicadas por b/a. Isso quer dizer que
podemos encontrar a area S associada & elipse multiplicando uma 4rea S’ associada a
um circulo que representa a elipse “esticada” por um fator b/a. Visualmente:
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D\“*——

Assim, sendo S a 4rea varrida na elipse pela bala e S’ a area em azul, temos que
S = 5" b/a. Podemos encontrar S’ por:

S" = ma® —0a® + Ha

-R
onde H = y/Rg(2a — Rg) é a menor distancia de B até a reta AC e cos = w).
a

Perceba que s6 subtraimos da érea total a area do setor circular DOB e somamos a area
3

GMg

3 p—
tvoo:Pi: a o —2cos~! [ & Fe +2 Re 2_@
wab GMg a a a

Agora, temos que t,o, = N - 24h. Sendo v, a velocidade inicial da bala no referencial
da Terra, temos, por conservacao de energia:

do poligono ABOD. Assim, sendo P = 27

, temos:

v GMg  GMg 1

- 0= —
2 Ry 2a 2
Ry GMg

Assim, com um programa de computador, seria possivel encontrar o valor de a - e,
consequentemente, v, - para qualquer dado valor de N.

Nesse caso, como a bala é disparada no mesmo sentido de movimento da nave, a tnica
maneira de fazer a bala e a nave colidir é fazer a bala e a nave se encontrarem no ponto
de intersegao original apés um certo nimero de rotagoes orbitais. Nao hé outros pontos
de intersecdo porque o ponto onde a bala foi disparada serd o perigeu de sua oOrbita,
portanto, todos os outros pontos da érbita da bala estarao mais distantes do que Ry,
fazendo com que o circulo e a elipse se intersectem apenas no ponto do disparo.
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Agora, vamos encontrar o periodo orbital méximo e minimo da bala. Se a velocidade
que a bala sai do rifle for u, entao sua velocidade no referencial da Terra é vy + u.

A energia total por massa expressa no ponto onde a bala foi disparada é:

Eiotal _ GM@ _ (UO + u)2 _ GM@

Mpala 2a 2 RO

Portanto, o semieixo maior da o6rbita é:

Pela Terceira Lei de Kepler:

T2 a3 a \*?
= =T=T(—
2R ( )

Entao:

B Ro(vo + u)2>3/2

T=Ty|2
0( GMg

A velocidade u pode ir de 0 a 300m/s, entdo o periodo orbital pode variar de T'(u =
0) =Tp a T'(u=300m/s) = 1,417.

Seja At o tempo de viagem da bala, entdo At = nTy = mT, em que n e m sao nimeros
naturais. Como queremos minimizar o tempo da viagem, entdo queremos encontrar o
menor valor possivel para n. Como vimos que Ty < T' < 1,417 e temos T' = *Tj,
entao:

1< <141
m

Disso, sabemos que n > m. O menor valor possivel para n que satisfaga essa desigual-
dade é m + 1. Portanto:

m+ 1

1
<141 = — <041 = 041m > 1
m

Agora, basta encontrarmos o menor valor de m para o qual temos 0,41m > 1 e facilmente
percebemos que m = 3. Logo, n = 4.

Entao, o menor tempo de viagem possivel é:

| At = 4T, = 95h44min16s

5. (Seguranca em primeiro lugar - 10 pontos) Balype, um curioso estudante de Ensino Médio,
cotado para representar o Brasil nas olimpiadas internacionais de astronomia, foi projetar o seu
foguete para a prova da MOBFOG 2022. Apos diversos testes e planejamentos, ele atingiu o
modelo ideal, e estava pronto para conquistar mais uma medalha de ouro, mas antes precisava
fazer alguns calculos de trajetoria para ter certeza de que seu foguete nao atingiria nada sem
querer.

(a) (0,5 pontos) Considerando um plano zy, onde o eixo = é o chdo da area de langamento, e
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que o foguete esta, inicialmente, na posicéo (0, 0), calcule, para um dado z,, qual a maxima
altura y, que o foguete de Balype pode alcancar, e diga qual é o formato que o envoltério
de todas as possiveis trajetorias assume. Assuma que a velocidade inicial do foguete é v, e
a gravidade g é constante.

Anos se passaram, e agora Balype é o mais novo cientista brasileira da NASA, mas logo em seu
primeiro ano de trabalho ja enfrenta um grande problema: um asteroide gigante, seguindo em
orbita parabolica, se aproxima do Planeta Terra. Desesperados, os cientistas veem como tnica
saida explodir o asteroide bem quando ele estiver passando pelo seu periélio, a uma distancia
rp < r7 do Sol, em que rp = 1 UA. Para tanto serd lancado, a partir da Terra, um foguete com
um missil, o qual sera entao posto em uma Orbita eliptica heliocéntrica de transferéncia, com o
intuito de ao fim ser colocado em uma é6rbita circular de raio 7.

(b) (1 ponto) Assim, para a situagdo de urgéncia que os cientistas enfrentam, o foguete com
o missil deve ser colocado em sua o6rbita final o mais rapido possivel. Decida, mostrando
os célculos, se é melhor usar uma Transferéncia de Hohmann ou uma Transferéncia
bi-eliptica. De acordo com a sua resposta anterior, encontre uma expressao para o tempo
L., necessario para colocar o foguete com o missil na 6rbita circular heliocéntrica de raio 7.
Considere que o afélio da elipse de transicao na Transferéncia bi-eliptica é r,,, = 7.

Apés planejarem toda a missao, Balype percebeu que, para verificar se tal alternativa (explodir o
asteroide com o missil) era mesmo viavel, eles deveriam checar se nao ha nenhum risco de algum dos
pedagos remanescentes do asteroide colidir com a Terra (j4 que, por ser um corpo celeste gigante,
mesmo seus destrogos poderiam causar danos severos a alguma cidade do planeta). Assuma que,
ap6s a explosao do asteroide em seu periélio, varios pedagos sao lancados em todas as dire¢oes
com velocidades de mesmo moédulo v, e que as 6rbitas de todos possuem energia total negativa.

(c) (5,5 pontos) Determine a velocidade maxima v = vp,q, (em funcdo de rp,, rr, G e M) que
os destrocos podem ter ao serem langados, de modo a assegurar que nenhum deles colida
com a Terra. Além disso, encontre o formato e os parametros (em funcao de rp,, G, M e v)
que o envoltorio de todas as possiveis trajetérias dos pedagos possui.

Por fim, alguns dias antes do langamento, mais um problema surge para o jovem cientista Balype.
A previsdo do tempo, no Cabo Canaveral, indicava grandes chances de nevasca (um evento raris-
simo na regiao). Por sorte, como a tecnologia de foguete reutilizavel da SpaceX ja estava difundida,
Balype bola um plano: langar o foguete hoje para outro ponto da Terra e langa-lo de l4.

(d) (3 pontos) Supondo que o outro ponto de langamento e Cabo Canaveral estejam em um
mesmo circulo maximo e separados por um angulo de 90° medido a partir do centro da Terra,
determine a velocidade minima de langamento vy,;, (em fungio de G, do raio da Terra Rr e
de sua massa Mr) que o foguete deve assumir para que a missao seja cumprida e qual deve
ser o angulo de langamento com a horizontal nessa situagao.

Solugao:

(a) Primeiramente, devemos achar a equagdo da trajetoria de um langamento obliquo, isto
é, y em funcao de z. Para isso, podemos utilizar as equagoes de movimento normais e
isolar o tempo:

x:v0c059~t:>t:voi)sa (85)
t2
y:UOSine-t—% (86)
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Assim, substituindo o valor de ¢ obtido em (1), temos que:

2
- z g - g 2

— vy sind _9 —tan o - —I . 87

Y= tosm (wmosﬁ) 2<v0cost9) v 203 cos? 6 v (87)

A féormula obtida é a equacdo da parabola e prova que, sob gravidade constante, a
trajetoria do corpo é uma parabola. Veja, agora, que podemos interpretar o enunciado
da seguinte maneira: em quais ponto (z,y) ha algum angulo 6 que torne possivel alcangar
esse ponto. Entao, pegamos os extremos. Para isso, comecemos utilizando que:

——— =1+tan%0 88
cos2 6 +tan (88)
Assim,
93«"2 2 9172 2 9552

Portanto, como estamos tratando de um ponto (:L'p,yp) especifico, queremos ver até qual
limite ha solugao para a equagao

2

T
tan?6 + z, - tanf — (ng ) (90)

2
9Ty
T 9.2
2v;

Utilizando que A > 0 para haver solugbes reais, temos que:

2 2 2 2

2 9Tp 9Ty 2ug 9Ty
—4—= = | >20=— —4y,—4=—= =0 91
“p 202 Ut 202 = g Yr 203 (01)

Entao,
2
Vo g 2

_ 20 _ . 92
yp 29 21}(2) xp ( )

Perceba que essa equacao representa o envoltorio de todas as trajetorias, ja que nenhum
ponto fora dela pode ser atingido. Por isso, tal curva é conhecida como Parabola de
Seguranga.

Nesse item, devemos ver qual das duas possuiria um tempo menor de voo, ji que a
Terra esté enfrentando uma situagao de urgéncia. Para a Transferéncia de Hohmann,
temos que:

1, 1 2r (rp+rr\*? 7 (rp e\’
ty=-P==- : == (2L (93)
2 2 VGM 2 vVGM 2

No caso da Transferéncia Bi-eliptica, temos que:

EORGRIIN

™

vVGM

1
tp = §(P1 —|—P2) =

Como ryy, = 1),
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ty = s <7"T+rm)3/2+<rm+rp)3/2 S s (TT+TP)3/2+7“3/2 -
vVGM 2 2 VGM 2 p

< s <Tp + TT)3/2 —¢ (95)
VM 2 -

Logo, ty sempre serd menor que tg, o que leva os cientistas a escolherem a Transfe-
réncia de Hohmann para realizar a missao. Assim,

™ Ty, + 1T 3/2
= ( v T) (96)
vVGM 2

Primeiramente, devemos analisar o quao longe um destrogo pode chegar. Isso sera dado
pelo destroco que se desloca inicialmente no sentido inverso do raio que liga o ponto de
explosao P ao Sol. Assim, temos que:

mvziGMm GMm:>1127GM_ GM

= — — — 97
2 Tp Tmazx 2 Tp Tmazx (97)
Entao,
2GM
Tmax = Wz (98)
—v
Tp

Como queremos que nao haja possibilidade de nenhum destrogo atingir a Terra, devemos
fazer rpq, < rp. Ou seja,

2GM 9 1 1
72GM71)2 <rp=0 <2GM(TPTT) (99)
Tp

Portanto,

Vmas = \/2GM (1 - 1) (100)
Tp rT

Agora, provaremos esse resultado de uma maneira mais forte achando os parametros do
envoltorio de todas as possiveis trajetorias. Tal envelope representa o limite que algum
destrogo pode atingir, entao basta garantirmos que a Terra esta fora dele. Para tanto,
a primeira coisa a perceber é que, como todos os pedagos possuem energia negativa e
saem com a mesma velocidade, eles executam érbitas eliptica com o mesmo eixo maior,
j& que este s6 depende da energia especifica do corpo. Na figura a seguir, temos uma
possivel o6rbita de um dos destrogos destacada:
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Devido a simetria cilindrica da situagao em relagao & linha SP, basta analisarmos um
plano arbitrario que a contenha. Assim, como um dos focos deve ser comum a todas
as elipses (o Sol S), a distancia de P para o outro foco também deve ser fixa, ja que a
soma das distancias de um ponto aos dois focos deve ser igual & medida do eixo maior.
Entao, o outro foco esta em um circulo de raio 1 com centro em P dado por:

r1 =2a—SP (101)

Considerando, agora, um ponto arbitrario Q do plano, se alguma trajetoria eliptica
passar por ele, o seu foco deve estar em um circulo de raio ro centrado em Q dado por:

re = 2a — SQ (102)
Assim, veja que trés casos sao possiveis:

. Se o circulo de raio ro intersecta o de raio r; em dois pontos, entao hé duas trajetorias
elipticas possiveis que passam pelo ponto Q.

. Se o circulo de raio r; nao tem ponto em comum com o de raio 71, entdo nenhuma
trajetoria eliptica passa por Q e ele esta fora do envelope.
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3. No caso limite, que é o de tangéncia, h4 apenas um foco possivel (F’) para a trajetoria,
entao apenas uma passa por Q, ou seja, Q esta no envelope.

De tal modo, do terceiro caso segue que:
PQ =1 +7ry=(2a—SP)+ (2a— 5Q) (103)
Ou seja,

PQ + 5Q =4a— SP = cte (104)

Portanto, os pontos do envelope formam uma elipse com focos nos pontos P e S. Devido a
simetria cilindrica, o formato do envoltério é um | Elipsoide de Revolugao ‘ de eixo maior
4a — SP. Como SP =1, ¢

GM ?* G GM
_ I (105)
2a 2 Tp 2GM
Tp
Temos que
gy e 2GM | (2GM 41ty
e Rc) S <2GM —rp?) 2 (106)
-
Tp
E a excentricidade
c Tp 2GM — rpv2
_¢_ Tpv” 1
c a  2ad 2GM + rpv? (107)

Assim, a distancia maxima que um pedaco do cometa pode atingir seria a do afélio do envol-

torio eliptico ao sol, que é 7,4, = % + % = 2a. Portanto,
2G M
Tmax < T'T = W <Trr (108)
— 2
Tp

O que nos leva ao resultado obtido anteriormente para v,,qz-

(d) Nesse item, ha métodos geométricos que fazem com que o problema seja resolvido sem o

uso da elipse de seguranca (técnica anterior), mas a ideia central dessa solugao recai na
demonstracao da elipse de seguranga. Portanto, utilizaremos aqui a técnica demonstrada
para que possamos ver uma de suas muitas utilidades.
Perceba que, para se ter a velocidade minima, o ponto M a ser atingido deve estar
exatamente na elipse de seguranca, pois caso a velocidade fosse um pouco menor nao
seria possivel atingi-lo. Assim, utilizando geometria bésica, vemos que a distancia desse
ponto ao centro da terra é rp; = Rp e ao ponto de langamento (o outro foco da elipse) é
lyr = Rp+/2. Entéo, temos que o eixo maior da elipse de seguranca sera 2a’ = Iy;+7ryr =
Rr (1 + \/5), e vimos anteriormente que esse eixo maior é igual a 4a — SP = 4a — Ry,
onde a é o semieixo maior da trajetoria do foguete. Portanto,

:RT(2+\/§)

4a—RT=RT(1+\/§)=a y

(109)
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Além disso, utilizando a conservacao de energia mecénica, chegamos ao resultado espe-

rado:
GMr Ry (2 + \/5) 2\/§ GMr
a = = = Umin = : (110)
2GMy 4 242 Ry

Ry — Ymin

Racionalizando, obtemos que

Vmin = \/2 (v2-1) \/Cg\f (111)

Por fim, para calcular o &ngulo de lancamento, utilizaremos a propriedade reflexiva da
elipse, que diz que a normal a tangente em um ponto é a bissetriz do angulo formado
pelos segmentos que ligam o ponto aos focos, como podemos ver na imagem a seguir:

Veja que, por simetria, o segundo foco da trajetoria do foguete estd na bissetriz de
PCM. Além disso, como PC + PF5 = 2a, temos que:

PF; = Rp (14—?) — Rp :RTg (112)

Portanto, PFoC' = 90° e FoCP = F,PC = 45°. Logo, pela propriedade reflexiva,
a = % = 67,5°. Com isso, obtemos facilmente que o &ngulo com a horizontal 3
vale o — 45°. Entao,

(13)
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Obs.: Caso queira ver mais sobre elipse de seguranga e suas aplicagoes, recomendo a
leitura do artigo “Families of Keplerian Orbits". Além disso, a ideia do ultimo item
também apareceu na prova teorica individual da IOAA 2021 e de uma maneira mais
generalizada no Problema 1 da Physics Cup 2012. Em ambos, sao utilizadas outras téc-
nicas algébricas/geométricas para chegar no resultado obtido com a elipse de seguranga.
Porém, no geral, tudo se vale das ideias que usamos para demonstré-la.

6. (Cometa 1044 - 20 pontos) Eduardo, um dos grandes astronomos de nosso tempo, possui uma
rotina de observagao do céu. Durante o mapeamento da esfera celeste, ele descobriu um cometa
peculiar que orbita o Sol, o qual batizou de 1044. Com os dados coletados, nosso renomado
cientista foi capaz de determinar alguns dos parametros orbitais do cometa, sendo eles:

e Excentricidade da orbita: e = 1,00

e Argumento do periélio: w = 126,46°

e Inclinagao orbital: ¢ = 93,22°
Além de obter esses pardmetros, Eduardo organizou os seus dados referentes a 1044 na tabela
abaixo. MJD refere-se & Data Juliana Modificada em que a observacao foi feita; dg é a distancia

entre o cometa e a Terra; dg é a distancia entre 1044 e o Sol; 7y a separacao angular entre o cometa
e 0 Sol, quando vistos da Terra; e A\g, a longitude ecliptica geocéntrica do Sol.

MJID | de (UA) [ do (UA) |7 () [ X0 ()
59380 3,196 3,074 74,0 84,2

59387 3,225 3,060 71,6 90,8

59396 3,272 3,045 68,2 99,4

59403 3,316 3,034 65,2 106,1
59410 | 3,364 3,025 | 62,1 | 1128
59417 3,416 3,018 58,8 119,5
59427 | 3,492 3,010 | 54,0 | 129,0
59434 3,545 3,007 50,7 135,7
59441 | 3,507 3,005 | 473 | 1424
59448 3,646 3,004 44,2 149,2
59458 | 3,709 3,007 | 40,0 | 1588
59465 3,746 3,010 37,5 165,6
59472 3,777 3,015 35,5 172,4
59479 3,800 3,022 34,1 179,2
59488 3,818 3,033 33,4 188,1
50495 | 3822 3,044 | 338 | 1950
59502 3,817 3,055 35,1 201,9
50500 | 3.802 3,060 | 37.2 | 20838

Agora, ajude Eduardo a analisar os dados obtidos!

a) (4 pontos) Usando papel milimetrado, construa um gréfico de distancia do cometa ao Sol
versus Data Juliana Modificada.

b) (2 pontos) Estime o dia MJD em que o cometa est4d no periélio, bem como o valor da
distancia minima r, entre 1044 e o Sol.

Para os itens que seguem, focaremos apenas nas cinco primeiras observagoes da tabela de
Eduardo. Sabe-se que o cometa passou pelo nodo ascendente de sua 6rbita antes de M JD = 59380
e que 0 nosso astronomo observou o cometa a leste do Sol em todas essas cinco observagoes.
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¢) (4 pontos) Para a situacdo descrita acima, obtenha uma expressdo que permita calcular
a latitude ecliptica geocéntrica do cometa em fungao, somente, dos dados disponibilizados
por Eduardo e de constantes fisicas e astrondmicas. Analogamente, obtenha outra para a
longitude ecliptica geocéntrica.
Dica: esboce a situacao, desenhando o plano da Ecliptica, Sol, cometa e Terra. Além disso,
talvez seja 1til usar a equagao polar da conica conveniente...

d) (3 pontos) Construa uma tabela semelhante & de Eduardo, mas com apenas trés colunas:
MJD; latitude e longitude ecliptica geocéntrica.

Eduardo também é fissurado em cartas celestes. Assim, ele resolveu esbogar a trajetoria de 1044
em uma, que representa o céu de seu observatorio no dia 21 de setembro de 2021 (M JD = 59479).
Faga o mesmo que ele! Para tanto, utilize a imagem contida ao final da questao.

e) (1 ponto) Primeiramente, estime a latitude do local de observagdo de Eduardo.

f) (1 ponto) Trace o Meridiano Local e estime o Tempo Sideral Local.

g) (4 pontos) Esboce a trajetoria do cometa para as cinco primeiras observagoes de Eduardo,
usando os dados de sua tabela construida no item (d). Se necessario, consulte catalogos ou
sites que contenham coordenadas eclipticas de estrelas para usar como referéncia.

h) (1 pontos) Quais constelagoes a trajetoria do item anterior cruza?
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Solugao:

Comentario: o cometa 1044 é, na verdade, C/2020 M5 (ATLAS). Todos os dados de orbita
e observagoes sao veridicos, obtidos de Astro Vanbuitenen e In the Sky.

a) O grafico requerido devera ser como segue:
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Distancia do cometa ao Sol vs. MJD

3.06+
=
2
©
o 3.04+
g ¥ * Dados
o]
é — Curva de Interpolagéo
®
a 3.02+
3.00+

59380 59400 59420 59440 59460 59480 59500
MJD

b) Conforme o item anterior, tem-se:

Distancia do cometa ao Sol vs. MJD

3.06+
<
=
°
(7]
o 3.04r ¢ Dados
©
o
g —— Curva de Interpolacéo
«T
@
o 3.02r-

3.00

59380 59400 59420 59440 59460 59480 59500
MJD
Logo,
rp = 3,004 UA

MJD,, = 59445,8

¢) Primeiramente, esquematiza-se o plano da érbita do cometa:
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Cometa

Ecliptica Sol

em que v é a anomalia verdadeira. Note que a posigao do nodo ascendente foi deter-
minada com o uso do pardmetro argumento do periélio. Logo, a variagao de anomalia
verdadeira do cometa entre sua posicao atual e o nodo descendente sera:

180° — (w — v)

Projetando-se a orbita na esfera celeste,

Desse modo, obtém-se o dngulo € por Lei dos Senos:

sinf = sini sin (v 4+ 180° — w)
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Vale ressaltar que nas cinco observagoes em anélise, o cometa ainda nao passou pelo
periélio, de modo que v s6 assume valores positivos. Logo, da equacao polar:

2r,

r(v)

- 1+ cosv

A tabela de Eduardo nos fornece r(v), bem como calculamos r, no item (b). Assim,
pode-se obter v para as 5 observagoes e, consequentemente, 6.

Agora, incluindo a Terra, tem-se:

yCometa

Cl

C' é a projecao do cometa na Ecliptica. Por trigonometria, e relacionando-se com a
equagao polar, obtém-se a latitude ecliptica:

d d 2
sinﬁz—Qsirﬂ:—@sini sin [arccos [ 22 — 1) + 180° — w
dg dg do

Do triangulo no plano da ecliptica, por lei dos cossenos,
(docos0)® = rg + (dg cos B)* — 2rgdg cos B cos AN
Como o cometa esta a leste do Sol,
A =)Ao+ AX

e, portanto,

A =A@ + arccos

r& + (dg cos 3)? — (de cos 0)?
2rgdg cos 8

0 pode ser obtido em termos de 7, e dg), dados dos quais dispomos.

d) A tabela seria:

MID [B() [2()
59380 | 65,2 | 133,1
59387 | 62,3 | 138,1
59396 | 58,6 | 143,7
59403 | 55,9 | 1475
59410 | 53,2 | 150,9
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e) Da carta, por proporgao, estima-se a altura do polo elevado. Assim, obtém-se| ¢ = 56,0° N]|

f) O Meridiano Local seré:

Nota-se que a estrela dCyg, cuja ascensao reta é 19h45min, encontra-se bem proxima
ao Meridiano Local. Logo, o Tempo Sideral Local é | TSL=19h45min |.

g) Com os valores de latitude e longitude ecliptica, sabe-se que o cometa esta na regido de
Ursa Maior e Dragao. Consultando os dados dessas coordenadas para tais constelagoes,
consegue-se esbocgar a trajetoria abaixo:
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h) As constelages pelas quais 1044 passa sdo | Dragao e Ursa Maior |
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