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Instrucoes Gerais

1. Cada aluno deve enviar um arquivo tnico por lista no formato PDF pelo Gradescope da seletiva.
Na plataforma, o aluno deveréa marcar quais paginas correspondem a quais questoes.

2. A lista é composta por 6 problemas, com os 5 primeiros valendo 10 pontos e o tltimo valendo
20 pontos.

3. Antes de enviar o arquivo, verifique se a sua solugao esta legivel.

4. Caso opte por deixar uma questdo em branco, essa informacao deve ficar explicita (coloque
"Pulei a questao X" na resolugao da questao X-+1).

5. O titulo do arquivo devera seguir a formatacao: “ ‘N° aluno’ - Lista 4”. Por exemplo, se seu
ntmero é 19, envie o arquivo com titulo “19 - Lista 4.”

6. As solugoes de duas ou mais questoes ndo podem estar em uma mesma pagina;

7. No canto superior esquerdo das paginas informe: “N2 aluno - Q(N° questdo) ". Por exemplo,

“19 - Q17, e no canto inferior direito informe o niimero da pagina, por exemplo, “p.1.”

8. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolucao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.

9. A lista é totalmente individual.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg) 5,98 - 10%* kg

Raio (Rg) 6,38 - 106 m

Aceleragao da gravidade superficial (gg) 9,8 m/s?

Obliquidade da Ecliptica 23°27 Terra
Ano Tropical 365,2422 dias solares médios

Ano Sideral 365,2564 dias solares médios

Albedo 0,39

Dia sideral 23h 56min 04s

Massa 7,35 -10%2 kg

Raio 1,74 -10% m

Distancia média a Terra 3,84-108 m Lua
Inclinagao Orbital com relagao & Ecliptica 5,14°

Albedo 0,14

Magnitude aparente (lua cheia média) —12,74 mag

Periodo Sideral 27,32 dias

Periodo Sinédico 29,53 dias

Massa (Mg) 1,99 - 1030 kg

Raio (Rg) 6,96 - 10 m

Luminosidade (Lg) 3,83-10%6 W

Temperatura (7t) 5778 K

Magnitude Absoluta (Mg) 4,80 mag Sol
Magnitude Aparente (mg) —26,7 mag

Diametro Angular 32

Velocidade de Rotagdo na Galaxia 220 km s~!

Distancia ao Centro Galatico 8,5 kpc

Diametro da pupila humana 6 mm

Magnitude limite do olho humano nu +6 mag Distancias
1UA 1,496 - 10* m e tamanhos
1 pe 206.265 U A

Constante Gravitacional (G) 6,67-10"1 N -m? . kg—?2

Constante Universal dos Gases (R) 8314 N -m-mol~! K1

Constante de Planck (h) 6,63-10734 J - s

Constante de Boltzmann (kp) 1,38-10723 J - K2 Constantes
Constante de Stefan-Boltzmann (o) 567-10 %W .m=2.K* Fisicas
Constante de Hubble (Hp) 67,8 km-s~t- Mpc—!

Velocidade da luz no vacuo (c) 3,0-10% m/s

Massa do Préton 938,27 MeV - c2

AHo Mmedido em laboratorio 656 nm
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Problemas

1. (Acrecao estelar - 10 pontos) Considere um cenério hipotético no qual uma estrela esta rodeada
por uma enorme nuvem de poeira e gas, material o qual orbita a estrela hospedeira em trajetorias
keplerianas circulares. Devido a efeitos dissipativos, o raio das érbitas das particulas é reduzido
lentamente, até tornar-se eventualmente muito proximo do raio da estrela, fazendo com que a
matéria seja acretada. Considere que, no processo de acrecao, a energia cinética das particulas é
totalmente assimilada & energia da estrela, e que esse processo ocorre de forma continua.

(a) (8 pontos) Se em um determinado momento a estrela é similar ao Sol, mostre que este
sistema implica uma relagao Massa-Raio para a sua evolucao temporal, do tipo

M o« R®

E encontre o expoente . Assuma que a estrela ndo rotaciona, e que sua distribuicdo de
massa é homogénea, permanecendo assim durante todo o processo de acregao. Ignore, para
as contas deste item, a produgdo/irradiagido de energia no interior da estrela.

(b) (2 pontos) Considerando a estrela atualmente semelhante ao Sol, posicione-a aproximada-
mente no Diagrama HR abaixo quando seu raio tornar-se 30 vezes maior. Mais perto de qual
das principais regioes ela se encontrara? Considere, simplificadamente, que o aumento de
massa inerentemente altera as propriedades evolutivas da estrela, e que ela sempre irradia
€OmMoO um COrpo negro.

Dica: Consulte lesta paginal caso precise utilizar alguma relagao Massa-Luminosidade para
o item (b).
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Figura 1: Diagrama HR.

Solugao:

(a) As particulas que estdo na iminéncia de serem acretadas se movimentam ao redor da
estrela em oOrbitas circulares que tangenciam a superficie, com velocidade v = A/GM /R,
e possuem portanto energia cinética

mu? B GMm

E. =
¢ 2 2R
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sendo m a massa delas. Desprezamos a energia cinética associada ao movimento radial
de queda da matéria, pois o raio da orbita das particulas é lentamente reduzido. Como
essa energia, é, em modulo, acrescentada & energia total da estrela, o incremento de
energia da estrela quando uma massa total AM « M é acretada sera, desconsiderando
fontes de produgao ou liberagao de energia:

~ GMAM
2R
No entanto, devemos perceber que esse incremento de energia se manifesta de duas for-

mas na estrela: ele se converte tanto em energia térmica (K) como em energia potencial
gravitacional (U) do astro. Sabemos que

AFE

E=U+K
Sendo U a auto-energia potencial gravitacional de uma esfera homogénea, dada por

3GM?

5 R
Precisamos, no entanto, relacionar U e K. Como a estrela esta sempre instantaneamente
em equilibrio, podemos fazer isso por meio do Teorema do Virial, em sua forma mais

simples: —2K = U. Portanto, a relacao entre F e U, e, correspondentemente, pequenas
variacoes em F e U, é dada por

U =

U AU
EF=_—-=AFE=—
2 2

Perceba agora, observando a expressao de U, que uma mudanca AU advém tanto de
uma mudanga AM « M na massa como também de uma variagdo AR « R no raio da
estrela. Sendo assim, como a distribui¢ao de massa permanece inalterada com o tempo,
a variagdo AU associada a um incremento AM na massa e AR no raio pode ser obtida
da seguinte forma:

AU - 3G+ AM)?® [ 3GM?

5 (R+AR) 5 R

Manipulando algebricamente, temos:

AU =

3G M? AM\? AR\ ' 3aMm?
_ 1 1+—=—) +2
5R M R 5 R

Como AM « M e AR « R, empregamos a aproxima¢ao binomial (1 + z)" ~ 1 + nz,
valida para |z| « 1. Logo:

3G M2 2AM AR 3GM?
= — — j R —— =z
AU 5R <1+M>( R>+5R
AU = _3GM? 2AM AR 2AMAR N 3GM?
B 5R M R MR 5 R

Agora, desprezamos o termo com AMAR por ser de segunda ordem. Portanto, temos:

2
AU - 3GM <2AM AR)

"5 R \ M R
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Aplicando o teorema do Virial e substituindo AFE obtido no inicio da resolugao:

GMAM 3 GM? (2AM AR)

R 5 R \M R

SAM  2AM AR

3M M R
AM 3 AR
M 11 R
Tomando AR, AM — 0, utilizamos a notagao diferencial (isso ja poderia ter sido obtido
de forma mais imediata caso o aluno optasse por tomar variagoes infinitesimais dU e dF

desde o inicio, utilizando derivadas) e integramos de ambos os lados: da massa inicial
Me até M, e do raio inicial Rg até R:

aM _ 3dR (MM 3 (F R
M 1R Jy, M 11Jz R

NEANEINE NS AL
Mg) 11 \Ry) — \Ro

2 dx x
Note que utilizamos o resultado da integral f — =1In <2> . Por fim, observando
z1 xr X1

os termos no interior dos logaritmos, a tltima equagao obtida nos diz que

3
1

M (RN [y o e
Mo R

Como queriamos demonstrar. Logo, | a =

3
11 [

Utilizando a relacao massa-raio obtida, a massa M; quando o raio da estrela tornar-se
85 vezes maior seré

My = (30)1 Mg ~ 2,53 Mg

Como 2 Mg < M < 55 Mg, consultando no site, vemos que a rela¢do massa-luminosidade
apropriada a ser utilizada é L oc 1,4 - M>°. Logo:

Ly =1,4-(2,53)*° ~ 36 Lo

E, pela lei de Stefan Boltzmann, em unidades solares:

36

1/4
302> x 5800 K ~ 2600 K

L1=R%T14—>T1=<

Portanto, munidos de sua luminosidade (coordenada vertical) e temperatura (coorde-
nada horizontal), plotamos a posigdo aproximada da estrela no diagrama HR abaixo,
na forma de um ponto laranja bem cheio assinalado com uma seta. Note que a escala
nao € linear, e sim logaritmica.
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Figura 1: Diagrama HR.

Figura 2: Estrela plotada no diagrama HR.

Percebemos entao que a estrela se aproxima mais do ramo das | Gigantes vermelhas |.
Ressaltamos que nao era necessario tanta precisao ao plotar a estrela; uma posicao
que correspondesse razoavelmente aos valores obtidos e colocasse a estrela proxima &
regido mais proxima citada poderia ganhar pontuacao cheia. Além disso, utilizar a Lei
de Stefan-Boltzmann nao era estritamente necesséario, uma vez que sabemos de quanto
aumentara o raio da estrela, e o diagrama apresentado possui linhas de raio constante
que ajudam no posicionamento. Ademais, estudantes que nao obtiveram a relacao
massa raio desejada mas performaram etapas da solucao corretamente podem ganhar
pontuagao cheia no item, mesmo que a resposta possa divergir bastante do gabarito.

Anexo: Calculo da auto energia potencial gravitacional total, U, de uma
esfera homogénea de massa M e raio R

A densidade da esfera é:

_3M
"~ 4AnR3

Seja uma casca esférica de massa dm e raio r com uma massa M, contida dentro dela.
A energia potencial dela é:

p

_GMrdm
r
Gp- (%777"3) p-dv
r
L AT Gr3dV
P
r

aUu =

U = —

dU =
O volume dV da casca sera:
4
V = 5777'3 = dV = 4mridr

Continuando na energia potencial da casca:

3SM\> 4,
= (=) .= 4
dU (47TR3) 37TGT aredr
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3G M?rt
dU = —Tdr
Calculando a energia total:

U R 2.4 2
3GM*r 3GM*=1
= dU’ = T dr = — RS
U L U L 7 r T 5R

Portanto:
3GM?

U=—
5 R

2. (Gravity Darkening - 10 pontos) Quando consideramos a rotagio em estrelas, diversos efeitos
aparecem nas suas evolugoes. Em particular, durante a fase de queima de H e He, podemos
considerar: 1. A mudanga do equilibrio hidrostatico interno. 2. O transporte de momento angular
e quimico por circulagao meridional e turbuléncia horizontal. 3. Os muitos efeitos na superficie
da estrela, especialmente aqueles relacionados & taxa de perda de massa. Nessa questao, iremos
abordar principalmente os efeitos 3.

(a) (7 pontos)Assim, considerando a estrela um gas de fotons, ache a expressao do fluxo F'(r)
em fungao da temperatura T'(r), da opacidade k(r), da densidade p(r) e de constantes fun-
damentais.

(b) (0,5 pontos) Considerando a equacao do desequilibrio térmico

oo L(p)
1 dp 02
- AnGM (1 —
p dr G ( 27erm>

onde () é a velocidade angular e p,, a densidade média na superficie considerada, calcule
quanto vale 3 na relagao a seguir, na qual # é uma dada colatitude na superficie da estrela:

Torp(0) ~ g (0)

Ou seja, a temperatura efetiva em uma estrela que rotaciona muda em cada latitude, efeito
conhecido como Gravity Darkening.

(¢) (0,5 pontos) Agora, considerando wy a maxima velocidade angular para uma estrela conti-
nuar existindo, calcule a razao da perda de massa no equador de duas estrelas semelhantes,
mas uma possuindo velocidade de rotacdo nula e a outra tendo w = wp/2. Assuma que a
massa delas vale M, o raio R e desconsidere a perda de massa por ventos radioativos.

Por fim, sabemos que o Fator de Eddington é dado pela razao entre a luminosidade da estrela
e a Luminosidade de Eddington, definida como a méxima luminosidade que uma estrela pode ter
e ainda permanecer em equilibrio hidrostatico.

(d) (2 pontos) Portanto, calcule o0 moédulo da Luminosidade e o fator de Eddington para uma
estrela giratoria em uma dada latitude 8, em funcao de valores ja definidos na questao.

Solugao:

(a) Como a passagem de fotons pela estrela até a sua superficie ¢ um processo difusivo
analogo ao da condutividade termal de elétrons livres em um metal, podemos utilizar a
equagao a seguir para descrever o fluxo de calor:
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F(r) = fﬁf(r)‘j% (1)

onde ks é a condutividade térmica do gés de fétons. Além disso, tratando um féton
como um gas cléassico, pode-se utilizar que

p(r) = 301e) )

onde C' é a capacidade térmica do gés de foétons por unidade de volume, [ o livre caminho
médio e {¢) a velocidade média das particulas, que pode ser igualada a velocidade da
luz. Como u = 47"T4, podemos achar C em fungao de T:

du 1670113

C=ar T

3)
Agora, devemos encontrar o livre caminho médio de um gés de fotons. Considerando
um raio de luz de intensidade Iy em um comprimento de onda A, a mudanga de in-

tensidde dI desse raio a medida que viaja pelo material estelatar é proporcional & sua
intensidade, a distancia que viajou ds e & densidade p do gas. Entao,

d_[)\ = —m\pb\ds (4)

onde a constante k) é a opacidade e o sinal negativo representa que a intensidade diminui
por causa da absorcao. Resolvendo a equagao acima, tem-se que

In(s) = Ir(0)e=*/" (5)

na qual I = 1/(kyp) pode ser interpretado como o livre caminho médio. Portanto,
pode-se obter uma expressao a seguir para a condutividade térmica do gas:

16 oT?

40 = ) ©)

Portanto, substituindo na equagao (1), obtemos que

_ 160[T(r)]* dT
R TGTOR "

De acordo com a equagao da hidrostatica,

1dp
pdr ~ 9els (8)

Entao, temos que F' oC gerr, 0 que leva a Teypp oc gij/f;. Portanto, | =1/4|.

Obs.: Veja que, pela equacgao dada, esse item poderia ser facilmente resolvido sem o
uso do item (a). No entanto, na demonstracao total, que foge do escopo dessa lista, a
equacdo obtida no item (a) é essencial para a obtencao do resultado.
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(c) Para se calcular quanto vale wg, devemos igualar a for¢a centripeta com a gravitacional,
que é quando ocorre a maxima velocidade angular permitida:

GMm GM

R ®)

mwiR =

Considerando um modelo simplificado, podemos aproximar a perda de massa no equador

como M = —L/c?. Assim, como L o Jet s, tem-se que a razao de perda de massa se d&
por:
) GM R
M, g¢g—uWw’R AR3 1 3
—_— = =1-==——=1—-—-=-=|0,75 10
v ; e 1-1-0 (10)
R2

(d) Seja ot a soma das aceleragoes centrifugas, gravitacionais e radiativas, onde

1dPrg  &F
2 Qlrad _ RY (11)

Grad = —=——=
e p dr c
onde x ¢ a opacidade média. Como Gradq € Geff = Grot + Jgrav POSSUEM & mesma dire¢do

. dp - .
(pode-se perceber isso por causa do — nas duas expressoes, que pode, na realidade, ser

r
entendido como um gradiente), e no limite de Eddington deve-se ter gio+ = 0, pode-se
ver que

C
Flim = —gers- (12)

Para uma dada latitude 0, realizando a soma vetorial da aceleragao gravitacional e da
aceleracao centripeta, temos que:

1/2
4 R? GM ?
Liim e <_R2 + Q2R cos? 9) + Q*R? sin® 6 cos? 9] (13)
Além disso, pela expressao fornecida no item (b),
L
= Z N Yets (14)
ArGM (1 — )
27Gpm,
Logo, o fator de eddington é
F Lk
I1edd = . = QQ (15)
tim drecGM (1 — >
21Gpm

3. (Disco galactico - 10 pontos) Counsidere que o disco de uma galaxia tenha uma espessura igual
a 2H, que é muito menor que o raio do disco. Sendo h o modulo da altura de um ponto em relagao
ao plano central do disco galactico, considere que a distribuicao de massa do disco em qualquer
instante é tal que a densidade p(h) nesse ponto com h < H é dada por:
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p(h) = po (1 - Z)

Inicialmente, grandes nuvens de gas hidrogénio estao em uma altura hg = 2,0kpc. Em certo
momento elas se colidem, dissipando energia, e comegam a cair em dire¢do ao plano central
galactico unicamente pela influéncia gravitacional do disco.

Considerando que a temperatura inicial do gas é desprezivel, encontre a temperatura T'(hg) do gas
quando ele chegar no plano central galactico em funcao de hg, po, H e da massa m,, das particulas
do gas, além de constantes fisicas. Apos isso, substitua o valor de hg e encontre o valor numérico
de T.

Dados: pg = 0,5 Mg /pc®, H = 2,5kpc e a massa do dtomo de hidrogénio é my = 1,67 - 10727 kg.

Solugao:

Primeiramente, precisamos encontrar o campo gravitacional em um ponto com altura h. Para
isso, aproveitaremos a simetria cilindrica do problema e utilizaremos uma superficie gaussiana
cilindrica:

- e -, - .

Disco == _-'--:_:'. .
preenchido <}~ °

- comestrelas * “F "%

Pela lei de Gauss da gravitagao:

fﬁ G- dA = —471G M,

Como os vetores ¢ e dA possuem sentidos opostos, entao:

%g-dl: —ngdA = —2gA
Para a calcularmos a massa interna a essa superficie:
h
dM = pAdh = M;,; = ZAJ p(h') dh
0

Entao o modulo da gravidade g(h) é:
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h
g(h) = 47TGJ0 p(h') dh’

Mas:

h h h' , h2
p(h) = po (1 — H> = g(h) = 47TGPOL <1 — H) dh’ = 4w Gpg (h — 2H>
A energia potencial em relagdo a h = 0 da nuvem de massa m a uma altura hg é:

ho

ho 2
U(ho) = mg(h)dh = 47TGmpOJ‘ (h — h> dh
0 0 2H

h

2 0

U(ho) = 277Gmp0h0 (1 — 3}[)

Como o enunciado diz que a temperatura inicial é desprezivel, entdo pela conservacao de
energia:

U=K

Como o gas chegard em altas temperaturas (da ordem de 10° K), ele chegara completamente
ionizado. Pode-se calcular que a energia de ionizacao é muito menor que a energia potencial
U, entao ela pode ser desconsiderada. Como o géas estara ionizado, ele estara formado por
prétons e elétrons livres e nao por moléculas de hidrogénio. Logo a energia interna da nuvem
de gas sera dada por:

K = gNk‘BT

em que N = 2m/m,, sendo m, a massa média das particulas do gas. O fator 2 se justifica
pois o elétron possui massa desprezivel e para cada proton no gés havera um elétron. Logo:

32m ho 211G ho
OEM T =2 2(1 - 20N |\ p(he) = T2 2(1- o
2 kp TGmpohg ( 3H> = |T(hg) 3tp myppohg ( 3H)

Como m, = mpy, substituindo os valores numéricos obtemos:

T~16-10°K

Observagao: Como nenhuma informagao foi dada em relagao & ionizagao no enunciado,
também serao aceitas respostas que consideram que o gés se encontrava formado por moléculas
de Hy quando chegou no plano galactico. Nesse caso:

K = gNk'BT

em que N = m/m,. Logo:

ArG h
T'(ho) = %mppoh(z) <1 - 31(;>

Note que agora m, = 2mg, entao:

T~38-10°K
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4. (Reconexao magnética - 10 pontos) A reconexao magnética ¢ um fendmeno que esta presente
em virtualmente todos os exemplos de plasmas na astrofisica. Ela é um evento em que a energia
magnética, geralmente presa por meio da conservagao do fluxo magnético, é liberada em forma
de energia cinética, geralmente em escalas gigantescas. Acredita-se que o mecanismo possui papel
fundamental em jatos astrofisicos (Figura, erupgoes solares (Figuras e na magnetosfera

terrestre.

Reconnecting
Magnetic Field Line

New Reconnected
Magnetic Field Lines

Large Coronal

Inflowing
Magnetic Field

Hot Flare
0op

New Reconnected
Magnetic Field Lines

(b) Ejegao de massa coronal em erup-

(a) Jato astrofisico de
MS87 cao solar

(¢) Reconexdo no corona
solar

Figura 3: Exemplos de reconexdo magnética, créditos NASA

Na reconexao magnética, linhas de campos magnéticos apontando em diregoes opostas reconectam
(veja |GIF), mudando a topologia do campo magnético, ou em outras palavras, quebrando a
condicdo de conservacdo do fluxo magnético. Nesse problema vamos estudar o modelo mais
simplificado de reconexao magnética, o modelo de Sweet-Parker (Figura [4)).

I
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Figura 4: Modelo de Sweet-Parker, créditos Harvard CfA

Nesse modelo, assumimos que a reconexao ¢ 2D, quase-estatica (ndo existe variagdo explicita no
tempo) e acontece em uma “lamina de corrente” retangular, com comprimento 2L e espessura
26 « 2L. Existe um campo magnético de magnitude By, invertido no eixo maior, como na figura.
O plasma tem densidade constante p, entra pela dimensao maior em uma velocidade v;,, e sai pela

dimensao menor com velocidade vgq.

(a) (1 ponto) Por meio de um argumento de conservagao de massa (a quantidade de massa que
entra em um certo instante é igual a massa que sai), encontre a seguinte relagao:

Vin, Vout

—_—~

) L
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(b) (2 pontos) Agora vamos considerar a conservacao de energia. Como a reconexao magnética
se trata de uma conversao intensa de energia magnética para energia cinética, podemos
ignorar a energia cinética do plasma que entra na regiao de reconexao e também desconsiderar
a energia magnética do plasma que sai. Combine isso com a expressao acima para encontrar:

Bin
VHop

onde vy é a velocidade de Alfvén, um parametro fundamental na fisica de plasmas.

Vout ~ VA =

Dica: A densidade de energia (energia por volume) magnética do plasma que entra pode ser
aproximada como uniforme e igual a B2, /2.

(¢) (2 pontos) Considere agora o equivalente da lei de Ohms para plasmas:
E+7xB= nf
onde 7 é a resistividade. Assuma que a resistividade é uniforme dentro da lamina e desprezivel
fora dela. A lei de Ampére no local pode ser aproximada nesse caso, dando J:

1dB 1 B,

J~ —— ~ —

Ho dx Ho 0

nva
pol”

Mostre que v, ~

Dica: Pela condicao quase-estatica, o campo magnético nao muda com o tempo, e 0 campo
elétrico perpendicular ao plano da figura 2 pode ser considerado constante no espago.

(d) (2 pontos) Um niamero adimensional atil é o numero de Lundquist, S = Lvaue/n. Sa-
bendo que S ~ 10* para uma erupcio solar, calcule §/L. Isso é coerente com as nossas
aproximagoes?

(e) (1 ponto) Encontre a taxa de energia por tempo convertida no modelo Sweet-Parker é. Vocé
deve encontrar algo em fungao de B;,, va, 1, L e constantes.

(f) (2 pontos) Substituindo valores para o corona solar, ¢ ~ 2 x 10 J/s. Uma erupc¢io solar
tipica libera cerca de 10?° joules de energia em uma hora. A descricio de Sweet-Parker é
compativel com esse valor? Se sim, dé o erro relativo na energia liberada. Se néo, cite ao
menos uma aproximacao feita que pode ser a causa da discordancia.

Solugao:

(a) A taxa de massa que entra na lamina é aproximadamente 2Lpv;, onde p é a densidade
de massa, e a taxa em que a massa sai é 20pvyy;. Igualando os dois, conseguimos

Vin/O ~ Vout/L.

(b) As taxas de energia podem ser calculadas multiplicando a taxa de volume por tempo
pela taxa de energia por volume (ou regra da cadeia, se vocé sabe calculo):

Ae _ Ae AV

At AV At

A energia que entra é totalmente magnética, entao temos:

Aey, B2
< ~ ﬂ2.[/l}zn
At 2/10

A energia que sai é totalmente cinética:
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A€oyt - pU(Q)ut
At 2

26U0ut

Igualando a energia que entra com a energia que sai e usando a expressao encontrada
em (a), encontramos:

Bin

~ =

(Y
out W

(¢) Vamos usar o campo elétrico perpendicular constante no espago. Fora da lamina, a
resistividade pode ser ignorada e temos simplesmente:

Ey —vinBiyp = 0= Ey = v, By,
onde desconsideramos v,,,; porque ela é paralela a By, (o produto vetorial sera zero).

No meio da lamina, por simetria, tanto o campo magnético quanto a velocidade sao
zero. Portanto, a lei de Ohms fica:

1 B,
Eg=nJ=n—=—"
o O
Igualando os campos fora e dentro, obtemos:
—
" pod

Usando o resultado de (a) para substituir §, finalmente:

nva
poL

Vin ~
(d) Agora encontramos a fragio pedida:

O _ Wi [ M g
L Vout UA/J’OL

Para S ~ 10, §/L ~ 1077, Isso é consistente com & « L.

(e) Como deduzido no item b, Ae/At = € é:

B2 L
i Blugpy, « Bigy 104 _ el
2410 210 poL

(f) Usando o valor de ¢, encontramos que para a erupcio solar liberar 102° J de energia
ela duraria cerca de 2 meses, o que nao é compativel com a duracao de horas tipica.
Algumas razoes para essa diferenga sdo (uma é o suficiente):

e Nao consideramos efeitos 3D para um universo 3D.

e Condigao quase-estatica ndo sao compativeis com o fenémeno, com parametros que
mudam com o tempo e equacoes nao-lineares.

e Consideramos que a densidade é constante (em outras palavras, o fluido é incom-
pressivel), o que pode nao ser verdade.
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5. (Uma Modesta Hipo6tese - 10 pontos) Suponha que vocé esta hipoteticamente estudando
duas galéxias pouco conhecidas e que deseja obter algumas informagoes a respeito delas.

Primeiramente, vocé tenta classifica-las: vocé observa que uma definitivamente faz parte da cate-
goria “Sa” e, alternativamente, conclui que ambas as nomenclaturas “FE4” e “E5” seriam razoaveis
para a outra galaxia, dado que o método de classificacao de Hubble indica que ela esta exata-
mente entre essas duas categorias. Ao longo do processo, vocé também percebe que elas possuem
o mesmo formato geométrico e que cada uma cobre 2.650 arcsec? do céu. Finalmente, suas pes-
quisas te levam a um site com véarios dados sobre os objetos. Vocé se interessa principalmente
por algumas informagoes a respeito da galaxia eliptica: a velocidade média de suas estrelas e sua
distancia a Terra, que sdo iguais a 164,5 km/s e 32,70 Mpc, respectivamente. Ademais, a4 vocé
encontra um grafico referente a galaxia espiral:

20 —
-~ ~
L
\\
// \\
15 / \
/ \

(7p) /
c / \
D / \
% 10 / \
e / \
c \
o 4 \
@ / \

5 {

~ // \

6650 6655 6660 6665 6670 6675 6680

Comprimento de Onda (A)

Figura 5: Contagens vs. Comprimento de Onda (A) A linha continua é representativa do espectro
do niicleo galético, e a pontilhada representa o espectro de um dos dois pontos de maior separagao
angular em relacao ao nucleo. Os picos apresentados sao os picos de todo o espectro, incluindo os
intervalos nao representados.

Com base nessas informagoes, calcule as temperaturas efetivas das galaxias, tomando como verda-
deiras as hipoteses de que elas emitem como um corpos negros ideais, de que elas tém espessuras
despreziveis em relacao a seus raios, de que sao formadas exclusivamente por estrelas idénticas ao
Sol e de que a galaxia eliptica consiste em um sistema estacionério.

Solugao:

Primeiramente, calcula-se a temperatura efetiva da galaxia espiral (Sa).
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A principio, analisa-se o grafico proporcionado. Sabe-se que, nos espectros galacticos, a linha
de emissao H, é bastante proeminente devido & abundante quantidade de poeira distribuida
espacialmente dentro desse tipo de astro, de modo que seu comprimento de onda observado
seria muito provavelmente um dos valores maximos de um espectro galactico genérico. Ade-
mais, nota-se que o angulo sblido coberto pelo objeto é consideréavel, logo infere-se que sua
distancia a Terra ¢ muito provavelmente nao-relativistica (sendo o raio da galaxia teria que
ser irrazoavelmente grande), e que, consequentemente, seu range de deslocamento do compri-
mento de onda decorrente do efeito Doppler é limitado. Os fatos acima, aliados & informacao
de que os picos representados consistem nos picos do espectro inteiro, indicam que eles cor-
respondem a linha de emissao H,, j4 que essa é a linha mais notével dentro da proximidade
do range presente no eixo x.

A partir disso, calcula-se que, pelo grafico, o comprimento de onda na linha espectral H,,
apresenta o valor de A\c = 6661,8 A no ponto central e \es = 6668,9 A em um dos dois
pontos mais distantes angularmente do centro do objeto. Ja que A5 > A¢, esse ponto pode
ser definido como aquele em que a velocidade radial assume seu valor maximo dentre os pontos
que tangenciam a galaxia.

20

—
1]

Contagens

6650 6635 6660 6665 6670 6675 6680

Comprimento de Onda (A)

Figura 6: Contagens vs. Comprimento de Onda (A). Projecio dos picos sobre .

Ja que o formato geométrico das duas galaxias é o mesmo, é possivel concluir que a inclinagao
da normal em relagao a linha de visada da galaxia espiral é igual & da eliptica. Desse modo,
é possivel calcula-la por meio do método de Hubble, que consiste em aplicar a formula n =

b . .. . A . .
10(1—-), em que a e b s@o os semieixos maior e menor da projegao galactica, respectivamente.

Ja que o método indica que a galéxia eliptica esta categorizada exatamente entre F4 e Eb5,
infere-se que:
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4
n=L5=4,5

Portanto:

b b
45=10(1—-) = = =055 = b=055a

b
Representando a situagao geometricamente, torna-se evidente que cosi = —, de modo que
a

b
1= arccos(a) ~ 56,63°.

Figura 7: Representagao da inclinacao da reta normal das galaxias em relagao a linha de
visada.

Outros fatores cujos calculos sdo pertinentes se tratam da velocidade de recessdo do centro
galatico (e consequentemente do resto da galaxia, ja que suas dimensdes nao sdo significativas
em relac@o a sua distancia & Terra), assim como sua distancia a Terra. Isso pode ser feito por
meio do efeito Doppler e da lei de Hubble, respectivamente:

Me e Ao

=4,655-10% k
" . " ¢ = 4,655-10° km/s

vp = Hodg — dg = ;{—fz — 68,67 Mpc = 2,119 - 10%* m

Representando o diagrama de velocidades impostas sobre o ponto de maior velocidade radial
que é tangente a galaxia, consegue-se a seguinte equacao por meio da analise do eixo paralelo
a linha de visada:
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90° - |

=5 5

s VR

Vo

p—
=

Figura 8: Diagrama das velocidades impostas sobre o ponto de maior velocidade radial que é
tangente a galaxia.

Ures = VR + Vg - €08(90° — i) == Vpes = UR + Vg - sini

E possivel calcular v,., pelo efeito Doppler e, por consequéncia, vg:

)\res -
Ao

Ao

c=vUR +vg-sint = vg =

C — VR
= 3,804 - 10% km/s

sin ¢

Agora, calcula-se o raio Rg da galaxia. A area A’ da elipse ¢ calculada por A’ = wab, logo:

2.650 = Tab = 2.650 = 0,557a®> = a = 39,16” = 1,899 - 10~ rad

R
O raio angular pode ser definido como a = tan(—s)

ds
RS = adg = 4,024- 1020 m.

Igualando a forga centripeta a forca gravitacional, obtém-se a massa da galaxia:

o]

S N
s (para angulos pequenos), logo

Msm
Ut

G

2
Us

m
Rs

”U?;RS
G

= Mg = = 9,148 - 10*! kg = 4,597 - 10** Mo

Ja que o numero de estrelas é constante e todas as estrelas sao iguais ao Sol, infere-se que:
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Ms _ Ls Ms

= Ls=—>Le =1,761-10%
M® L@: S M@ ® ,76 O W

Devido & espessura negligenciavel da galédxia, é possivel concluir que sua area de emissao
total é constituida por suas duas faces circulares. Assim, A = 27R?. Aplicando a lei de
Stefan-Boltzmann para corpos negros:

1
L —
Lg = AoT} — Tg = (ﬁﬂ =[7433 K
S

Agora, calcula-se a temperatura efetiva da galaxia eliptica (E4/E5):

Ja que o formato e as dimensbes das duas galaxias sdo iguais, preserva-se o valor de a =
39,16” = 1,899 - 10~* rad. Desse modo, infere-se que Rg = adg = 1,916 - 102° m.

Pelo Teorema do Virial, é valido dizer, para um sistema estacionério com energias cinética K
e gravitacional U, que:

2K+U =0
» M2 1, . .
Para uma galaxia, U = _Gﬁ e K = inest, sendo ves: a velocidade média das estrelas
da galaxia. Assim:
1 M? 202
2 —MpvZ, + (-G -E)=0 = Mg = Vel _ 1,555 - 10*! kg = 7,812 - 10'° Mg
2 o 2RE G

Analogamente ao caso da galaxia espiral:

Mg Lg Mg 37
e Lg=—Leo =2992-10°" W
M@ L@ = E M@ © )

—_

L —
Lg = AoT) — Ty = (ZM’;Q )4 =[6,916 K
E

6. (Viagem ao Nicleo do Sol - 20 pontos) Cauan, um entusiasta do Sol, principalmente da
ejecao de massa coronal de 28 de maio de 2021, decide estudar a estrutura interior da estrela, com
o objetivo de determinar o raio de seu nucleo. Primeiramente, ele adotou a abordagem descrita
abaixo.

(a) (2,5 pontos) Considerando o Sol como uma esfera homogénea e isotropica formada por
gas ideal, determine o perfil de temperatura em funcdo da distancia ao centro, isto &, T'(r).
Assuma que a composi¢ao do Sol consiste em 70% de Hidrogénio e 30% de Hélio.

Dados: Massa atéomica do Hidrogénio: 1u; Massa atomica do Hélio: 4 u.

(b) (2,5 pontos) Apds obter o perfil de temperatura T'(r), Cauan precisa determinar a tempe-
ratura minima para a qual a fusdo de hidrogénio em hélio torna-se possivel no interior do
Sol, Ty. Para tanto, ele adota um modelo classico no qual dois prétons inicialmente muito
distantes entre si se movem em sentidos opostos, com velocidade quadratica média segundo
a distribuicao de Boltzmann. Para vencer a repulsao eletrostética, os prétons precisam se
aproximar até distarem menos de d = 107! m entre si, para que a forca nuclear forte predo-
mine e um deutério se forme. Determine, entdo, a temperatura minima 7, em K, para que
a fus@o torne-se possivel.
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Dados: Carga elementar e = 1,6 x 107!° C; Permissividade elétrica do vacuo: gy = 8,85 x
10712 C2N~1m~—2.
(¢) (1 ponto) A partir do resultado anterior, encontre o raio do nucleo solar, r4,c, como uma

fragao do raio do sol. O seu valor possui sentido fisico? Caso nao, apresente de forma breve
alguma(s) razao(6es) para isso.

Apos o resultado obtido, Cauan decide entrar em contato com a KAZA, que lhe recomenda
contratar o extraterrestre habilidoso Koo Tam para ir até o Sol realizar algumas medigées. O
extraterrestre, ao retornar de sua viagem de trabalho, entrega para Cauan a tabela a seguir, que
apresenta a temperatura do Sol em fun¢ao da distancia ao centro - ou melhor, da distancia como
uma fragao do raio do Sol:

T(10°K) | 7/Ro
15,7 0,00
138 0,09
12,8 0,12
113 0,14
10,1 0,19
9,0 0,22
8,1 0,24
71 0,29
3,9 0,46
1,73 0,69
0,66 0,89

(d) (6 pontos) Observando os dados da tabela, Cauan sugere que o perfil de temperatura do
Sol para pequenas distancias ao centro deve seguir um comportamento do tipo

ro-nofs- ()]

(i) Linearize a expressao acima de forma a obter uma relagéo linear do tipo y = ax. Escreva
o coeficiente do modelo linearizado em fungao do parametro n contido na equagao de Cauan.
(ii) Utilizando os dados que convierem para o propdsito do modelo e a relagdo acima obtida,
trace, em papel milimetrado/quadriculado, um grafico de y vs . (iii) Determine o coeficiente
angular da reta passando pela origem que melhor se ajusta a esses pontos, bem como sua
incerteza. (iv) Trace a reta que melhor se ajusta aos pontos.

Talvez seja til que para uma regressao do tipo y = ax, o coeficiente que melhor se ajusta
aos pontos é;

E sua incerteza pode ser estimada como:

Lista 4 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2022
TOTAL DE PAGINAS: 30



()

(f)

Pagina 21

(6 pontos) Por outro lado, Koo Tam - que também é um eximio astronomo - sugere que o
perfil de temperatura do Sol para pequenas distancias ao nicleo se aproxima de:

T(r) = T(0) (1 - Rr®>n

(i) Linearize a expressao acima de forma a obter uma relagéo linear do tipo y = ax. Escreva
o coeficiente do modelo linearizado em fungao do pardmetro n contido na equacao de Koo
Tam. (ii) Utilizando os dados que convierem para o propdsito do modelo e a relacdo acima
obtida, trace, em papel milimetrado/quadriculado, um grafico de y vs z. (iii) Determine o
coeficiente angular da reta passando pela origem que melhor se ajusta a esses pontos, bem
como sua incerteza. (iv) Trace a reta que melhor se ajusta aos pontos.

(0,5 ponto) (ITEM ANULADO) Analisando os graficos tracados, responda: qual dos mo-
delos é mais adequado ao comportamento observado da temperatura do Sol: aquele sugerido
por Cauan ou por Koo Tam?

Para o resto do problema, utilize em seus célculos o modelo escolhido como resposta para o item
passado. Utilize o valor de n obtido com a lineariza¢ao e o valor de T'(0) da tabela.

(2)

(1 ponto) Depois do resultado obtido, Cauan imediatamente liga para Koo Tam, avisando
que ird proceder com com o seu novo calculo de 7,,., uma vez que o astronomo ja conhece
a temperatura de fusdo, estimada no item (b). Koo Tam, no entanto, alerta Cauan sobre a
validade de seu modelo para estimar T. O extraterrestre sugere que a fusao de dois prétons
nao depende de um balango de forcas newtonianas, mas sim da possibilidade de interferéncia
entre suas componentes ondulatorias. Apos fazer algumas contas, Koo Tam encontra que a
fusao é possivel se a distdncia minima entre os prétons for menor que
Ap

=5

Em que A, é o comprimento de onda de de Broglie do préton, dado por

Sendo p o momento linear do préton e h a constante de Planck. Com isso, determine a nova
estimativa de Ty, em K.

(0,5 ponto) A partir do novo valor obtido de T, estime, por fim, r,,,.. Expresse sua resposta
como uma fragao do raio do Sol. Compare seu resultado com o valor esperado 7, ~ 0,2 Re.

Solugao:

(a) A massa contida internamente a uma superficie esférica de raio r concéntrica a estrela

2

é:
4
M(r) = §7r7°3 “p (16)
4 3- M,
M(r) = —mr® - O 1

(r) = 37 xR}, (17)

3

-

M(r) = M®R73 (18)

©
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A pressao nessa mesma superficie de raio r, pela lei de Stevin:

Ro
P po)g(s)ds

T

Ro M
P = J pG 82(8) ds

Ro GMegs?
©
P— f R ds

T

fo GMgs
sz p O ds
. RS,

GMgp (Fo
P = 3@/) J sds
R@ r

p— G]\é@p R(QD — 7“2
RS, 2

Como nao foi explicito se os percentuais sdo em massa ou em quantidade de matéria,
ambas as interpretagoes serao aceitas. Sejam N o numero de particulas. m a massa

total, e u a massa atomica.

Caso os percentuais sejam em massa:
N@ = Ng + Nge

mo _mm | mm.
He HH HHe

me _ O,7-m@+073-m@

7o [LH e

1 07 03
+
Ho 1231 HHe

1o = 1,3u

Caso os percentuais sejam em quantidade de matéria:

mo = My + MHe

NQ'MQZNH'MH+NH6'MH6

No - peo =0,7-No - pu +0,3- No - pme

Ho :Oa7,uH+073,uHe

(22)

(23)

(24)
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po = 1,9u (34)

Utilizando a lei de Clapeyron para gases ideais, relacionamos P e T

Pug

T=T = — 35

1) = o (35)

T( ) _ GM@,U,@ R2® — ’/‘2 (36)
YT TRiks 2

(b) Utilizamos o principio da conservagao de energia para o sistema composto pelos dois
protons. A energia total do sistema é composta pela energia cinética dos prétons e a
energia de interacao eletrostatica entre eles. Quando as particulas estao muito distantes,
a energia vale

2 2

My 1 e

E; =2 x 21 —
! 2 +47T€0d7;

_ 2
= My, (37)
Onde negligenciamos o tltimo termo pois d; — o0. A distancia entre eles é minima
quando a velocidade é nula, e portanto a energia cinética do sistema vale zero. Logo,
escrevemos a energia nesse momento como

1 €2
Er = 38
/ 471—50 dmzn ( )
Como E; = Ey:
1 2
i = ———— (39)
dmeg mpvg,,
Pela teoria cinética dos gases:
3kgT
2 _
i = 22 (40)
Ou seja:
1 e?
dmin = —— 77— 41
4dmeg 3kpT (41)
A condigao proposta no enunciado rege que:
Amin < d (42)
1 2
< _< (43)
dmeg 3kpT
1 e2
> — 44
47‘(’80 Sk‘Bd ( )
A temperatura de fusdo sera a cota inferior:
1 e?
Ty = — =56-10°K 45
I~ 4z 3kpd (45)
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(c) Para que a temperatura da estrela seja a temperatura de fusao:

GM@:LL@ R(% B T72L’U,C
=T 46
R3kp 2 / (46)
2R3 kpTy

Tnuc = R2 - © 47
© GMope 0

2RokpT; .
Tnue = 1—-—=——Ro~ 16i- R, 48
GMopio 1@ o (48)

Em que 7 é a unidade imaginéria. Nossa resposta é um absurdo, pois o raio do niicleo
deve ser um ntmero real. Devemos perceber que considerar a distribuigao de massa na
estrela homogénea é um grave erro quando estamos lidando com a vida real; a densidade
solar deve ser modelada como uma forte funcdo da distancia ao centro. Além disso,
utilizar a equacao dos gases ideais para o plasma solar, apesar de ser uma aproximagao
relativamente razoavel, se distancia da realidade na qual a equacao de estado do material
interestelar é definitivamente mais complexa. Por fim, é importante ressaltar também
- ainda que nao necessario a essa altura - que a estimativa cléssica para o valor da
distancia critica ndo é nada boa. Um modelo mais afiado, utilizando principios de
interferéncia entre as ondas de De Broglie dos prétons, é mais apropriado, como veremos
posteriormente.

(d) Tomemos a expressao inicial:

log <1 - §E8;> =n-log (%) (51)

(i) Chegamos a uma equagao da forma y = ax, onde:

y = log (1 - ;Eg;) (52)

z = log (%) (54)

(ii) Como podemos observar, o ponto (r/R =0 ; T(r) = T(0)) ndo esta na condicao de
existéncia. Segue a tabela para os demais pontos; todos os logaritmos foram tirados em
base 10:
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log (r/Ro) | log (1= T/To)
Indefinido Indefinido
-1,0 -0,92
-0,92 -0,73
-0,85 -0,55
-0,72 -0,45
-0,66 -0,37
-0,62 -0,32
-0,54 -0,26
-0,34 -0,12
-0,16 -0,051
-0,051 -0,019

Como o modelo é proposto para pequenas distancias ao niicleo, desprezaremos os ultimos
trés pontos, que representam distancias comparativamente grandes:

Modelo de Cauan
0,000
-1,200 -1,000 -0,800 -0,600 -0,400 -0,200 0,00
-0, 100
-0,200
» -0,300
-0,400
-0,500
-0,600
-0,700
-0,800
s -0,900

-1,000

(iii) ERRATA: A expressao para a incerteza do coeficiente angular estava
errada. Por conta disso, o encontro da incerteza nao sera avaliado. O valor
que seria atribuido foi remanejado ao longo do item.

Segue uma tabela com possiveis valores de coeficiente angular, incerteza segundo o
calculo errado e incerteza segundo o calculo certo. Como nao é possivel abordar todas as
possiveis escolhas, e o modelo é pensado para pequenas distancias ao ntucleo, é assumido
que se tenha utilizado os N primeiros pontos, descontando-se o primeiro indefinido. Por
exemplo, N = 3 significa que se utilizou o segundo, o terceiro e o quarto:
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N | a | S, (falso) | S, (verdadeiro)
3 | 0,79 0,09 0,09
4 | 0,76 0,08 0,07
5 | 0,74 0,08 0,07
6 | 0,72 0,08 0,07
7 | 0,70 0,08 0,06
8 10,69 0,09 0,06
9 | 0,69 0,09 0,06
10 | 0,69 0,09 0,05

Para continuar a questao usaremos a = 0,70.

(iv) Segue o grafico com a reta tragada:

Modelo de Cauan

0,000

-1,200 -1,000 -0,300 -0,600 -0,400 0,200 _~" 00
~-0,100
-0,200
" -0,300
-0,400
-0,500
-0,600
- -0,700
-0,300
- -0,900

-1,000

(e) Tomemos a expressao inicial:

log <§:Eg;> =n-log (1 — %) (57)

(i) Chegamos a uma equagao da forma y = ax, onde:

)
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x = log (1 - %) (60)

(ii) Segue a tabela com os pontos; todos os logaritmos foram tirados em base 10:

log (1 —r/Rg) | log (T/T)
0,000 0,000
-0,041 -0,056
-0,056 -0,089
-0,066 0,14
-0,092 -0,19
0,11 0,24
0,12 20,29
0,15 0,35
20,27 20,61
0,51 -0,96
-0,96 14

Como o modelo é proposto para pequenas distancias ao niicleo, desprezaremos os tltimos
trés pontos, que representam distancias comparativamente grandes:

Modelo de Koo Tam

0,000 ®

-0,160 -0,140 -0,120 -0,100 -0,080 -0,060 -0,040 -0,020 0,04
» -0,050
-0,100

-0,150

-0,200

-0,250

-0,300

. -0,350

-0,400

(iii) ERRATA: A expressao para a incerteza do coeficiente angular estava
errada. Por conta disso, o encontro da incerteza nao seri avaliado. O valor
que seria atribuido foi remanejado ao longo do item.

Segue uma tabela com possiveis valores de coeficiente angular, incerteza segundo o
calculo errado e incerteza segundo o calculo certo. Como nao é possivel abordar todas as
possiveis escolhas, e 0 modelo é pensado para pequenas distancias ao nicleo, é assumido
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que se tenha utilizado os N primeiros pontos. Por exemplo, N = 3 significa que se
utilizou o primeiro, o segundo e o terceiro:

N | a | S, (falso) | S, (verdadeiro)
3 115 0,6 0.1
4 118 0,7 0,2
5 | 2,0 0,6 0,2
6 | 2,0 0,5 0,1
7 | 2.2 0,4 0,1
8 22 0,4 0,1
9 |22 0,2 0,1
10 | 2,0 0,21 0,1
11|16 0,21 0,1

Para continuar a questao usaremos a = 2,2.

(iv) Segue o grafico com a reta tracada:

Modelo de Koo Tam

0,000..8
-0,160 -0,140 -0,120 -0,100 -0,080 -0,060 -0,040 -0,020_~" 0,0

& " 0,050
0,100

e ] -0,150

™ 0,200
-0,250

0,200

. -0,350

-0,400

(f) ERRATA: Esse item foi anulado. A sua pontuagao foi dividida entre os itens (d) e (e).
Apresentaremos aqui, a solucao esperada e em seguida a retratagao.

Observando os graficos dos sub-itens (iv), podemos perceber - de uma forma mais sim-
plista, i.e. visual - que a abordagem de Koo Tam é a mais adequada, pois os pontos
se adequam melhor ao comportamento linear esperado pela reta de melhor ajuste. No
entanto, dependendo da quantidade de pontos que o aluno decidir utilizar, o modelo
de Cauan pode aparentar ser mais confiavel, o que é refor¢cado pela expressao errada
de incerteza do coeficiente fornecida. Portanto, concluimos que é um tanto dubio para
o aluno definir qual dos modelos, de fato, melhor se adequa ao comportamento obser-
vado. De qualquer modo, utilizaremos em nossa solugao o modelo de Koo Tam, tendo

em mente o argumento fornecido anteriormente (analise visual do grafico).
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(g) Procedemos igualmente ao item (b). Utilizaremos o resultado 14 obtido para a distancia
de maxima aproximacao entre os prétons:

1 2 1 2
dmin = ¢ 5 = ¢ (61)
4dmeg MpVGm, 4dmen pugm
Em que usamos p = mpvqm. Agora, revejamos a estimativa de dpin. A condicdo
proposta no enunciado rege que:
dpmin < d (62)
A h
dmin < S L (63)
V2 V2
Logo:
1 €2 h
< 64
dmeg prgm p\/§ (64
N T (65)
47T€0h 3]@3 =
4
e*m,
> — 66
247T258h2k3 ( )
A temperatura de fusao sera a cota inferior:
T = g7 6K (67)
I 7 2ur?e2h2kp

(h) Pela relacao proposta por Koo Tam:

T(r) = T(0) - (1 - r>n (68)

Re
() "
7";;0 —1_ (TT(S)Y/R ~ 0,19 (70)

Utilizando n = 2,2 conforme obtido previamente. Logo:

| Pnue ~ 0,19 R | (71)

Como podemos perceber, a previsao realizada se assemelha as previsoes modernas, com
um erro relativo de apenas 5%. Podemos perceber, ademais, que o resultado esta dentro
do esperado: observando na tabela do enunciado, uma temperatura de 9,7 - 106 K deve
estar associada a uma distancia do centro entre 0,19 e 0,22 raios solares.
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Alternativamente, o estudante poderia ter escolhido o modelo de Cauan, para o qual

ele obteria

T(r) = T(0) [1 - (};@)n] (72)

Tnuc Tf 1n
- = 11— == ~ 0,25 73
Ro ( T(0)> ’ (73)

Utilizando n = 0,7 conforme obtido anteriormente. Logo:

| Pnue ~ 0,25 R | (74)

Note que ha um grande desvio relativo de aproximadamente 25% em relagao ao esperado,
consideravelmente pior do que o resultado obtido com o modelo Koo Tam, evidenciando
que o ultimo realmente seria o mais apropriado.
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