Lista 5

b |
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ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

Instrucoes Gerais

1. Cada aluno deve enviar um arquivo tnico por lista no formato PDF pelo Gradescope da seletiva.
Na plataforma, o aluno deveréa marcar quais paginas correspondem a quais questoes.

2. A lista é composta por 6 problemas, com os 5 primeiros valendo 10 pontos e o tltimo valendo
20 pontos.

3. Antes de enviar o arquivo, verifique se a sua solugao esta legivel.

4. Caso opte por deixar uma questdo em branco, essa informacao deve ficar explicita (coloque
"Pulei a questao X" na resolugao da questao X-+1).

5. O titulo do arquivo devera seguir a formatacao: “ ‘N° aluno’ - Lista 5”. Por exemplo, se seu
ntmero é 19, envie o arquivo com titulo “19 - Lista 5.”

6. As solugoes de duas ou mais questoes ndo podem estar em uma mesma pagina;

7. No canto superior esquerdo das paginas informe: “N2 aluno - Q(N° questdo) ". Por exemplo,

“19 - Q17, e no canto inferior direito informe o niimero da pagina, por exemplo, “p.1.”

8. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolucao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.

9. A lista é totalmente individual.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg) 5,98 - 10%* kg

Raio (Rg) 6,38 - 106 m

Aceleragao da gravidade superficial (gg) 9,8 m/s?

Obliquidade da Ecliptica 23°27 Terra
Ano Tropical 365,2422 dias solares médios

Ano Sideral 365,2564 dias solares médios

Albedo 0,39

Dia sideral 23h 56min 04s

Massa 7,35 -10%2 kg

Raio 1,74 -10% m

Distancia média a Terra 3,84-108 m Lua
Inclinagao Orbital com relagao & Ecliptica 5,14°

Albedo 0,14

Magnitude aparente (lua cheia média) —12,74 mag

Periodo Sideral 27,32 dias

Periodo Sinédico 29,53 dias

Massa (Mg) 1,99 - 1030 kg

Raio (Rg) 6,96 - 10 m

Luminosidade (Lg) 3,83-10%6 W

Magnitude Absoluta (Mg) 4,80 mag Sol
Magnitude Aparente (mg) —26,7 mag

Didmetro Angular 32

Velocidade de Rotagao na Galéxia 220 km s—!

Distancia ao Centro Galatico 8,5 kpc

Diametro da pupila humana 6 mm

Magnitude limite do olho humano nu +6 mag Distancias
1UA 1,496 - 10t m e tamanhos
1 pe 206.265 U A

Constante Gravitacional (G) 6,67 - 1071 N -m? . kg=?2

Constante Universal dos Gases (R) 8314 N -m -mol~t - K1

Constante de Planck (h) 6,63-10734 J - s

Constante de Boltzmann (kp) 1,38-10723 J - K2 Constantes
Constante de Stefan-Boltzmann (o) 567-108W .-m=2. K—* Fisicas
Constante de Hubble (Hy) 67,8 km s~ Mpc~!

Velocidade da luz no vacuo (c) 3,0-10% m/s

Massa do Préton 938,27 MeV - ¢~2

Ao medido em laboratoério 656 nm
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Dica Geral:

favor, nao ignore esta dica, ela vai te ajudar muito.

A maijoria dos problemas a seguir abordam a mecéanica de sistemas binérios. Felizmente, esse topico
é muito classico em questoes de seletiva, entao héd um extenso historico de questoes passadas que
podem lhe ajudar a resolver a lista. Especificamente:

1.

2.
3.

Questao 10 da P2 de 2020. Este problema é a alma-mater de 6rbita relativa, um conceito que
serd utilizado nas questoes abaixo.

Ideias do NOIC de fisica de massa reduzida.

Ideias do NOIC de astronomia de orbita relativa.

Existem muitos outros problemas desses assuntos (Q10 da P2 de 2021 e Q11 da NAO de 2019,
p.ex.), que também podem ajudé-los, porém nao é estritamente necessario resolvé-los para obter um
bom desempenho nesta lista.

Por

fim, caso vocé nunca tenha estudado sistemas binérios antes, dé uma olhada no capitulo 7 do

livro [Astronomia Olimpical

Problemas

. (Evolugao de sistemas binarios com transferéncia de massa - 10 pontos)

Sistemas binarios estelares possuem evolugées um pouco diferenciadas das de estrelas solitérias,
devido as interacoes entre cada componente do sistema. Quando uma das estrelas do sistema
binario inicia sua expansao natural ao sair da sequéncia principal, existe a chance de ela comecar
a despejar massa em sua companheira, pois sua superficie ultrapassa sua regiao de influéncia
gravitacional. A esta regido damos o nome de l6bulo Roche, e podemos aproximéa-lo com uma
esfera.

Em sistemas binarios de 6rbitas aproximadamente circulares, com apenas uma estrela preenchendo
seu lobulo de Roche Ry, a taxa de transferéncia de massa (em kg/s) entre as componentes do
sistema é dada por:

: My (AR\?
M, = A% (=2
¢ P < Ry )
Onde My é a massa da estrela doadora, P o periodo do sistema, A—f = (RdR_iRL) 0 excesso

L
fracionario de raio da estrela que esta doando massa (Ry é seu raio) e A uma constante de ordem
10. Sabendo disso, responda as seguintes questoes:

a) (6 pontos) Considere um sistema binario de semi-eixo maior a e periodo orbital P em que a
transferéncia de massa é conservativa, ou seja, toda massa desprendida da estrela doadora é
depositada na estrela receptora e que a o6rbita do sistema é perfeitamente circular. Considere
que o binario é composto por uma estrela doadora de massa My e raio Ry e uma estrela
receptora de massa M, .Descreva a evolugao orbital do sistema encontrando:

. . L R4—R
e ¢ em funcao do excesso fracionario da estrela doadora }A%—f = (dRiLL)

maior a, da razdo ¢ = My/M,, do periodo P e da constante A;

, do semi-eixo

e P em fungdo do excesso fracionério da estrela doadora, da razdo ¢ = My/M, e da
constante A.

Isto é, encontre como o semi-eixo maior a e o periodo P do sistema variam no tempo.
Considere que o momento angular de rotagao de cada estrela é desprezivel quando comparado
com o momento angular total do sistema.
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b) (4 pontos) Ainda, existem sistemas binarios onde ha perda de massa, mas nao pelo cresci-
mento no raio de uma das estrelas, e sim por meio de intensos ventos estelares. Demonstre
que, para um sistema binéario de 6rbita circular de estrelas de massa M7 e M5, onde uma das
estrelas de massa estd perdendo massa em um vento estelar rapido e isotrépico, o semieixo
maior a e a massa total do sistema estao relacionados por:

a(My + M) = K

Onde K é uma constante. Trate as componentes do sistema como massas pontuais.

Observagao: Esta questdo necessita do uso de derivadas e um entendimento bdsico sobre as mes-
mas no contexto da Fisica para ser resolvida. Caso sinta necessidade, € permitido o uso de calcu-
ladoras de derivada online, contanto que todas as manipulagoes algébricas anteriores e posteriores
sejam explicitadas no passo a passo de sua resolucdao

2. (Sistemas Binarios - 10 pontos)
Parte A: Parametros Orbitais

Considere dois corpos no plano, como mostra a figura abaixo:

A1) (2.5 pontos) Caso houvesse um corpo de massa m, no centro de massa e so esse corpo
tivesse agao sobre m; (i € {1,2}), qual deveria ser o valor de m,, para que a 6rbita de m; seja
igual ao do caso anterior? Denote como m; a outra componente do sistema binério.

A.2) (4 pontos) Prove, sem utilizar a técnica de orbitas relativas, que a orbita é uma conica e
encontre os valores de a; e e; em fungdo da velocidade v, 1 (velocidade de 1 no periélio) e
L, a minima separacio entre as componentes. Apods isso, mostre que mia; = moas € que
€1 = €2 = €.

Parte B: Orbitas Relativas

B.1) (2.5 pontos) Escreva a equagdo da energia mecénica total do sistema em fungdo da velo-
cidade relativa V' de uma estrela vista da outra, de M, a soma da massa das componentes,

= 7:1?14:77?2 , & massa reduzida do sistema e L a distancia entre as componentes.

B.2) (1 ponto) Reinterprete o resultado a partir do conceito de drbita relativa. O que cada
pardmetro significa?

3. (Supernova - 10 pontos) Duas estrelas de massas M; e Ms, que podem ser consideradas
pontuais, realizam Orbitas circulares ao redor do baricentro do sistema com um periodo Ty. A
estrela M7 subitamente explode e perde uma massa AM. Podemos assumir que a explosdo ocorre
instantaneamente e é isotrépica em relacao a estrela M7, de forma que a velocidade instantanea
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da estrela de massa M’ = M; — AM ¢ igual a velocidade da estrela de massa M; imediatamente
antes da explosao, e que a massa ejetada pela explosao nao possui nenhum efeito na estrela de
massa Ms. Desprezando efeitos relativisticos:

(a) (1 ponto) Encontre a distancia r entre My e M, antes da explosao, em termos de My, M,
e To.

(b) (2 pontos) Encontre a velocidade do centro de massa das estrelas M’ e My apos a explosao,
em termos de My, Mo, AM e ry. Vocé nao precisa substituir a expressao para ro encontrada
anteriormente em sua resposta.

(¢) (7 pontos) Se M’ e M> ainda se orbitam apos a explosao, encontre o periodo T} da orbita,
em termos de My, Mo, AM e Ty. Determine a perda de massa minima AM,,;, - em termos
de M, e M, - para que o sistema seja gravitacionalmente desligado apés a perda de massa.
(Dica: vocé pode querer utilizar o resultado do item Bl da questao passada)

4. (Contando Binarios - 10 pontos)

Suponha que, em nossa galaxia, exista uma classe especial de sistemas binarios cujas componentes
sdo idénticas ao Sol e estdao separadas de d = 1 UA entre si. A concentragdo de tais sistemas é
assumida constante no corpo galactico e igual & n = 0,001 pc—3. Existem observatoérios em ambos
os hemisférios da Terra que possuem:

e Um fotdmetro que consegue identificar estrelas de até 15 mag e possui uma acuracia de
0,001 mag;

e Um espectrografo de resolucio espectral AN/\g = 107> e magnitude limite de 12 mag;
e Um astrografo com uma resolugao angular de 0,1” e magnitude limite de 20 mag.

Com base nos dados acima, calcule a quantidade de sistemas binérios dessa classe que serao
identificados como visuais, eclipsantes e espectroscopicos, respectivamente. Explique quaisquer
aproximagoes realizadas. Desconsidere quaisquer fontes de extingao.

5. (Pontos lagrangianos - 10 pontos) Os pontos lagrangianos sdo pontos nos quais, caso uma
pequena massa de teste de massa m < mqp, ms seja neles posicionada, sua 6rbita teria mesma
velocidade angular que o sistema, isto é, teria mesmo periodo orbital e portanto iria “acompanhar”
as revolugoes do binario. Prepare-se para as contas!
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Considere o sistema binéario tal que, num dado momento o corpo m; se localiza a uma distancia
r do centro de massa (CM) e my a uma distancia R. Considere o ponto A da figura como uma
pequena massa de prova de maneira que ela possui uma 6rbita em torno do centro de massa de
mesmo periodo que binério e igual a T'. Desejamos encontrar quais os paradmetros que permitem
a existéncia dessa Orbita.

Nos seguintes itens serdao desenvolvidos esforcos a fim de determinar uma maneira de encontrar
os pontos lagrangianos coplanares e nao colineares ao segmento de reta que liga os corpos my e
ms, mais conhecidos como L4 e L5. Os dois pontos que satisfazem essa condicao sao simétricos
em relagdo ao segmento de reta anteriormente citado. Assim, s6 precisamos encontrar um deles.

Para essa questdo usaremos o artificio de que a orbita de A pode ser equivalentemente descrita

pela atracao causada por um corpo localizado no CM com massa mg,, que serd encontrada no
. di +d

decorrer dos céalculos. Para isso defina D = % eL=r+R.

(a) (1 ponto) Dadas as forcas gravitacionais de m; e mg sobre A, encontre uma relagido para

as componentes paralelas a d= (A — CM) e para as perpendiculares a d.

(b) (3 pontos) Encontre a relagdo entre d; e da. Assim encontre o valor de D em fungao de d,
My, M1 € Ma.

(¢) (1,5 pontos) Relacione o valor de a, com a1, az, my, ma € m,, a partir da terceira de Kepler,
sendo aj e as 0 semieixo maior das 6rbitas de mi e mo.

(d) (1 ponto) Encontre o valor da excentricidade da érbita de A a partir do célculo das posigdes
de periastro e apoastro da o6rbita de A. Dica: Lembre-se da relagao de d com L.

(e) (2,5 pontos) Finalmente relacione as diferentes equagoes para o calculo de a, encontradas
e determine o valor de m,. Mostre ainda o valor de cos (#) e d. Perceba que como o valor
do angulo 6 é constante o objeto permanece com posi¢gao angular constante no referencial do
binario, que é justamente a condigdo para o ponto lagrangiano!

(f) (1 ponto) Mostre que D = L. Assim discuta sobre um método pratico de localizar os pontos
L4 e L5.

Bonus: é possivel estender o resultado anterior para qualquer tipo de érbital

. (Painel Zotico Reborn - 20 pontos)

No aniversario de 25.770 anos da invencao do painel Zético, Banano decidiu deixar Jupiter e retor-
nar a Terra para ver novamente sua amada esposa Banane e sua filha Abacatane. Depois de um
emocionante reencontro, Banano comecou a conversar a respeito de Astronomia com Abacatane,
que, para sua surpresa, lhe disse que esteve estudando a supernova Zirius hé poucos dias! Ela,
entretanto, chamava o objeto de Cirius, e seus estudos nao estavam voltados ao movimento diurno
do astro, mas majoritariamente a sua aparéncia. Por ser um pouco inexperiente, Abacatane teve
algumas dificuldades analisando os dados obtidos em suas observagoes, logo pediu ajuda a seu
pai.

Importante: Considere que o termo “Cirius” se refere & supernova no estado atual, enquanto
“Zirius” se refere ao astro no momento da criagdo do painel Zotico. Lembre-se de que suas
coordenadas equatoriais geocéntricas sdo (az = 14 h 30 min; §; = —24° 37'). Entretanto,
diferentemente da outra vez, considere que Zirius possui um didmetro angular de 40’ e uma
magnitude integrada de myz = —6,79.

Um dos objetos de estudo que Abacatane apresentou a Banano foi uma projecao estereografica
do céu de onde vive. Esse tipo de projecao tem como ponto de origem o nadir e se baseia na
transcricao dos pontos da esfera celeste para um plano cuja tangéncia a esfera se localiza no
zénite. Embora ela possuisse as coordenadas equatoriais geocéntricas de Cirius (ac = 18 h;
d0c = +35° 11'), ela ainda nao tinha representado o astro na carta.
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Nadir

Figura 1: Representacao tridimensional da projecao estereografica.
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Figura 2: Carta celeste que Abacatane apresentou a Banano.

(a) (1 ponto) Calcule o movimento proprio do centro da supernova em [”/ano.

(b) (4 pontos) Em quais dias do ano Cirius fica visivel a Abacatane? Considere que o fluxo do
Sol ofusca Cirius e que o equindcio de primavera ocorre no dia 21 de margo no HN.

Outro objeto de estudo que Abacatane apresentou a seu pai foi uma tabela com dados a respeito
do formato da supernova. Para produzir essa tabela, ela adotou um modelo em que o centro de
Zirius (que sera nomeado O) é fixo na esfera celeste. Originalmente, o astro se assemelhava a um
circulo, todavia, desde a criacao do painel Zoético, a figura de Cirius passou por varias mudangas,
as quais geraram seu formato atual.

Para analisé-lo, Abacatane tirou uma fotografia do astro no momento de sua culminagao superior.
Depois, escolheu um ponto arbitrario Ag pertencente a borda da supernova e tragou, sobre a foto,
a semirreta OA. Ela entdo mediu o angulo diedro entre dois semiplanos cujos eixos de referéncia
sao a linha de visada: o semiplano que continha o meridiano local superior de O e o semiplano que
continha O—AO). Essa medida, feita no sentido horario de sua perspectiva, resultou em Sy = 45°.
Ademais, ela percebeu que, para cada variacao ASy desse dngulo, houve um aumento percentual
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Ar — - ) . ) Ary, )
=% do segmento O Ay em relagdo ao raio de Zirius. Finalmente, ela percebeu que =k se repetia
r r

Ar
em periodos de AS;5 = 120°. Calculando =k para varias variagoes ASj, ela obteve a seguinte
r

tabela:

k | ASk [°] | Arg/r [%]
0 0 0,000
1 10 11,30
2 20 31,70
3 30 60,30
1 40 106,3
5 50 1698
6 60 207,9
7 70 169,7
8 30 106,5
9 90 60,40
10| 100 31,95
11| 110 11,20
2] 120 0,000

(¢) (5 pontos) Em um grafico polar (anexado ao fim da lista), represente o formato e as dimen-
soes de Zirius e de Cirius.

(d) (5 pontos) Estime a area de Cirius em arcsec?.

Apos realizar os célculos descritos acima, Abacatane estava pronta para satisfazer os objetivos
iniciais de seu estudo.

(e) (2 pontos) Represente a posi¢io e o formato de Cirius na carta celeste providenciada por
Abacatane. Caso necessario, vocé pode exagerar nas dimensoes do astro a fim de representar
)
seu formato mais precisamente.

(f) (1 ponto) Assumindo que, no momento em que Abacatane vive, ha aproximadamente
600.000 estrelas visiveis a olho nu e que elas estao distribuidas uniformemente sobre o céu,
calcule a quantidade de estrelas visiveis a olho nu que Cirius cobre.

(g) (1 ponto) Calcule a magnitude superficial da supernova em [mag/arcsec?].
(h) (1 ponto) Calcule a magnitude total de Cirius, considerando que sua magnitude superficial

é constante.

Sugestao: Para maximizar sua nota, evite utilizar relagoes especificas sem prové-las.
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