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g ’ﬁ/ \ SELECAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS

ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

Instrucoes Gerais

1. Cada aluno deve enviar um arquivo tnico por lista no formato PDF pelo Gradescope da seletiva.
Na plataforma, o aluno deveréa marcar quais paginas correspondem a quais questoes.

2. A lista é composta por 6 problemas, com os 5 primeiros valendo 10 pontos e o tltimo valendo
20 pontos.

3. Antes de enviar o arquivo, verifique se a sua solugao esta legivel.

4. Caso opte por deixar uma questdo em branco, essa informacao deve ficar explicita (coloque
"Pulei a questao X" na resolugao da questao X-+1).

5. O titulo do arquivo devera seguir a formatacao: “ ‘N° aluno’ - Lista 5”. Por exemplo, se seu
ntmero é 19, envie o arquivo com titulo “19 - Lista 5.”

6. As solugoes de duas ou mais questoes ndo podem estar em uma mesma pagina;

7. No canto superior esquerdo das paginas informe: “N2 aluno - Q(N° questdo) ". Por exemplo,

“19 - Q17, e no canto inferior direito informe o niimero da pagina, por exemplo, “p.1.”

8. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolucao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.

9. A lista é totalmente individual.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg) 5,98 - 10%* kg

Raio (Rg) 6,38 - 106 m

Aceleragao da gravidade superficial (gg) 9,8 m/s?

Obliquidade da Ecliptica 23°27 Terra
Ano Tropical 365,2422 dias solares médios

Ano Sideral 365,2564 dias solares médios

Albedo 0,39

Dia sideral 23h 56min 04s

Massa 7,35 -10%2 kg

Raio 1,74 -10% m

Distancia média a Terra 3,84-108 m Lua
Inclinagao Orbital com relagao & Ecliptica 5,14°

Albedo 0,14

Magnitude aparente (lua cheia média) —12,74 mag

Periodo Sideral 27,32 dias

Periodo Sinédico 29,53 dias

Massa (Mg) 1,99 - 1030 kg

Raio (Rg) 6,96 - 10 m

Luminosidade (Lg) 3,83-10%6 W

Magnitude Absoluta (Mg) 4,80 mag Sol
Magnitude Aparente (mg) —26,7 mag

Didmetro Angular 32

Velocidade de Rotagao na Galéxia 220 km s—!

Distancia ao Centro Galatico 8,5 kpc

Diametro da pupila humana 6 mm

Magnitude limite do olho humano nu +6 mag Distancias
1UA 1,496 - 10t m e tamanhos
1 pe 206.265 U A

Constante Gravitacional (G) 6,67 - 1071 N -m? . kg=?2

Constante Universal dos Gases (R) 8314 N -m -mol~t - K1

Constante de Planck (h) 6,63-10734 J - s

Constante de Boltzmann (kp) 1,38-10723 J - K2 Constantes
Constante de Stefan-Boltzmann (o) 567-108W .-m=2. K—* Fisicas
Constante de Hubble (Hy) 67,8 km s~ Mpc~!

Velocidade da luz no vacuo (c) 3,0-10% m/s

Massa do Préton 938,27 MeV - ¢~2

Ao medido em laboratoério 656 nm
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Dica Geral:

favor, nao ignore esta dica, ela vai te ajudar muito.

A maijoria dos problemas a seguir abordam a mecéanica de sistemas binérios. Felizmente, esse topico
é muito classico em questoes de seletiva, entao héd um extenso historico de questoes passadas que
podem lhe ajudar a resolver a lista. Especificamente:

1.

2.
3.

Questao 10 da P2 de 2020. Este problema é a alma-mater de 6rbita relativa, um conceito que
serd utilizado nas questoes abaixo.

Ideias do NOIC de fisica de massa reduzida.

Ideias do NOIC de astronomia de orbita relativa.

Existem muitos outros problemas desses assuntos (Q10 da P2 de 2021 e Q11 da NAO de 2019,
p.ex.), que também podem ajudé-los, porém nao é estritamente necessario resolvé-los para obter um
bom desempenho nesta lista.

Por

fim, caso vocé nunca tenha estudado sistemas binérios antes, dé uma olhada no capitulo 7 do

livro [Astronomia Olimpical

Problemas

. (Evolugao de sistemas binarios com transferéncia de massa - 10 pontos)

Sistemas binarios estelares possuem evolugées um pouco diferenciadas das de estrelas solitérias,
devido as interacoes entre cada componente do sistema. Quando uma das estrelas do sistema
binario inicia sua expansao natural ao sair da sequéncia principal, existe a chance de ela comecar
a despejar massa em sua companheira, pois sua superficie ultrapassa sua regiao de influéncia
gravitacional. A esta regido damos o nome de l6bulo Roche, e podemos aproximéa-lo com uma
esfera.

Em sistemas binarios de 6rbitas aproximadamente circulares, com apenas uma estrela preenchendo
seu lobulo de Roche Ry, a taxa de transferéncia de massa (em kg/s) entre as componentes do
sistema é dada por:

: My (AR\?
M, = A% (=2
¢ P < Ry )
Onde My é a massa da estrela doadora, P o periodo do sistema, A—f = (RdR_iRL) 0 excesso

L
fracionario de raio da estrela que esta doando massa (Ry é seu raio) e A uma constante de ordem
10. Sabendo disso, responda as seguintes questoes:

a) (6 pontos) Considere um sistema binario de semi-eixo maior a e periodo orbital P em que a
transferéncia de massa é conservativa, ou seja, toda massa desprendida da estrela doadora é
depositada na estrela receptora e que a o6rbita do sistema é perfeitamente circular. Considere
que o binario é composto por uma estrela doadora de massa My e raio Ry e uma estrela
receptora de massa M, .Descreva a evolugao orbital do sistema encontrando:

. . L R4—R
e ¢ em funcao do excesso fracionario da estrela doadora }A%—f = (dRiLL)

maior a, da razdo ¢ = My/M,, do periodo P e da constante A;

, do semi-eixo

e P em fungdo do excesso fracionério da estrela doadora, da razdo ¢ = My/M, e da
constante A.

Isto é, encontre como o semi-eixo maior a e o periodo P do sistema variam no tempo.
Considere que o momento angular de rotagao de cada estrela é desprezivel quando comparado
com o momento angular total do sistema.
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b) (4 pontos) Ainda, existem sistemas binarios onde ha perda de massa, mas nao pelo cresci-
mento no raio de uma das estrelas, e sim por meio de intensos ventos estelares. Demonstre
que, para um sistema binéario de 6rbita circular de estrelas de massa M7 e M5, onde uma das
estrelas de massa estd perdendo massa em um vento estelar rapido e isotrépico, o semieixo
maior a e a massa total do sistema estao relacionados por:

a(M; + M) =K
Onde K é uma constante. Trate as componentes do sistema como massas pontuais.
Observagao: Esta questao necessita do uso de derivadas e um entendimento bdsico sobre as mes-
mas no contexto da Fisica para ser resolvida. Caso sinta necessidade, € permitido o uso de calcu-

ladoras de derivada online, contanto que todas as manipulacoes algébricas anteriores e posteriores
sejam explicitadas no passo a passo de sua resolucao

Solugao:
a) Sendo w a velocidade angular do sistema, temos pela terceira lei de Kepler que:

P2 42 4n® G (Ma+ M)

@ G(My+ M,) P2 a3

27G(Md+Mr)
W= ————
Qa

Onde o subscrito d se refere a estrega doadora e o r a receptora. Como o momento
angular associado a rotagao das estrelas ao redor do préprio eixo pode ser desprezado,
o momento angular total L do sistema é igual a soma do momento angular de cada uma
das estrelas ao redor do centro de massa do sistema:

L = Mjaqug + M,a,v,
L = Myaw + M,a’w
L= (Mdaz + Mraf) w

Sendo agq e a, a distancia da estrela doadora e receptora ao centro de massa do sistema,
respectivamente. Como Myaq = M,a, (equagdo do centro de massa), temos:

Mdad = M,«a,,
Maag + M,aq = M,a, + M,aq

aq (Md + Mr) = M, (ar + CLd)

M,
(07 B ——— (ar + ad)
(Md + Mr)
M,
aq = a
¢ My + M,
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E:
Mdad = Mrar
Mgaq + Mga, = M,a, + Mya,
a, (Md + Mr) = My ((lr + (ld)
My
Ap = m (ar + ad)
My
ay = ———a
Mg+ M,
Logo:

M 2 My \?
L= M|+ A+ M () a®
( d(Md+MT> @t (Md—s—MT) S

1
L= (MM} + M,Mj) —————ad’w
(Md + Mr)
= 7MdMT a’w
- My + M,
MM, \*
12 = r 4,2
(Md +MT> oo

12 _ (MM, 2a4G(Md + M,)
Mg + M, a3

(Mer)z

L? = Gam—te
G (Md + M’f')

Derivando os dois lados com respeito ao tempo, considerando que o momento angular
orbital, o semieixo maior do sistema e a massa de ambas as componentes podem variar
no tempo:

(aMyM, + 2aM2) M, + (QaMd + de> M2+ (aMde + aMg) M,

oLL = GM M, g
(Md + Mr)

(aMyM, + 2aM3) M, + (de n de) M2+ (aMde n aMg) M,
L2 (Mg + M,)?

L
2= = GMyM,
I d
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(aMy M, + 2aM2) M, + <2aMd n c'sz> M? + (aMde n an) M,

L
2= = GMyM,
I d

MgM,.)? 2
GaigMLM)T) (Mg + M,)

JL_ (aMad + 20007) Ny + (20 + aMg) M2 + (aMaly + aM3 ) M,
L aMyM, (Mg + M,)

) L aMgM,M, + 2aM3M, + 2aMygM? + aMyM? + aMygMyM, + aM3M,
L - aMqM, (Md + Mr)

L M, 2My M, 2M M,
2= = + + +
L (Md + MT) M, (Md + MT) M, (Md + MT)
aM, My aMgy
+ +
a (Md + MT) (Md + Mr) a (Md + MT)
2L M, 2M M, 2MyM,

— + + +
L (Md + Mr) M, (Md + MT) M, (Md + MT)

My N a M, N My
(Mg + M) a\(Mg+M,) (Mg+ M,)

@_ M, . M, . 2M M, N
L (Mg+M,) (Mg+M,) M, (My+ M,)
2MyM, a M, . My
M, (Md + MT) a (Md + MT) (Md + MT)
é B MT + Md n 2MdMT " 2MdMT n g M, + My
L (Mg+M,) M. (Mg+M,) = Mg(Mg+M,) a\(My+ M,)
2L Mg+ M, M, My My M, G
L Mg+ M, M, (Md + MT) My (Md + MT) a

2L Mg+ M, 2 M, M, ;
g + M+ M)+ 2
L Mg+ M, M+ M, \ M, M, a

O sistema é conservativo, ou seja, ele nao perde massa, momento angular ou energia,
nos dando L = 0 e M, = —M . Assim:

My — My 2 — M, M, a
_ My o+ Mg ) @
Md+MT+(Md+MT)<MT My >+a

0=

2M, M, M ;
o ) v

(Mg+ M)\ My M,)  a
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a  2My My M,
a (Mg+ M)\ M, M,

. 2a (Md Mr> A
a=———"— —
(Mg + My \ M,  My)
2 _ a2\ L
4 2a (Md M? > A,
(Mg + M) M, My
. 2a (Md + Mr) (Md — M’!‘) :
a = Md
(My + M,) M, M,
. (Mg M,
a=2a (MT 1) ﬁd

Inserindo a equacao que foi dada para My:

. M, 1 My (AR\?
-2 1) =A==l (=22
¢ a<Mr )Md P (RL>

’f_zé Md_l @3
“=7p \ M, Ry

E a equagao que relaciona a variacao de tempo do semieixo maior do sistema com o
excesso fracionario de raio. Para encontrar a variacao de tempo do periodo do sistema,
basta utilizar a terceira lei de Kepler para perceber que:

472 -3 _a
P=y|—— a3 P=2pP-
G Mg+ M,)"" 2" a

Dividindo a equagao obtida para a por a e inserindo em P:

. M, AR\?
P=_-34 1) (==
(3 1) (&)

Logo, temos que a e P em fungao do excesso fracionario de raio estrela doadora sao:

. A [ My AR\® . M, AR\?
s (- () - (39

b) Se a estrela doadora esté liberando massa isotropicamente, e estamos considerando que
ambas as estrelas sao massas pontuais, podemos concluir que o sistema nao é conserva-
tivo uma vez que nenhuma parte da massa emitida é depositada na estrela secundaria
e que, portanto, a variacao de massa total do sistema corresponde apenas a variagao da
massa da estrela com o vento estelar. Além disso, o vento estelar ser rapido implica que
a matéria despendida da estrela doadora nao interage com o sistema, ou seja, ela apenas
carrega o momento angular orbital especifico (momento angular orbital por unidade de
massa) da estrela doadora. Matematicamente:

M,=0, L#0
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Tendo isso em mente, podemos analisar o0 momento angular total deste sistema e sua
variacao.

O momento de inércia I para duas massas pontuais que orbitam um centro de massa
comum é:

_ MMy,
My + M,

E a velocidade angular do sistema, a partir da terceira lei de Kepler é dada por:

o G(Mg+ M,)
w —73
a

Logo, o momento angular do sistema é dado por:

L=1w
L% = 1%0W?

(Mer)Q

L’=G
My + M)

Sabemos pela equagao do centro de massa que o raio da 6rbita da estrela doadora ao
redor do centro de massa pode ser dado por:

M,

g = ——a
4T My + M,

Portanto, o momento angular orbital especifico para a estrela doadora é:

M?
lg = adw=——"—\/G(My+ M,)a
(Mg + M,)

Este também deve ser o momento angular especifico do vento estelar liberado, logo:

M2
(Mg + M,)*

lvento =

G(Md + Mr)a

Que pode ser reescrito como:

LM
vento — Md Md"'Mr

Ja sabemos do item a que ao diferenciar com relacdo ao tempo o momento angular
orbital total do sistema obtemos:

2L My + M, 2 M, M, a
= - "My + —2M, =z
T~ Mg+, (Mgt M) (Mr v >+a

Que, devido as condigbes do problema, se simplifica para:
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L M, M, a
2= = 4 (1427 ") 4=
L (Md-I-MT) < * Md)+a

Como sabemos o momento angular orbital por unidade de massa que o vento estelar
carrega, podemos considerar que a variacao de momento angular do sistema é dada pelo
produto entre a variagao de massa da estrela doadora e o momento angular especifico
do vento, isto é:

L = lventon
j_ M M
Mg+ M, My

Isto nos da:

2 M, M, M, M, a
) R e
L(Md—&—MT Md> (Md+Mr)< " Md>+a

M, My My M, a
2| ———F | =7~ (1 +2 + -
Mg+ M, My (Md + MT) My a

My M, a
OM,=—= =My ;|1+2 — (M4 + M,
Md d( + Md)+a( d+ )
M, - . M, - a
2 M, = M, 2 M, — (M, M,
M, d d+ M, d+a( 4+ M,)

Md = —g (Md + Mr)
aMy = —a (Mg + M,)
aMy+a (Mg + M,) =0

a(Md+Mr)+éL(Md+MT)=O

E facil perceber que o lado esquerdo da equacio acima é a derivada no tempo de a(My +
M,). Assim, ao integrarmos os dois lados da equagdo com respeito ao tempo obtemos:

CL(Md —|—M7-) =K

Onde K é uma constante de integracao. Fica assim provado que o produto entre o
semieixo maior e a massa total de um sistema binério com as caracteristicas do enunciado
do problema satisfaz a equagao acima.

2. (Sistemas Binarios - 10 pontos)

Parte A: Parametros Orbitais
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Considere dois corpos no plano, como mostra a figura abaixo:

A.1) (2.5 pontos) Caso houvesse um corpo de massa m, no centro de massa e s6 esse corpo
tivesse acao sobre m; (7 € {1,2 ual deveria ser o valor de m, para que a 6rbita de m; seja
) )
igual ao do caso anterior? Denote como m; a outra componente do sistema binério.

A.2) (4 pontos) Prove, sem utilizar a técnica de oérbitas relativas, que a 6rbita é uma conica e
encontre os valores de a; e e; em fungdo da velocidade v, 1 (velocidade de 1 no periélio) e
L, a minima separacao entre as componentes. Apoés isso, mostre que mia; = msas € que
€1 = €2 = €.

Parte B: Orbitas Relativas

B.1) (2.5 pontos) Escreva a equacao da energia mecénica total do sistema em fungéo da velo-
cidade relativa V' de uma estrela vista da outra, de M, a soma da massa das componentes,

= 7;’114_’722, a massa reduzida do sistema e L a distancia entre as componentes.

B.2) (1 ponto) Reinterprete o resultado a partir do conceito de orbita relativa. O que cada
parametro significa?

Solugao:
A.1) Sabe-se que:

|ﬁ| _ Gm1m2
(’/‘1 + 7‘2)2

Considere que o ponto entre as massas é o centro de massa. Se definirmos o centro de
massa como a origem do plano cartesiano, nesse exemplo notaremos que:

- M1t + mafs
Tom =0 = 22
mi + Mo

Assim descobrimos que:

mi71 + maoia =0 (1)

Agora considerando a forga que atua sobre o corpo de massa m;:
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A.2)

F;" _ Gmimj 7
T ()2t
i T
~ m;T; . .
Perceba que, pela equacao (1) podemos reescrever r; como , dai faremos o seguinte:
mj
3
7 Gmym; Gmimj R
o F=— .
Je i miTi \2 't X 2,271
(ri + —W;jl) (m; +my)2r;

No caso de uma massa m, imovel e central:

- Gm;my .
Fji=——5—"i
T
Dessa forma percebe-se que:
m;
my =
(mi + mj)2

Nessa anélise a orbita do corpo ¢ é "idéntica"a essa orbita ficticia onde o corpo central
fica fixo no centro de massa. Esse resultado é 6timo pois assim nos certificamos que a
orbita de cada componente do binario é uma elipse, ja que podemos aplicar as notaveis
leis de Kepler.

Através dessa técnica vamos tentar encontrar alguns pardmetros das orbitas de cada
componente. Primeiro podemos encontrar o semieixo maior da érbita pela equagao da
energia mecanica total:

3 3
lmlv2 Gmims B Gmims
- - - _
2 b (m1 4+ me)?rp1 2(my + m2)2ay

Como my7p1 = marp2 € Tp1 + Tp2 = L, encontramos que:

Dai encontramos que:

B Gm3L
B 2Gm3(my + ma) — vg,lL(Tm + my)?

ai

Sabemos, pela equagao vis-viva, que

B m3 2 1
Up = \/G (m1 + m2)2 <a1(1 — 61) a1>

3
m
Up1Tp,1 = \/G(2a1(1 - e%)

mi1 + m2)2
Assim:

(mq + ma) v§71L2(m1 +ms)?

2 2,4
Gmsj G?ms;

v, L
el =1-2-2=
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B.1)

Simplificando a expressao:

v;lL(ml + ms)

er = -1
! Gm3
2
miv .
Salta aos olhos que: U1271 = % Assim:
my
o = (m1vp1)2L(my + ma) 1

2,2
Gmsms

Se fizermos o mesmo procedimento para o corpo me (basta inverter os indices):

(mQUP}Q)QL(mQ + ml)

23
Gmims;

€1 = -1

Mas como myv,1 = Mmavp 2, Notamos que, como todas as expressoes sao idénticas:

€1 = €2

Como, no periélio:

m1a1(1 — 61) = m2a2(1 — 62)
E €1 = €2: TM1a1 = Moas.

Nessa situagao, a posicao relativa de ms em relagao a mq é L= 5 — 71 e a velocidade
relativa é (desconsiderando casos relativisticos) V = Uy — 71, mas na verdade o que
realmente importard em nossa andlise ¢ o modulo desses parAmetros (L = 11 + 79 €
V=uv+ 1)2).

Dessa forma, iremos escrever a equagao de energia para o sistema em fungao desses
parametros relativos:

1 1 Gm1m2
E, = —mav3 + —mjvf — ————
D e T S
MoV miV maV
Note que: V = vo+ 2 2, portanto: vy = ;, logo, analogamente, v, = 2
my my + mo mi1 + moy
Defina ainda M = mq + mo
1 mgm% 9 1m1m% 9  Gmims
E, =< | Ve ——
"2 M2 2 M2 R
Simplificando:
1momy o Gmimg
E, == Ve —
™2 M R
mimo M
Fazendo uma leve modificagao: mimsg = %:
1 GuM
E, = -puv?— -1 —
m =gk R
mim
Sendo p = #, a massa reduzida do sistema.
mi + mo
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B.2) Perceba que a relagao anterior é idéntica a relagdo de um corpo de massa p orbitando
um corpo central imovel de massa M, com os pardmetros relativos (distancia entre os
corpos (L) e a velocidade relativa entre eles (V)), assim a orbita relativa de uma estrela
em relagao a outra pode ser modelada a partir de tal érbita auxiliar.

3. (Supernova - 10 pontos) Duas estrelas de massas M; e Ma, que podem ser consideradas
pontuais, realizam oOrbitas circulares ao redor do baricentro do sistema com um periodo Ty. A
estrela M7 subitamente explode e perde uma massa AM. Podemos assumir que a explosao ocorre
instantaneamente e é isotropica em relacao a estrela My, de forma que a velocidade instantanea
da estrela de massa M’ = M; — AM ¢é igual a velocidade da estrela de massa M; imediatamente
antes da explosao, e que a massa ejetada pela explosdao nao possui nenhum efeito na estrela de
massa Ms. Desprezando efeitos relativisticos:

(a) (1 ponto) Encontre a distancia r entre My e My antes da explosdo, em termos de My, M,
e To.

(b) (2 pontos) Encontre a velocidade do centro de massa das estrelas M’ e My apos a exploséo,
em termos de My, My, AM e rq. Vocé nao precisa substituir a expressao para ro encontrada
anteriormente em sua resposta.

(¢) (7 pontos) Se M’ e M, ainda se orbitam apods a explosdo, encontre o periodo 77 da 6rbita,
em termos de My, Mo, AM e Ty. Determine a perda de massa minima AM,,;, - em termos
de M; e M, - para que o sistema seja gravitacionalmente desligado apds a perda de massa.
(Dica: vocé pode querer utilizar o resultado do item Bl da questao passada)

Solugao:

(a) Pela Terceira Lei de Kepler para sistemas binarios:

TO2 472

7”(?)’ G(Ml +M2)

Ou seja:

GT2(M; + My)\"?
o= 472

(b) Sendo ¥; e ¥y as velocidades de cada estrela antes da explosao, temos:

MU + MaUy =0

Como as velocidades das massas M’ e My apds a explosao continuam sendo ¥ e ¥
b
podemos encontrar a velocidade Ucjps do centro de massa por:

M/171 + Moty = (M/ + MQ)Q_;CM

M.
Usando v = —ﬁ2172 e M' = My — AM, temos, em modulo:
1

N AM M, :
M T ML (M, — AM + M)
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Podemos encontrar vy como funcao de ro, My, e My pela resultante centripeta em Ms:

MQU% GM1M2
=

R., = F, =
P g r9 3

Como 7M1
mo ro = 1 :
> ML+ M,

oo

’I’()(Ml + Mz)
Juntando tudo:
AM M, G

YEM =0+ Mo — AM)\| ro(M; + M)

(¢) Como o centro de massa do sistema M’ + M, estd em movimento, para analisar a
orbita das componentes em torno do CM, ¢é interessante entrar no seu referencial. No
referencial do CM, entdo, pode-se mostrar (vide solu¢ao da questdo passada da lista)
que a energia mecénica total do sistema é

1 GM
e (- E1)

To
M’ M, . . /
Sendo 4 = ————— a massa reduzida do sistema, M = M’ + M, a massa total e
M’ + M,
Urel = V1 + vo (elas se movem em sentidos opostos) a velocidade de uma estrela em

relagao a outra. Logo:

1 MM, ,  GM'M,
BT ES VAL
Substituindo v e va:
1 MM G ’ GM'M.
E:§M/+z\242 ( ro (M + M) (M1+M2)> I -

G M'My My+ M, GM'My, GM'My2AM — My — Mo

_§M/+M2 0 0 2rg M+ M,

Lembrando da expressao para a energia orbital do sistema em fun¢ao do semi-eixo maior
a1 apoOs a perda de massa, escrevemos entao que

GM' My 2AM — My — My _ GM' M,
2ro M'" + M, - 2a1

Dai, achamos a;:

M+ My — AM
T OAM — M, — M, °

ai

Por fim, resta agora relacionar o novo periodo 77 com a;, por meio da 3% Lei de Kepler:
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T}

B 472
CL‘;’ B G (M/ + Mg)

(

Substituindo a:

My + My — AM
2AM — My — M,

My + M,
(2AM — M, — My)

72 472
LG (M + My)

3
-

3
k

5 (M1 + My — AM)?

Inserindo rg do item (a):

2 My + M,

72 M, + My — AM
LM+ My — AM

2AM — My — M,

2 2
1 I

Por fim, podemos deixar a resposta final de uma forma mais limpa multiplicando no
numerador e no denominador por (M; + Ms)?:

()

No limite em que as estrelas M’ e M nao sao mais gravitacionalmente ligadas, i.e. nao
se orbitam mais, é necessario que o periodo nao seja mais fisico, ou seja T} — . De
forma analoga, podemos fazer também a; — 0. Olhando para qualquer uma das duas
expressoes, temos que:

__aM
Mi + Mo

2AM
My + M,

OAM pin — My — My =0 ..

My + M,

AMmin = 2

Ou seja, é necessario que a explosao carregue ao menos metade da massa total do sistema
para interromper a ligagao gravitacional da binaria. Esse é um resultado bastante

conhecido no estudo de supernovas em sistemas binarios.

4. (Contando Binarios - 10 pontos)

Suponha que, em nossa galaxia, exista uma classe especial de sistemas binarios cujas componentes
sao idénticas ao Sol e estao separadas de d = 1 UA entre si. A concentracao de tais sistemas é
assumida constante no corpo galactico e igual & n = 0,001 pc—3. Existem observatérios em ambos

os hemisférios da Terra que possuem:

e Um fotdmetro que consegue identificar estrelas de até 15 mag e possui uma acuracia de

0,001 mag;

e Um espectrografo de resolugao espectral AN/\g = 1075 e magnitude limite de 12 mag;

e Um astrografo com uma resolucao angular de 0,17 e magnitude limite de 20 mag.

Com base nos dados acima, calcule a quantidade de sistemas binérios dessa classe que serdo
identificados como visuais, eclipsantes e espectroscopicos, respectivamente. Explique quaisquer
aproximagoes realizadas. Desconsidere quaisquer fontes de extingao.
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Solugao:

e Bindrios visuais: em algum momento, a linha que conecta as duas estrelas de um binario
serd perpendicular & nossa linha de visada. Tendo em vista que a resolucao angular do
astrografo é de 0 = 0,17, podemos encontrar um limite superior para a distancia em que
podemos identifica-los:

chngz
a(UA) 1
— - -1
d, 7 1 0 pc

Nessa distancia, a magnitude aparente de cada estrela sera igual & sua magnitude ab-
soluta (Mg = 4,80), o que é mais do que o suficiente para a identifica¢do. Sendo assim,
o nimero de binérios visuais observéaveis sera:

4
No=n (37rd§) A ‘ 4 sistemas binarios

e Binarios eclipsantes: como a acuracia do fotémetro é de 0,001 mag, bem pequena,
podemos assumir, com boa aproximacao, que apenas um pequeno eclipse ja é capaz de
ser identificado, isto é, os discos estelares precisam apenas se tocar. Sendo assim, o
angulo v da linha conectando as estrelas e a linha de visada podera ser expresso por:

2R
v = TO ~ 0,0094 rad

_—————anelfino
esfera

2y

()

visada

i)

Esses eclipses podem ser observados se o eixo de rotagao das estrelas estiver orientado
sobre uma esfera dentro de um anel fino com largura angular 2-y, perpendicular & diregao
do observador. Com isso, a probabilidade de um eclipse ocorrer é a razao entre a area
deste anel e a area da esfera (razdo equivalente a usar angulo solido). A area do anel
serd a area da esfera menos duas calotas esféricas, isto ¢, 4mR?sin (y), que pode ser
expressa aproximadamente por 4T R?y. Sendo assim:
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47 Ry
Pe = 2
4R

Ainda, para que um sistema binario seja observavel, é necessario que sua magnitude
total seja menor ou igual a 15 mag. Para a magnitude absoluta total do sistema,
podemos escrever:

Mo — Mo = —2,5l0g(2) — My = 4,80 — 0,7526 = 4,0474

Assim, sabendo que a magnitude aparente total ndo pode passar de 15:

Mot — My = 5log(d,) — 5 — de = 107 02H04T4=15)F1 1550 pe

Assim, obtemos:

4
N, = ny (37rd§) A ‘ 1,5 - 10° sistemas binarios

Binéarios espectroscopicos: primeiro, encontraremos a velocidade orbital de cada estrela
no sistema binario. Pela Terceira Lei de Kepler, o periodo orbital é dado por:

T @
= s ——
™ G20

Ja que as estrelas se distanciam de a/2 do centro de massa do sistema, a velocidade sera
dada por:

2ma/2 GMg
v = =
T 2a

Como as estrelas viajam em sentidos distintos, a velocidade relativa de ambas é duas
vezes maior que a calculada acima. Além disso, a 6rbita do sistema binario pode possuir
inclinagao ¢ e estar orientada com uma longitude do né ascendente, €2, de 0 a 27 rad.
Mesmo que {2 possa variar, a velocidade radial relativa maxima observada possui um
valor minimo, que seréa:

Vpel = 20 - sen(i)

Pelo deslocamento Doppler, devemos ter (AX)/Ag = vpe;/c. Assim, pela resolugao es-
pectral limite do equipamento, podemos encontrar o minimo valor possivel da inclinagao

1:
1075 < Yt _ 2sen(@) [GMo ;60,071 rad
c c 2a

Sendo assim, com a mesma logica do que foi feito anteriormente, o a&ngulo sélido que per-
mite a observacao cobre quase toda a esfera, com a excecao de um pequeno anel de 47i
esferorradianos. Assim, esses sistemas binérios serdao observados com uma probabilidade
de:
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Ainda, a magnitude dos sistemas precisa ser inferior a 12 mag. Portanto, podemos
calcular a maxima distancia em que os mesmos podem ser observados:

ds — 1070,2(4,0474712)4»1 ~ 400 pc

O numero de sistemas que podem ser identificados é, portanto:

4 5
Ng=n-ps- (37rdz’) =~ ‘ 2,3 - 10” sistemas binarios

5. (Pontos lagrangianos - 10 pontos) Os pontos lagrangianos sdo pontos nos quais, caso uma
pequena massa de teste de massa m < mqp,ms seja neles posicionada, sua 6rbita teria mesma
velocidade angular que o sistema, isto é, teria mesmo periodo orbital e portanto iria “acompanhar”
as revolugoes do binario. Prepare-se para as contas!

Considere o sistema binario tal que, num dado momento o corpo m; se localiza a uma distancia
r do centro de massa (CM) e mg a uma distancia R. Considere o ponto A da figura como uma
pequena massa de prova de maneira que ela possui uma 6rbita em torno do centro de massa de
mesmo periodo que binario e igual a T. Desejamos encontrar quais os paradmetros que permitem
a existéncia dessa Orbita.

Nos seguintes itens serao desenvolvidos esforcos a fim de determinar uma maneira de encontrar
os pontos lagrangianos coplanares e nao colineares ao segmento de reta que liga os corpos m; e
ms, mais conhecidos como L4 e L5. Os dois pontos que satisfazem essa condicao sao simétricos
em relacdo ao segmento de reta anteriormente citado. Assim, s6 precisamos encontrar um deles.

Para essa questao usaremos o artificio de que a 6rbita de A pode ser equivalentemente descrita
pela atracao causada por um corpo localizado no CM com massa mg,, que serd encontrada no

d d
geL:r+R.

decorrer dos calculos. Para isso defina D = 5

Lista 5 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2022
TOTAL DE PAGINAS: 35



Pagina 19

(a) (1 ponto) Dadas as forgas gravitacionais de my e my sobre A, encontre uma relagdo para
as componentes paralelas a d = (A — CM) e para as perpendiculares a d.

(b) (3 pontos) Encontre a relagdo entre d; e ds. Assim encontre o valor de D em fungao de d,
Mg, ™1 € Ma.

(¢) (1,5 pontos) Relacione o valor de a,, com a1, as, m1, ma e m, a partir da terceira de Kepler,
sendo a; e as o semieixo maior das orbitas de m; e ma.

(d) (1 ponto) Encontre o valor da excentricidade da orbita de A a partir do calculo das posigoes
de periastro e apoastro da orbita de A. Dica: Lembre-se da relacao de d com L.

(e) (2,5 pontos) Finalmente relacione as diferentes equagdes para o célculo de a, encontradas
e determine o valor de m,. Mostre ainda o valor de cos (6) e d. Perceba que como o valor
do angulo 6 é constante o objeto permanece com posi¢ao angular constante no referencial do
binério, que é justamente a condi¢do para o ponto lagrangiano!

(f) (1 ponto) Mostre que D = L. Assim discuta sobre um método pratico de localizar os pontos
L4 e L5.

Bonus: é possivel estender o resultado anterior para qualquer tipo de orbital

Solugao:

(a) Primeiramente note que, como a forga resultante da atragdo gravitacional entre A, m;
e A, my deve estar direcionada para o centro de massa (dentro de nossas condigoes),
nota-se que as forgas nas dire¢bes perpendiculares a reta que liga A e CM devem se
anular:

Fp m, sin (a) = Fg m, sin (B)

G Gin a) = ST i (5)
1 2
mq . mao
d—zl sin () = d—; sin (8) (2)
1 2

Por outro lado, temos que a soma das forgas em diregao ao centro de massa deve resultar
numa forga gravitacional que pora o corpo A na tao sonhada érbita de periodo T'. Assim
faremos:

Fa m, cos(a) + Fa m,cos(8) = Facum

Gmima Gmama Gmzma
Tcos () + T%cos (B) = —r

Perceba que foi usado m, para representar a massa resultante/efetiva que atrairia a
massa m4. Dali:

m m My
d—%l cos (o) + d—; cos (B) = 2 (3)
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(b) Fazendo lei dos senos nos triangulos A,m,,CM e Aymq,CM, encontramos que, lem-

brando que sin (180° — 6) = sin (6):

sin (o)  sin ()

T d1
sin (8)  sin ()
R dy

Assim, substituindo os valores de seno na equagéo (4) temos:

% sin (0) = nggR sin (9)
1 2

Perceba, no entanto, que mir = mgoR pois é justamente a definicao da posicao do

centro de massa. Logo podemos simplificar a equacao e mostramos que d; = ds! Assim,
sabemos que d; = do = D.

Ja aplicando lei dos cossenos nos triangulos A,m;,CM e A;mo,C' M, encontramos que:

D? = d* + R* 4+ 2dRcos (0)
D? = d? + r* — 2dr cos ()

Assim, obviamente, temos que:

d* + R* + 2dRcos () = d* 4 r* — 2dr cos ()

Dai tiramos que 2dcos () = r — R. Agora faremos uma jogada: como mir = maR,
deixaremos esses valores (de r e R) em termos da distancia total entre as estrelas, logo,
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moL miL

definindo: L = r + R, de maneira que r = ———— e R = ————. Assim sabemos
mi + Mo mi + Mo
que:
mo —m
2d cos () = ———L (4)
mo + My

Fazendo lei dos cossenos nos mesmos tridngulos, porém utilizando os angulos a e (8
temos:

R? = D? + d? — 2Dd cos (B)
r? = D? + d* — 2Dd cos ()

Resolvendo para cos («) e cos (3):

(@)= D&
COS (v —72Dd

D2 d27R2
cos (8) = = 5pq—

Substituindo esses resultados na equagao anterior temos:
mi D% +d? —r? N mo D? 4+ d?> — R? My
D2 2Dd D2 2Dd N

Simplificando um pouco mais temos:

2D%m,
my(D? + d — 1) + my(D? + d*> — R?) = Tm

2D3m,

D?*(my + mg) + d*(my + ma) — mir? — moR? = 7

Iremos agora substituir os valores de R e r em fungao das massas e da distancia total
L, como ja mostrado anteriormente:

2 2
miL molL mom?2 L2 mym2L?
1 ) +m1( 2 ) _ 21107 + 117ty

2 2
mir- +m R =m _—
! 2 2 (ml + Mo mi1 + Mo (m1 + m2)2 (m1 + m2)2

2
mgmlL
mir® + meR? = ———
mi1 + mo

Dai:

L? 2D3*m
D2 d2 _ Mamy _ x
(m1 + mg) + (m1 + mg) . d

L? 2D3*m
D24 d? - 2 - 5
+ (m1 + m2)2 d(m1 + mg) ( )
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Lembre-se ainda que, como mostrado anteriormente (por lei dos cossenos) D? = d? +

L
R? + 2dRcos (#), logo (ja substituindo o fato que R = M que 2dcos (0) =
mi + Mo
Mo —
m2 7M1 gy,
meo + My
D? — 4% + miL? mp —m myL
(m1+m2)?2  ma+my my+mo
Simplificando:

mims 1.2

D? =2y M2
(m1 + m2)2

Substituindo esse resultado na expressao de interesse:

2 + mimso L2 n d2 m2m1L2 B 2D3m$
(my + mg)? (my +ms9)?  d(my + ma)
Chegamos em:
L ¥ (7)
mi + Mo

1/3
m
Faca uma substituicio conveniente: k = | ————
mi + Mo

Substituindo o resultado anterior na relagao @:

d2 mimso
=Py —2 12
k2 (m1 + m2)2

. mlmgkz I
A\ i+ m2)2(1 — £2)

J4 pela 32 lei de Kepler, podemos relacionar os periodos aos semieixos maiores das
orbitas:

GT?  (ay+a)®  al

472 mi + mo mim
A partir daf vemos que a, = k(a1 + az).

Aplicando alguns valores notéveis para d e L:

Estrelas no Periastro:

ap(1—e;) = \/( L (a1 +a2)(1—e)

my + mg)2(1 — k2?)

Estrelas no Apoastro:

m1m2k2
az(1+ez) = \/(ml a2 (1= D) (a1 + a2)(1 +e)
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Dividindo uma expressao pela outra:

1—e, 1—e

l+e, 1l+e

Dai encontramos que, necessariamente, e = e,.

(e) Partindo da equagdo do periastro e substituindo o fato que e = e,:

k2
g = \/( e (a1 + a2)

mi1 + m2)2(1 — k2)

Perceba que encontramos duas férmulas para o valor de a,, podemos entao relacioné-las:

mimok?
\/(m1 g ) (@ @) = de = k(@ + a2)

Prosseguindo nas contas encontramos que:

_ \/m% + mimeg + m?2
mi + Mo

k

E portanto seguem as seguintes relagoes:

_ \/m% + mima + m?2

mi + Mo

Oy (a1 + as)

(m2 + mymy + m?2)2

m., =
* (m1 +m2)2

_ \/m% + myimsg + m?
mi1 + meo

L

d

mo — My

Ja pela relagao que 2d cos (9) = L e da relacao entre d e L:

Mo + My

(mg —m1)?
9) —
cos (6) \/4(mf + myimsg + m3)

2 2
(f) Como k = /mi +myimg +m
mi + me

perceba entao que o tridngulo AA,mq,my € um tridngulo equilatero!, ja que todos
os lados sdo iguais. Esse resultado é geral para qualquer elipse!

ed = kD = kL, encontramos finalmente que D = L,

6. (Painel Zotico Reborn - 20 pontos)

No aniversario de 25.770 anos da invencao do painel Zético, Banano decidiu deixar Jupiter e retor-
nar a Terra para ver novamente sua amada esposa Banane e sua filha Abacatane. Depois de um
emocionante reencontro, Banano comecou a conversar a respeito de Astronomia com Abacatane,
que, para sua surpresa, lhe disse que esteve estudando a supernova Zirius ha poucos dias! Ela,
entretanto, chamava o objeto de Cirius, e seus estudos nao estavam voltados ao movimento diurno
do astro, mas majoritariamente a sua aparéncia. Por ser um pouco inexperiente, Abacatane teve
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algumas dificuldades analisando os dados obtidos em suas observagoes, logo pediu ajuda a seu
pai.

Importante: Considere que o termo “Cirius” se refere & supernova no estado atual, enquanto
“Zirius” se refere ao astro no momento da criagao do painel Zo6tico. Lembre-se de que suas
coordenadas equatoriais geocéntricas sdo (ay = 14 h 30 min; §; = —24° 37'). Entretanto,
diferentemente da outra vez, considere que Zirius possui um didmetro angular de 40’ ¢ uma
magnitude integrada de myz = —6,79.

Um dos objetos de estudo que Abacatane apresentou a Banano foi uma projecao estereografica
do céu de onde vive. Esse tipo de projecao tem como ponto de origem o nadir e se baseia na
transcricao dos pontos da esfera celeste para um plano cuja tangéncia a esfera se localiza no
zénite. Embora ela possuisse as coordenadas equatoriais geocéntricas de Cirius (ac = 18 h;

dc = +35° 11'), ela ainda nao tinha representado o astro na carta.

Projecio

Nadir

Figura 1: Representacao tridimensional da projecao estereografica.
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Figura 2: Carta celeste que Abacatane apresentou a Banano.

(a) (1 ponto) Calcule o movimento proprio do centro da supernova em [”/ano.

(b) (4 pontos) Em quais dias do ano Cirius fica visivel a Abacatane? Considere que o fluxo do
Sol ofusca Cirius e que o equindcio de primavera ocorre no dia 21 de margo no HN.

Outro objeto de estudo que Abacatane apresentou a seu pai foi uma tabela com dados a respeito
do formato da supernova. Para produzir essa tabela, ela adotou um modelo em que o centro de
Zirius (que sera nomeado O) é fixo na esfera celeste. Originalmente, o astro se assemelhava a um
circulo, todavia, desde a criacao do painel Zoético, a figura de Cirius passou por varias mudangas,
as quais geraram seu formato atual.

Para analisé-lo, Abacatane tirou uma fotografia do astro no momento de sua culminagao superior.
Depois, escolheu um ponto arbitrario Ag pertencente a borda da supernova e tragou, sobre a foto,
a semirreta OA. Ela entdo mediu o angulo diedro entre dois semiplanos cujos eixos de referéncia
sao a linha de visada: o semiplano que continha o meridiano local superior de O e o semiplano que
continha O—AO). Essa medida, feita no sentido horario de sua perspectiva, resultou em Sy = 45°.
Ademais, ela percebeu que, para cada variacao ASy desse dngulo, houve um aumento percentual
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AT’k

0 ~ . . . Ary, .
—— do segmento O Ay, em relagdo ao raio de Zirius. Finalmente, ela percebeu que —— se repetia
r r

Ar
em periodos de AS;5 = 120°. Calculando =k para varias variagoes ASj, ela obteve a seguinte
r

tabela:

k | ASk [°] | Arg/r [%]
0 0 0,000
1 10 11,30
2 20 31,70
3 30 60,30
1 40 106,3
5 50 1698
6 60 207,9
7 70 169,7
8 30 106,5
9 90 60,40
10| 100 31,95
11| 110 11,20
2] 120 0,000

(¢) (5 pontos) Em um grafico polar (anexado ao fim da lista), represente o formato e as dimen-
soes de Zirius e de Cirius.

(d) (5 pontos) Estime a area de Cirius em arcsec?.

Apos realizar os célculos descritos acima, Abacatane estava pronta para satisfazer os objetivos
iniciais de seu estudo.

(e) (2 pontos) Represente a posi¢io e o formato de Cirius na carta celeste providenciada por
Abacatane. Caso necessario, vocé pode exagerar nas dimensées do astro a fim de representar
seu formato mais precisamente.

(f) (1 ponto) Assumindo que, no momento em que Abacatane vive, ha aproximadamente
600.000 estrelas visiveis a olho nu e que elas estao distribuidas uniformemente sobre a esfera
celeste, calcule a quantidade de estrelas visiveis a olho nu que Cirius cobre.

(g) (1 ponto) Calcule a magnitude superficial da supernova em [mag/arcsec?].

(h) (1 ponto) Calcule a magnitude total de Cirius, considerando que sua magnitude superficial
€ constante.

Sugestao: Para maximizar sua nota, evite utilizar relagoes especificas sem prové-las.
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Solugao:

(a) A separagdo angular D entre os centros de Zirius e Cirius é calculada a partir da Lei
dos Cossenos para a Trigonometria Esférica:

cos D = c0s(90° — d¢) cos(90° — dz) + sin(90° — d¢) sin(90° — dz) cos(ac — az)

D = arccos(sin d¢ sin dz + cos 6¢ cos §z cos(ag — az)) = 77° 45

Do enunciado, depreende-se que se passaram At = 25.770 anos desde a criagdo do painel
Zotico. Assim, o movimento proprio u pode ser calculado por:
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I

(b) A altura h de um objeto na projegao estereografica pode ser colocada em funcao de sua
distancia d ao zénite e do raio R da carta. Planificando a situagao:

NN

Figura 3: Perfil plano da projegao estereogréfica.

Pela Trigonometria Plana:

z d
tan(g) =5 = %= 2arctan(ﬁ)

Ja que a distancia zenital z = 90° — h:

d
h =90° — 2arctan(ﬁ)

Medidos o raio da carta e a distancia do Polo Norte Celeste (levemente “abaixo” de
Polaris/a UMi) ao zénite, é possivel aplica-los na férmula acima para obter a latitude
do local onde Abacatane vive, que é aproximadamente igual a ¢ = +75°.
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Figura 4: Distancia do PCN ao zénite medida em verde e raio da carta medido em azul.

Tendo a latitude, pode-se concluir que o Sol é circumpolar nos dias em que dg =
90° — ¢ = Jde = +15°. Desse modo, infere-se que Cirius é visivel nos dias em que
0o < +15°. Para descobrir quais dias sao esses, monta-se o seguinte tridngulo esférico:

Figura 5: Triangulo pertinente ao calculo do tempo pds-equindcio de primavera no HN em
fungdo da declinagdo do Sol. € representa a inclinagdo do eixo de rotagdo da Terra, e lo
representa a longitude ecliptica geocéntrica do Sol.

Pela Lei dos Senos para a Trigonometria Esférica:
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. sinde
: = —— = lo = arcsin(———)
sine sin 90 sine

sin de sinle

Para um tempo ¢ em dias ap6s o equinécio de primavera no HN:

! " 360° - = aulrcsin(su,1 56)

. t
lo = 360 365,25 365,25 sin e

Isolando ¢ e resolvendo a equacgio para 6o = +15%:

‘i 365,25 arcsin(sin o)
360° sine

) = 41,16 ¢ 141,46 dias

Contando a partir do dia 21 de margo, infere-se que de > +15° entre os dias 1° de
maio e 9 de agosto. Logo, é possivel concluir que Cirius é visivel aproximadamente

‘ de 1° de janeiro a 30 de abril e de 10 de agosto a 31 de dezembro |

(c) Tridimensionalmente, é possivel representar a situagdo como:

Semiplano
m 1
5 Meridional
Iy 4
2 v
<
QL .’,
- . .
= P Semiplano
- = L4 -
= 3 Arbitrario
=

Figura 6: Representacdo tridimensional do método usado por Abacatane para obter dados
a respeito da supernova. Note que o ponto Ay nao esta representado, ji que ele é marcado
sobre a borda de Cirius, ndo de Zirius.

O primeiro passo para obter o formato de Cirius é representar Zirius, ja que a tabela
essencialmente compara as duas situacoes. Portanto, desenha-se uma circunferéncia
concéntrica ao grafico polar, cujo raio providenciara o tamanho relativo de r para o resto
das contas. Depois, para cada variagdo ASj, traca-se um segmento de comprimento

A
r(l+ ﬂ), partindo de O, de modo que (Sy + AS) seja constante. Ao final desses
r

véarios segmentos, estardo os pontos Ay, os quais podem ser ligados para representar
parte da borda de Cirius. Esse processo deve ser repetido mais duas vezes ao longo
da circunferéncia para se obter o formato completo de Cirius. O resultado final sera
aproximadamente:
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Figura 7: r(1 + ﬂ) ['] vs. (So + ASk) [°]- Escala em r(1 + A—) (So + ASk): 1:10;
r r

1:30° (r <20') > 1:5° (r = 20'), respectivamente. Zirius esta representada em verde, e
Cirius, em azul.

(d) E possivel calcular a drea de Cirius de varias maneiras. Nessa resolugdo, sera feita uma
decomposicao de seu formato em formas geométricas simples.

Ar
A principio, ligam-se os pontos em que =L - 0,00. Isso produz, aproximadamente,

,
um tridngulo equilatero inscrito a circunferéncia de Zirius e trés semielipses idénticas.

. 1?v/3 . ~
A area Ay do triangulo é dada por A; = i, e seu lado pode ser definido em fungao

do raio pela Lei dos Cossenos para a Trigonometria Plana:
P=r24+r*—2.7-7-c0s120° = I* =3r

3 O??
LA = f (207 - T

)2 =1,871-10°% arcsec?
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Figura 8: Formato de Cirius decomposto em quatro formas geométricas simples.

Ja a area total A, das elipses pode ser calculada por:

1
Ae=3-§-7rab

b é igual & metade da medida do lado do tridngulo, logo b = = = 7’\/5. Ja a pode ser

2 2
calculado a partir de ASg = 60°, que é quando O A, possui seu comprimento maximo.

Visualmente, é evidente que:

A
a= (1+j)’l"77"C08600 = a =~ 2,58r
r

Logo:

Ae=1,5~7r~2,58~§~(20'~63

)2 = 1,516 - 107 arcsec?

Finalmente, a area total Ac é obtida por:
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Ac = Ay + A, =[1,70- 107 aresec?

(e) Algumas dicas para a representagao:

e E possivel usar o Polo Norte Ecliptico como referéncia para o = 18 h e para
d = +66° 33'.
e Um dos semiplanos que definem S contém o meridiano local superior de Cirius.

Portanto, é vital alinhar esse semiplano na carta celeste de modo que o Polo Celeste
Norte esteja contido nele.

Assim, a representagao final deve ser semelhante a:

Figura 9: Representagao de Cirius em azul. As dimensoes foram exageradas para facilitar o
entendimento da imagem.

(f) Primeiramente, converte-se Ac para esterradianos:

s

Ac =1,70 - 107 2-1,70-10" (———
c ,70 - 107 arcsec ,70 - 10 (60-60-180

)2 =4,00-10"% sr

Logo, ja que as estrelas estao distribuidas homogeneamente sobre o céu e que a esfera
celeste completa cobre um angulo s6lido de 47:
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n 600.000

600.000
= = n=A¢- 1 ~ | 19 estrelas
c 4 T

(g) A area Az que Zirius ocupa no céu é dada por:

470/ 6077

Ay =mr? =
z =mr 7T(2 T

)2 = 4,524 - 10° arcsec?

Comparando a magnitude mg correspondente a 1 arcsec?

pela Lei de Pogson:

F
ms —mgz = —2,51055(1?;)
Ja que F oc A:

1
mg —my = 72,510g(A—) = mg =25log Az + my
z

Substituindo os valores, obtém-se que mg ~ ‘ 9,85 mag/arcsec? ‘

(h) Analogamente ao raciocinio desenvolvido acima:

mg = 25log Ac + m¢ = mg =mg —25log A =

4 magnitude integrada mz
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