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Instrucoes Gerais

1. Cada aluno deve enviar um arquivo tnico por lista no formato PDF pelo Gradescope da seletiva.
Na plataforma, o aluno deveréa marcar quais paginas correspondem a quais questoes.

2. A lista é composta por 5 problemas, com os 4 primeiros valendo 10 pontos e o tltimo valendo
20 pontos.

3. Antes de enviar o arquivo, verifique se a sua solugao esta legivel.

4. Caso opte por deixar uma questdo em branco, essa informacao deve ficar explicita (coloque
"Pulei a questao X" na resolugao da questao X-+1).

5. O titulo do arquivo devera seguir a formatacao: “ ‘N° aluno’ - Lista 6”. Por exemplo, se seu
ntmero é 19, envie o arquivo com titulo “19 - Lista 6.”

6. As solugoes de duas ou mais questoes ndo podem estar em uma mesma pagina;

7. No canto superior esquerdo das paginas informe: “N2 aluno - Q(N° questdo) ". Por exemplo,

“19 - Q17, e no canto inferior direito informe o niimero da pagina, por exemplo, “p.1.”

8. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolucao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.

9. A lista é totalmente individual.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg) 5,98 - 10%* kg

Raio (Rg) 6,38 - 106 m

Aceleragao da gravidade superficial (gg) 9,8 m/s?

Obliquidade da Ecliptica 23°27 Terra
Ano Tropical 365,2422 dias solares médios

Ano Sideral 365,2564 dias solares médios

Albedo 0,39

Dia sideral 23h 56min 04s

Massa 7,35 -10%2 kg

Raio 1,74 -10% m

Distancia média a Terra 3,84-108 m Lua
Inclinagao Orbital com relagao & Ecliptica 5,14°

Albedo 0,14

Magnitude aparente (lua cheia média) —12,74 mag

Periodo Sideral 27,32 dias

Periodo Sinédico 29,53 dias

Massa (Mg) 1,99 - 1030 kg

Raio (Rg) 6,96 - 10 m

Luminosidade (Lg) 3,83-10%6 W

Temperatura (7t) 5778 K

Magnitude Absoluta (Mg) 4,80 mag Sol
Magnitude Aparente (mg) —26,7 mag

Diametro Angular 32

Velocidade de Rotagdo na Galaxia 220 km s~!

Distancia ao Centro Galatico 8,5 kpc

Diametro da pupila humana 6 mm

Magnitude limite do olho humano nu +6 mag Distancias
1UA 1,496 - 10* m e tamanhos
1 pe 206.265 U A

Constante Gravitacional (G) 6,67-10"1 N -m? . kg—?2

Constante Universal dos Gases (R) 8314 N -m-mol~! K1

Constante de Planck (h) 6,63-10734 J - s

Constante de Boltzmann (kp) 1,38-10723 J - K2 Constantes
Constante de Stefan-Boltzmann (o) 567-10 %W .m=2.K* Fisicas
Constante de Hubble (Hp) 67,8 km-s~t- Mpc—!

Velocidade da luz no vacuo (c) 3,0-10% m/s

Massa do Préton 938,27 MeV - c2

AHo Mmedido em laboratorio 656 nm
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Problemas

1. (Aproximacdo de Componente Unica - 10 pontos) O fator de Hubble pode ser definido
como Hy = 100 h km.s~'.Mpc™', em que h é um pardmetro definido a partir de observacdes. O
parametro de aceleracao, por sua vez, é definido como:

)
qgo = —— 5
ao

Em que ag = a(tg) representa o fator de escala hoje, a é a primeira derivada e @ é a segunda
derivada de a em relacao ao tempo.

(a) (3 pontos) Hoje, medimos h = 0,68 e g9 = —0,53. Se isso, hipoteticamente, fosse devido ao
nosso Universo ser plano (k = 0) e dominado por apenas uma componente ficticia, encontre
a equagao de estado dessa componente, em outras palavras, encontre o niimero adimensional
w igual & razao de sua pressao p e sua densidade de energia e: w = p/e.

(b) (7 pontos) Encontre a distancia de luminosidade d; para uma supernova com redshift z =

2,5, utilizando um universo do tipo que vocé encontrou no item anterior. Considere que
ag = a(to) =1

Dica: Consulte o capitulo 5 e o inicio do capitulo 7 do livro “Intoduction to Cosmology”, de
Barbara Ryden.

Solugao:

(a) Escrevendo, primeiramente, a primeira equagao de Friedmann para o universo em ques-
tao:

.2
ao 881G
Hl=— = ——¢
O a? 320
Ainda, pela segunda equagao de Friedmann;

ap 4G
— = ———¢9(1
@0 32 80( + 3w)

Dividindo ambas as equagoes, teremos:

ap ag 1+ 3w

g =—""T5 =
ao a02 2

Assim, obtemos que w depende apenas de gg e ¢ dado por w = (2¢o—1)/3 —

(b) Pela definigdo de distancia de luminosidade, teremos:

to dt/
d; =r(l+z), onde: r = ff 7(10(15’)

Assim, precisamos encontrar a(t). Utilizando a Equacao de Fluidos:
a
e=-3-<c(l+w
S+ w)

d d
e
g a
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Considerando ag = a(tp) = 1, teremos:

£ = 80&—3(1+w)

Assim, utilizando a primeira equagao de Friedmann:

-2
H? — % _ %8 _ 837r§80a_3(1+w)
C

da\®> 5 sii.) 887G
(G) oot = e

da\> 1430 TG
@) T e

da G
o0 (A43w)/2 o
dt @ ( 3c? 60)

Pela segunda equagao de Friedmann, observamos que a derivada segunda do fator de
escala é sempre negativa. Para o universo em questao, isso significa que houve um Big

Bang, ou seja, a(0) = 0

a t
J a1 +39)/2 14 — f (&Tfa)) dt
0 0 3¢

2 8rG
Cg3tw)/2 _ ( i Eo) ¢

301+ ) 302
e 3(1tw 87G
Sz _ 3 . ) ( e 60) o

Para a = a¢ = 1:

e 314w 876G
[3w)/2 _ % /( e 50> t

b 2 3c?
7 301 +w) 87Geg

2
3(1 + OJ)H(]

to =

Assim:

PEICEI Y-

Lista 6 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2022
TOTAL DE PAGINAS: 19




Pagina 5

( t )2/3(1+w)
P
to
ta /1 ~2/3(04)
r=c- f <> dt’
+ \to

Seja, por simplicidade, 7 = t/to:

r=c- Jl (") —2/301+w) to - dr’

1
T =ctg - M . [1 _ (T)(1+3w)/(3+3w)]

1+ 3w

Ainda, utilizando que a = 1/(1 + z) temos:

1 2/3(14w)
142 (7)

142= (7_)—2/3(1+w)

)73(1+w)/2 _

(1+=z T

Substituindo na expressao para 7, encontramos:

= ety - 3(1+w) ) [1 1+ Z)—(1+3w)/2]

1+ 3w
Assim, pela definicao de d; e utilizando tg = m, teremos:
o2 [1 S+ Z)—(1+3w>/2]
(1 + SLU)HQ
g - —2¢ [1 —(1+ z)*<1+3w>/2] (1+ 2)
(1 + SW)HO

Por fim, substituindo os valores dados no enunciado, teremos:

d; ~ 28 Gpe

2. (Componente Ficticia - 10 pontos) Considere um Universo descrito pelas equagoes de Fried-
mann dominado por uma componente ficticia cuja pressao é dada por:

1
P(e) = 7 (20 —¢)
3
em que € é a densidade de energia atual. Considerando Hy > 0 e g9 > 0, responda aos itens:

(a) (3 pontos) Encontre uma expressao para a pressdo P em funcdo do fator de escala a e da
densidade de energia atual .

(b) (3 pontos) Encontre o intervalo de tempo cosmologico At decorrido entre o Big Bang e o Big
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Crunch desse universo em funcao da constante de Hubble Hy e do parametro de densidade
atual .

(c¢) (3 pontos) Encontre uma expressao para o fator de escala a(t) em fungdo do tempo cos-
mologico ¢ decorrido desde o Big Bang e das constantes Hy e £2g. Apos isso, encontre uma
expressao para a idade atual ¢ty desse Universo.

(d) (1 ponto) Qual é a condigdo imposta a )y para que a densidade de energia e dessa compo-
nente nunca seja negativa?

Solugao:
a) Primeiramente, pela equagao de fluido:

3a ga
Mt P)=0=P=—"—"_
e+ —(E+P) 2 €

Pela regra da cadeia, sabemos que:

de da  de . € de
- =

T dadt  da”

a  da

Entao a pressao é dada por:

/ /
e 26"t €0 1 a

JE d€/ a da/
Fazendo uma substituicao de variavel v’ = 2¢’ + &¢, temos que de’ = du’/2. Logo:

1J’“ du’ * da’

2 )., w '
1 U 1 2e + €9
—Inl— | ==In = —Ina
2 Uug 2 360

2
ln( E+€O> = —2Ing =Ina?

2e + €9 2, o [ 3 1
— =aqa = — _——
3eo 2 \a?

Voltando na expressao da pressao e substituindo a expressao encontrada para e:

o/ 1@
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b)

gg— € 1 30 €0 eo (3 3
pP= = (g 2E0 0 _f0 (2 9
373 (50 22 © 2) 3 (2 2a2)

Pela segunda equagao de Friedmann:
a 4G
- =- 3P
a 3c? (e+3P)
Mas como P = (g9 — €)/3, temos:
a 4G 4G QoH?
a3 (E+teo—e)=- 3207 T2
Logo, obtemos:
.. 1
a = _ngQO a
que é uma equacao de MHS (4 = —w?a). Entao:

H2Q o Q o [ 2

2 0%40 0

W2 Hoto AT g M o AT [ 2
2 T %\ 2 Ho'\ Qo

O intervalo de tempo At entre o Big Bang e o Big Crunch é:

T 2
At= "=
= i\ Qo

At =

ro|

2

Como d = —w*?a, entao:

a(t) = Cy cos(wt) + Co sin(wt)

Quando t = 0, temos a = 0, logo:

0 = C;cos(0) + Cysin(0) = C; = C1 = 0 = a(t) = Cy sin(wt)

A partir de agora, chamaremos Cy = K, ou seja, a(t) = K sin(wt). Para concluirmos
nosso objetivo de termos uma expressao de a(t) em funcao de Hy e €y, basta encon-
trarmos K em funcao desses termos.

Para isso, utilizaremos a primeira equacao de Friedmann:

@\ _ 8nGe | (1-%0)H3
a] = 3c2 a?

Vimos que € em fungao de a é dado por:

-2 ()

entao substituindo na primeira equacao de Friedmann:
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a 3¢2 2\a? 3 a? 2a2 2 a?

N
(“) _ 8”G503<1_1)+H(W:QOH3 (3_1> L (1=9Q0)Hg
Multiplicando ambos os lados por a?:

3 a? 1 1 a? 1
-2 2 2
a“=QH | =-——+——-1)=Q¢H5 | = — — + — 2
0 0(2 2 Qo > 0 O<2 2 Qo> )

Derivando a(t) = K sin(wt) em relagido ao tempo, encontramos que ¢ = Kw cos(wt),
logo:

. 1
a? = K2w? cos?(wt) = §H§QOK2 cos? (wt)
Logo, substituindo essa expressao e a? = K2 sin® (wt) em , obtemos:

1 1 K2?sin®(wt) 1
5H§Q0K2 cos?(wt) = QoHE (2 - + Qo)

K? 1 1 K? 1 1
2 (BT 2 2 I o (87 L L)
Qo HJ < 5 (sin®(wt) + cos*(wt)) 5 QO) Qo H; < 5~ 3 QO) 0

Como foi dito no enunciado que Hy > 0 e g9 > 0 (Qp # 0), entdo:

K2 1 1 2
82 -2 _ K=./14 2
5 "3 o 07 LN

Note que a raiz negativa nao é uma soluc¢ao pois isso geraria um fator de escala negativo
em instantes imediatamente apds ¢ = 0. Portanto, finalmente podemos concluir que:

a(t) = 4 /1+ Qio sin (HO\/?t>

Essa expressao nos permite encontrar a idade atual desse Universo. Como a(ty) = 1,

obtemos para tg:
; 1 2 . Qo
= — 4/ = arcsin
1\ Qo 2+ Q

d) Para que tenhamos € > 0, vemos pela equagao que:

11
0= 5 -320=-V3<a<V3=0<a<V3
a

\%

3

Pela expressao de a(t) vemos que o valor maximo que a tera durante a evolugao desse

universo é 4/1 + Q% Portanto, para que a densidade de energia € nunca se torne nega-

tiva, devemos ter esse valor méximo de a sendo menor ou igual a +/3:

2 2
1+ —<+3 — <2 Q=1
i < vis <= A1)
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Ou seja, para que essa componente ndo tenha densidade de energia negativa, um uni-
verso dominado por ela s6 pode ser plano (€ = 1) ou fechado (Qy > 1).

Observacao: E sim possivel termos um universo plano que tenha um Big Crunch. A
propria equagao de a(t) que deduzimos nessa questao mostram que mesmo com Qp = 1
existe um instante ¢ # 0 em que a(t) = 0. A ideia de que apenas universos fecha-
dos podem colapsar valem para universos com as componentes “tradicionais”: matéria,
radiacdo e constante cosmologica (se considerada com densidade de energia positiva).
Por exemplo, se considerassemos a densidade de energia da constante cosmoldgica como
sendo negativa, entao seria possivel termos universos planos e abertos que colapsam.

3. (Aceleragao Relativistica - 10 pontos) Os irmaos gémeos Wesley e Wesley’ (os pais deles
nao sdo muito criativos) sao fisicos muito aventureiros. Certo dia, ao aprender um pouco sobre
relatividade restrita, eles decidem fazer um experimento para determinar como a aceleracao de
um corpo varia em fungao do tempo quando este se move com velocidades relativisticas. Para isso,
Wesley’ partira do repouso de sua espagonave em seu referencial S’, movendo-se com aceleragao
constante ag?’ (medida em S’), ao longo do eixo #’. Considere que os gémeos estavam na origem
comumz =2'=0emt =1t =0.

(a) (5 pontos) Ache uma expressdo para a aceleragdo da nave medida por Wesley em seu
referencial S. A resposta deve ser uma fungao de ag e 7 (fator de Lorentz).

(b) (5 pontos) Ache uma expressdo para a velocidade da nave medida por Wesley em seu
referencial S. A resposta deve ser uma fungao de ag, t e outras constantes fisicas.

Dica: Pode ser proveitoso utilizar a integral de uma fungao polinomial, que é dada por:

y+1
faxy dr = ar
y+1

Solugao:

(a) Primeiramente, definamos as seguintes notagoes: u é a velocidade da nave em relagao a
S, u’ é a velocidade da nave em relagao a S’ e v a velocidade de S’ em relagao a S. Para
tornar mais claro o caminho a ser seguido, partamos da defini¢ao de aceleragao. Sendo
a a aceleragdo da nave medida em S, temos que:

_du

T

Utilizando a regra da cadeia duas vezes, podemos escrever que:

du du' dt’

a=———
du' dt' dt
Note que du’/dt’ é a aceleragdo propria ag da nave, i,e. a aceleragdo da nave medida
no referencial S’ de Wesley’. Resta, agora, determinar as quantidades du/du’ e dt’'/dt.
Para a primeira, podemos utilizar a formula para a adigao de velocidades, a qual é dada
por:

Diferenciando:
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du’ v(u' +v) , du’
duz]__kﬂi 2 u'v Qdu - 2 wv )2
) c(l—!—cg) 7(1+62)
v 1
Wy’

Para obter dt’/dt, utilizamos as transformacgoes de Lorentz, das quais temos que:

p x
t=’y(t +vc—2)

Diferenciando:

dz’

Vale ressaltar, no entanto, que o ultimo passo de diferenciagdo nao esta fisicamente
correto. A pentultima equacao nao ¢ valida no caso de um referencial S’ mutavel. O mais
correto é escrever diretamente na forma diferencial. Fizemos desta forma na soolugao
apenas para tentar deixar as coisas um pouco mais intuitivas. Prosseguindo, portanto,
temos:

dt 14+ u’ dt' 1
— = v— _ = ——
dt’ v c2 dt y (1 + UZ—Z)
Note que, no ultimo passo, usamos a defini¢io de v, isto é u' = da'/dt’. Agora,

substituindo os resultados du’/du e dt’/dt na expressdo para a, obtemos:
¥ (1+ %)

Como nao ha movimento da nave em relagao a S’, particularizamos a expressao fazendo
u’ =0, e entdo:

ag
a=—
~3
Utilizando o resultado do item anterior:
du 2\ 3
a=—=an(1l — 2
= (1 )

Sendo 8 = w/e. Ja que o referencial S’ é fixo & espagonave com o gémeo Wesley’,
tomamos u = v. Diferenciando S, temos que dv = cdf. Separando as varidveis e
integrando de ambos os lados:

3 t
fggﬂi?:fﬁ%pégjL,:@t
o 1=p%)3 Jo ¢ 1-y ¢

Logo:

Lista 6 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2022
TOTAL DE PAGINAS: 19



Pagina 11

4. (Universo Diferente - 10 pontos) Considere um outro modelo de universo cuja lei da gravitagao
toma a seguinte forma:

(a)

Fy(F) = —kmM7

(1 ponto) Considerando um corpo de massa m cuja orbita em torno de outro de massa M
possui amplitude a no eixo x e amplitude b no eixo y, calcule sua energia em funcao dos
valores dados. Considere que o potencial no ponto que se encontra o corpo de massa M é
nulo.

(0,5 ponto) Ache a dependéncia do periodo com o semieixo maior e o semieixo menor, isto
’
é,achenen’ em T oca™ b".

(3,5 pontos) Supondo que 0 nosso universo, inicialmente, tenha um raio Ry, e definindo o seu
raio em fun¢@o do tempo como R(t) = a(t) Ry, onde a(t) é o fator de escala e ag = a(ty) = 1,
sendo ty o tempo atual, demonstre que a primeira equagao de Friedmann assumiré a seguinte
forma nesse universo (assuma que a lei de Gauss continue sendo valida):

. 2

a 4mk E
- = 2 H(HRoad + ——
(Roa) 5 POFea” + 5

onde F é uma constante relacionada a energia e p é a densidade do universo.

(3 pontos) Encontre a segunda equacao de Friedmann nesse universo, e diga o quanto ela
difere da conhecida no nosso. Além disso, ache a dependéncia de ¢ com a para um universo
dominado por matéria, sendo € a densidade de energia do universo.

(2 pontos) Por fim, ache a dependéncia temporal de a e analise a evolugao/existéncia desse
universo, considerando que ele seja dominado por matéria. Para tanto, utilize que a solucao
da equacdo diferencial 32 = ay? + b é:

Vbtanh(cyy/a + ty/a)
\/a — atanh®(c1v/a + ty/a)

onde ¢; é uma constante determinada pelas condigbes iniciais (na sua solugdo, vocé nao
precisa calculé-la, isto ¢, pode deixar a resposta em fungao dessa constante).

y(t) =

Solugao:

(a) O movimento pode ser descrito como dois MHS, um no eixo x e outro no eixo y, cuja
orbita resultante sera uma elipse. Assim, podemos analisar a energia do movimento no
eixo x e do movimento no eixo y, resultando em:

kmM

E=E, + By =|—

(a2 + b2) (3)

(b) Sabemos que o periodo de um MHS depende apenas da massa do corpo e da constante,
ou seja, todas as orbitas terao o mesmo periodo independentemente do eixo maior e do
eixo menor. Portanto,

n=n"=0 (4)
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()

Assumindo que a lei de Gauss seja valida, podemos prosseguir de maneira anéloga &
demonstracao da equagao de Friedmann do nosso universo.

2
F— —kmMr = ° ;;(t) — _kMR(1) (5)

Portanto,

%% ((dz(tt» ) — _kMal(t) d‘;it) = (d‘;it)) — —EMa()?+E  (7)

Como estamos assumindo a validade da lei de gauss, pode-se considerar que M =
4
—mp(t)R(t)3. Logo,

3
4k =
a? = f%p(t)a(t)"Rg +E (8)
a \>  4rk E
e _ " 3
( Roa) S AOR + g 9)

Como a segunda equacao de Friedmann depende apenas de conceitos basicos de conser-
vagao de energia, e nao da forma da gravidade em si, ela sera igual & do nosso planeta.
Para demonstrar, devemos partir da primeira lei da termodindmica, considerando o
universo adiabatico:

dQ=dE+PdV =0=E+ PV =0 (10)

4 . 4 ]
Como V = gRSa(t)S, V= %Rg (3a%a) =V <3a>, e tomando como €(t) a densidade
a

de energia, temos que:

E(t) = V(t)e(t) = E(t) = Ve(t) + Ve(t) =V (é + 325) (11)

Entao,

V(é+3ae+3aP)=O=>é+3a(e+P)=O (12)
a a a

Para um universo dominado por matéria, P = 0. Portanto,

e(t) = 2 (13)

Caso tenha se interpretado "segunda equagao de Friedmann"como a equagao da acelera-
¢ao, também seria possivel chegar em um resultado. Multiplicando a primeira equagao
de Friedmann por R3a?:
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4k

a? = —32 —— Riea® + E (14)
. - Ak
Derivando em fungao do tempo de cada lado e chamando z = 3—2R0:
c
2ai = —x(éa® + Hea'a) (15)
Utilizando a equagao dos fluidos obtida anteriormente:
2ai = —xa(—3(e + P)a* + 5eat) = —za*a(2e — 3P) (16)
Portanto,
a 27rkR3
— = 2¢ — 3P 17
= =T (2~ 3P) (17)

(e) Utilizando a equagdo obtida no item (d) na equacdo de Friedmann desse universo,
(substituindo p por €/c?), temos:

. Ak
a? = —%RgeoaQ +FE (18)

Assim, podemos escrever que:

+/E tanh ((01 + t)q/f@R3 )

_Ank Atk
3 ) RS’GO (1 — tanh2 ((Cl + t) _32R360>>

Primeiramente, podemos ver que teremos raizes de ntimeros negativos, ja que k > 0, pois

a gravidade é atrativa, assim como os outros parametros. Assim, teremos tangentes hi-
T —ix
e

. . . e .o~ ~ . —€
perbolicas do tipo tanh(iz). Utilizando a defini¢ao dessa fungao e que sinz = %
eiz 4 e—’if !
e cosT = 5 temos:
e — e~ 2jsinx
tanh(ix) = — — = = ¢ tan(z 20
(i) e + e 2cosx (z) (20)
- ~ . Ak o
Portanto, utilizando esse resultado na equagao anterior, e chamando =z = 3—21-1’060
c

podemos realizar diversas simplificagoes:

ivVEtan ((c; + t)\/x tan((c1 + t)y/x)
a(t) = 21
W Z\/I (1—i2tan ((c1 + t)\/x \/7 \/1+tan ((c1 +1)v/x) 21

Entao, como 1 + tan? z = sec? z,

_ E tan((ci +1t)y/x) E .
a(t) = i\/;' m = i\/; -sin((c1 + t)\/E) (22)
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Para possuir sentido fisico (a = 0), devemos pegar sempre o modulo dessa expressao.
Entao, esse universo passard por um periodo de expansao até chegar em um a4, €
depois passara a contrair até chegar no seu Big Crunch. Assim, temos que:

/ 3¢2E . 47rkRgeo
a(t) = m - |S1n <(Cl + t) — s (23)
4k Rieq

3c?
Amaxr = T (24)

5. (Espectroscopia Intergalatica - 20 pontos) Até recentemente as simulagdes computacionais
apontavam que deveria haver uma proporc¢ao de 5% de matéria baridnica no universo, contudo
eram conhecidos apenas 2,5%, parte essa encontrada nas galaxias, estrelas, gases intergalaticos e
entre outros. Onde estavam os outros 2,5%7! Felizmente, recentemente aconteceu um fendmeno no
universo distante que liberou radiacao nas condi¢oes necessérias para que, particulas “invisiveis”
pudessem absorver tal radiagdo no WHIM (Warm-Hot Intergalactic Medium), de maneira que, a
partir de uma técnica conhecida como Lyman-Alpha Forest, a radiacao de altas frequéncias sofria
o redshift capaz de levé-las a interagir com as particulas no WHIM e, portanto, eram deixadas
marcas de absor¢ao no espectro. A partir dessas marcas pudemos encontrar a composigao restante
de matéria nessas regioes invisiveis do universo.

Considere a misteriosa fonte de luz emitindo radiagdo & uma temperatura 7' como um corpo negro
ideal e a uma distancia inicial (quando a radiagao foi emitida) de D, = 2469.03 Mpc, denote o
tempo atual como ty = 14,571 bilhGes de anos e o fator de escala universal no momento de emissao
como a. (denote ag = 1 para o fator de escala atual). Sabe-se que para que haja a absor¢do na
radiagao no WHIM o comprimento de ondaE| deve estar entre Ay e Ag + Alg. A densidade de
particulas no WHIM era p. no momento de emissao e a opacidade do meio é constante e igual
a K.

Estudos cosmolégicos mostram que a expansao do universo é praticamente exponencial, seguindo
a relacdo de Hubble: a = age0(*=%) com Hj a constante de Hubble.

(a) (1 ponto) Encontre o tempo de emisséo ¢, da radiagdo. Nesse problema use a aproximagao
que tg = H%’

(b) (0.5 ponto) Encontre uma relagao entre o redshift da radiagao e o fator de escala do universo
no momento.

(c¢) (0.5 ponto) Encontre uma relagio entre a densidade de matéria das particulas no WHIM
em fun¢ao do fator de escala.

(d) (1 ponto) Considere a parcela da radiagao que possui comprimento de onda inicial (considere
A < Ap) igual a A, encontre o fator de escala no qual essa parcela comega a sofrer a absorgao.
Encontre ainda o fator de escala no qual essa parcela termina de sofrer a absorc¢ao.

(e) (4.5 pontos) Considerando que o fluxo dessa parcela antes de comegar a sofrer absor¢ao era
Fy encontre o fluxo apo6s ocorrer toda a absor¢gao no WHIM. Despreze outros fatores que
porventura poderiam alterar tal fluxo. Sabe-se que A\g < Ag.

Um astréonomo na Terra, ao receber o espectro do corpo, percebe que um intervalo de com-
primentos de onda nao obedece a lei de Planck na distribui¢ao de fluxo. O astrénomo entao
relacionou o fluxo obtido com o fluxo esperado corrigindo o intervalo probleméatico com um

Fo..
fator de correcdo a()) = —22tdo

Fesperado

ITambém conhecido como comprimento de Lyman-Alpha, que é o comprimento majoritariamente absorvido na
Lyman-Alpha Forest.
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(f) (0.5 ponto) Encontre a(A).

(g) (2 pontos) Qual o intervalo de comprimentos de onda observados no qual esse efeito pode ser
observado? Ha ainda subintervalos nos quais o efeito ocorre de maneira parcial: determine-os.

(h) (5 pontos) O astronomo juntou os seguintes dados:

K 5,3-1072 m2kg~!
ANy 1,7 nm

Al 121,6 nm

Hy | 67,15 km-s TMpc?

E também realizou a tabela a seguir que relaciona o fator de corre¢ao com o comprimento
de onda de emissao:

Anm) £ 14 nm | «a())
130,0 0,99964
160,0 0,99933
190,0 0,99887
220,0 0,99825
250,0 0,99744

Reescreva a tabela anterior adicionando as devidas incertezas no fator de corregao.

(i) (5 pontos) Utilize o método de regressdo linear, fazendo as substitui¢oes e algebrismos
necessarios, para determinar a densidade do W HIM, bem como sua respectiva incerteza de
medida.

Solugao:

(a)

Considere o momento em que a luz esteja a uma distancia* r da fonte (* essa distancia
corresponde & distancia comoével, ou seja, a distdncia do ponto em que esta agora até a
fonte caso fosse medida no momento de emissdo). Ao passar um intervalo dt a distancia

percorrida sera: cdt = ?dr = eHo(t=te)dr Logo encontramos que:

dt dr to o D
e S L —Ho(t—te) gy — €
eHo(t—te) c LC € dt c
Assim:
e~ Holto—te) _ 1 = _7D€HO
c

In (1 — —DECHO)

te =to+
e 0 HO

Substituindo os valores encontramos que t. = 2,674 bilhoes de anos! Portanto deduz-se
que a, = 0,442.

A=A .
Pela definigao de redshift: z = ———, contudo o A é nada mais que o A, escalado de
a(t).

Ae
Qe

um fator
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Logo:

a(t) = ac(z +1)

Sendo a densidade inicial p., apés a expansao do universo o volume aumenta com um
fator de a(t)3, de maneira que, por ser inversamente proporcional ao volume, a densidade
se comporta da seguinte forma:

Para que tal comprimento de onda comece a sofrer absorcao é necessario que ocorra
redshift necessario para que esse seja igual a Ay. Ja o término da absor¢ao ocorre
quando o comprimento apds o redshift seja igual a Ay + Alg.

Na condigao de inicio:

A = A
Qe
A
altr) = a. 5+
J& na condicao de término:
t
Ag + Ay = )\?
A AN
a(t2) = a@%

Sabendo que a profundidade optica nessa situagao é dada como 7 = kp(t)dR, sendo dR
a distancia percorrida, que pode ser interpretada ainda como dR = cdt. H& ainda o
efeito da mudanca de comprimento de onda, pois, como o fluxo é proporcional & energia
dos fétons, quando ha mudancga no comprimento de fé6tons hd mudanca na energia e
a(tz)
a(ty)

portanto ao fluxo, de maneira que o fluxo é multiplicado por um fator

ap6s um
intervalo to — t1.

Analisando um intervalo dt considere inicialmente o efeito da absorcao, pode-se fazer
isso pois os efeitos sdo independentes entre si, um deles altera a quantidade de fotons (a
absorgdo) e o outro altera o comprimento de onda dos fotons (expanséo), logo podemos
analisa-los separadamente:

dF = —F(t)T = —F(t)kcpea’a(t) 3dt

Integrando a expressao:

F ¢
f dj = —J : /@cpeageng"(tft“)dt
Fo F t

1

F 1
In(—)= 3( ~3Ho(ta—to) _ *3Ho(t1*t0))
n <F0> KCpeay | e e 3,
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F a1
In <E)> = ﬁcpeag (a(t2)73 - a(tl)is) ﬁ
F _ 3 -3 __ -3 1
In (Fo) = KCPeA (()\H + Alg) Ay ) 3,

Utilizando a aproximagao (1 + z)" ~ 1 + nz, ja que Adg < Ag:

| F Kepe N3 AN g
nl ) = et ZAH
I Ho\%,

_mepeXAany
F =Fye Ho*y

- _a
Adicionando, finalmente o fator de correciio —:
ao

_ repeXSany

F =0,442 - Fpe "0’

O fluxo esperado seria desconsiderando a absorcao do WHIM, logo seria considerando
apenas o fator da expansao do universo:

Fesperado = 07442F0

Lembre-se que todos os outros fatores que irdo afetar o fluxo (efeito da distancia e
redshift) independem do fluxo inicial. Dessa forma podemos garantir que o fator de
correcao é constante para todo tempo ap6s o intervalo de absor¢ao, dessa forma encon-
tramos que:

repe NSAX
—fCPed AAH
a(d)=e  HoMu

O efeito da expansdo do universo causa o redshift da radiagdo, ou seja, o aumento
do comprimento de onda. Como a unica maneira de haver absor¢ao é no caso de
Ag < A < Ag + A)pg, caso o A inicial seja maior que Ay + AAgy, nao havera mais
o efeito, devido ao redshift. KEsse comprimento inicial corresponde ao comprimento
observado de:

ap 1
)\observado = Aemitido* = ()\H + A)\H)f
Qe e

Substituindo os valores encontramos:

Amaz = 278,6 nm

Para comprimentos menores que um determinado valor, ndo houve tempo o suficiente
para que o redshift conseguisse transportar o comprimento inicial para no minimo Ay .
Entao no caso minimo esses comprimentos de onda estao entrando dentro da faixa
necessaria imediatamente antes de chegar na Terra, logo: A = Ag. Logo o intervalo
onde ocorre a anomalia é:

[121,6 nm,278,6 nm]
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Contudo note que para valores iniciais de comprimento de onda tais que Ay < Ag <
Ag + A)g, ainda assim ird acontecer absorgdo ao passar pelo WHIM contudo esta
serd apenas parcial. Logo para comprimentos de onda de observagao tais que )(‘I—H <A<

AHJ;A o efeito serd apenas parcial:

2748 nm < A < 278,6 nm

O mesmo ocorre para caso em que a radiagao que chega na Terra tiver comprimento
de onda tal que Ay < A < Ay + A\g, o que significa que a radiagdo percorreu apenas
uma parte do intervalo completo:

121,6 nm < A < 123,3 nm

Para isso utilizaremos a equagdo de propagagao de erros para uma funcao f(z,y,z,...) :

sy (ZL) o (L) e (2 2

Nesse caso a fungdo que queremos é a()\), logo:

da(X)
dX

Aa(X) =

AA‘
Como a(\) = e=#*":

Aa()) = 3kA2e Y AN

Sabe-se que AX = 1.4 nm VY. Infelizmente ndo sabemos o valor de k, jA que néo
sabemos a densidade p,, para isso precisaremos substituir: In (a()\)) = —kA3, portanto:
AN

Aa(N) = =31n (a(N))a(N) 3

A partir dessa relagao basta substituir cada valor necessérios e assim podemos construir
a tabela completa:

Anm) £ 1,4 nm a(N)
130,0 0,99964 =+ 0,00001
160,0 0,99933 + 0,00002
190,0 0,99887 + 0,00002
220,0 0,99825 + 0,00003
250,0 0,99744 + 0,00004

Para utilizarmos o método da regressao linear, é primeiramente necessario que, obvia-
mente, utilizemos uma fungdo linear. Como podemos relacionar a(\A) e A linearmente, a
fim de encontrar o coeficiente angular? Simples! Esse método ja foi até mostrado no item
anterior: o 1til fato que In (a()\))ocA3, logo podemos construir um gréfico In (a())) vs A3
e o resultado sera uma reta!

Como esperado do método de regressao linear, nao é realmente necessario plotar um
grafico, basta utilizar a calculadora cientifica para tal. Primeiro construiremos a tabela
de dados que serao utilizados na regressdo linear (etapa opcional, ji que poderiamos
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simplesmente substituir os dados direto na calculadora). Note ainda que nao ha neces-
sidade da propagacgao de erros para a formacao da seguinte tabela, ja que esses dados
nao serao considerados na regressao:

A3 (nm?) In (a(X))
2.197-10° | —3,6006 - 10~*
4.096 - 10 | —6,7022- 101
6.859 - 10% | —11,3064 - 10~*
1.065-107 | —17,5153 - 101
1.562-107 | —25,6328 - 10~*

Apos realizarmos a regressao linear , do tipo y = A + Bz, encontramos os seguintes
resultados:

A = 2,376064729 - 10~7
B = —1,642367705 - 1010 nm 3
r = —0,999994551

Para encontrarmos os erros associados a cada medida, utilizaremos as férmulas conhe-
cidas (denote N como o ntimero de amostras, nesse caso N = 5):

r=2 -1

AB =B N3

N 2
AA = ARy Zi=LTE
Assim encontramos, finalmente que:

A=(0,24+2,89)-107°

B = (—1,642 £ 0,003) - 107° nm ™3

Perceba o curioso fato em que a incerteza no valor de A é maior que o proprio valor
de A o que implica no fato de que o valor de A nao pode ser determinado, por ser tao
pequeno em relacdo as incertezas do problema, e, portanto, pode ser desprezado (até
por que, era esperado que, no caso ideal, A = 0).

Note que:

Kepe Al g

B =
Ho\,

Sendo que usaremos todos os comprimentos de onda em nm devido & convencao de
unidades feita anteriormente. Assim encontramos que:

pe = (2,920 + 0,005) - 10727 kg -m~3
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