PROVA DE ANALISE DE DADOS

Y ‘
Uﬁ/ \ SELECAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS

OLIMPIiADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2022

ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

Instrucoes Gerais

1. Escreva seu NUMERO DE IDENTIFICACAO em TODAS as folhas de resposta que serio
escaneadas.

2. Escreva o numero de cada questao na folha de resposta, bem como o ntiimero da pégina.
3. Essa prova é de aplicacdo tnica. NAO HAVERA SEGUNDA CHAMADA.

4. A duragdo da prova é de 3 (trés) horas para resolu¢do mais o tempo de 20 (vinte) minutos para
scan, sem possibilidade de tempo adicional, a nao ser em casos de imprevistos.

5. A prova é composta por 2 questoes (totalizando 150 pontos), com as seguintes pontuagoes:
Questao 1 com 75 pontos e Questao 2 com 75 pontos;

6. A prova é individual e sem consultas. Informagoes relevantes para a Prova de Anélise de Dados
estao disponibilizadas nas paginas 2, 3 e 4.

7. O uso de calculadoras é permitido, desde que ndo sejam programéveis/graficas/com acesso a
internet.

8. As resolugoes das questdes podem ser feitas a lapis (bem escuro) ou caneta e devem ser apresen-
tadas de forma clara, concisa e completa. Faca um retdngulo ao redor da resposta de cada item.
Sempre organize seus dados em tabelas. Recomendamos o uso de borracha, régua e compasso.

9. Vocé pode utilizar folhas de rascunho para auxiliar no processo de resolugao da prova, mas elas
nao devem ser escaneadas.

Instrucoes Especificas

1. Apo6s o término da prova, os alunos deverao escanear suas solugdes com um aparelho celular
para enviarem suas provas pelo Gradescope.

2. So6 serao aceitos arquivos em pdf. Em caso de duvidas, leia o passo a passo da OBA de como
escanear suas solugdes.

3. O uso de aparelhos celulares ou cameras fotograficas s6 é permitido enquanto o aluno realiza o
scan de suas solugoes.

4. Para questoes em branco, faca upload de uma folha escrito apenas “Esta questao foi pulada”.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)
Velocidade da luz no vacuo (c)
Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Ao Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 -105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.-m2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

656 nm

Pagina 2

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:
sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(C)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)

Lei dos quatro elementos:

cot(b) - sen(a) = cot(B) - sen(C) + cos(a) - cos(C)

e Forma Polar da elipse :
a(l—e?)

r(®) = 1+e-cos(f)

e Critério de resolugao de Rayleigh:

A
Opmin ~ 1,22 =
D

e Lei de Stefan-Boltzmann:
L =c¢ 47R?cT*

em que a emissividade vale € = 1 para um emissor perfeito.

e Efeito Doppler Classico:

A— AO Urad
Z = =

)\0 C
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Formulario

Para encontrar a incerteza o, de uma funcéo genérica w = w(x1,za, ...

2 2 2
0120= ﬁ ai-ﬁ- ?f ai +F ﬁ Uf
0x1 1 0%2 2 0xy, "

A tabela abaixo mostra algumas aplicagoes classicas disso:

,Tp), a formula geral é:

Fungdo w = w(z,y, - ) Expressoes para o,

2 _ 2 2
0, =0z +toy,+ -

w=zm 0w = |ma™ 1 o, ou ‘U—w = |mZ=
w x
Ow O
w = ax o, = |aj oy ou )—‘:’—
w T
w=azx+b 0w = |a] oy

o, = (ay)® o} + (az)’ 0}

w=axry 2
e (2 (5)
w x Y
a 2 axr 2
2 _ 2 2
o, = (y) o+ <y2) Oy

z
w=a— )
y n ()2 (3)
w T Y
2

afj = (apmp_lyq)2oi + (aquyq_l) 05

w = axPy? ) ) 2
0w Oy Oy
ou — =\p—) +lg—
w T Y

0, = |abcos(bx)|o,

w = asin(bx)

w =blog,z
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e Pelo método dos minimos quadrados, a melhor estimativa para os coeficientes da reta y = A+ Bx
sao:

DX DN D NN
A
NYzy—z2y
B= A

Onde:

A =NZI27 (ZI)2

e As incertezas dos coeficientes sdo dadas por:

Em que:

N
1
= Ny — A~ Ba;)?

Ha também outras formulas que levam aos mesmos resultados, e sdo mais rapidas:

Em que r é o coeficiente de correlacao linear, A e B sao os coeficientes linear e angular da reta
de melhor ajuste, respectivamente, e N é o nimero de pontos.
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1. Temperatura de Nuvens de Gas no Meio Interestelar (65 pontos)

Existem 3 tipos principais de gas no meio interestelar: nuvens frias (7' ~ 100 K), meio interestelar
quente (T ~ 10* K) e gas coronal (T ~ 10° K). Nesta questdo, iremos analisar espectros estelares
para determinar qual tipo de gas é mais comum na via lactea, perto de onde a Terra esta. Para
isso, seréd necessario encontrar a temperatura de diversas nuvens.

Em folhas separadas, vocé pode encontrar os espectros de 5 diferentes estrelas; o nome de
cada estrela encontra-se na parte inferior esquerda do grafico. Em cada espectro, é possivel notar
facilmente a presencga de duas linhas de absorcao de sédio, proximas aos comprimentos de onda
Ao, = 5890 Ae Ao, = 5896 A, respectivamente. Medindo-se a largura espectral de cada uma
dessas linhas, é possivel entao estimar a velocidade tipica dos atomos de s6dio, e por conseguinte
a temperatura. Nos espectros, vocé também pode visualizar dois segmentos horizontais sobre
cada linha de absorc¢ao, que devem ser utilizados como um auxilio sobre os quais as medicoes de
larguras espectrais devem ser feitas.

Dados:

e Massa do dtomo de soédio: m = 3,82 - 10726 kg
e Velocidade da luz no vacuo: ¢ = 3,00 - 10% m/s
e Constante de Boltzmann: kg = 1,38 -10"23 J . K~}

(a) (7 pontos) A largura espectral AX pode ser simplificadamente interpretada como a diferenga
entre os comprimentos de onda maximo e minimo observados ao devido ao efeito Doppler
associado ao movimento das moléculas. Utilizando a teoria cinética dos gases, mostre que a
temperatura T é da ordem de

2 2
me” (AN

kg A

em que A é o comprimento de onda central da linha de absor¢ao, m a massa da molécula, ¢
a velocidade da luz e kp a constante de Boltzmann.

Agora, utilizando os espectros fornecidos, meca as larguras das linhas de absorcao de sodio citadas
(AX1 e A)y), bem como seus comprimentos de ondas centrais (A1, A2). Em seguida calcule a razao
AMN/A, definida por

AN 1 (AN A

N2 ( N )

A partir disso, obtenha as temperaturas correspondentes utilizando a relagao do item anterior.
A Tabela 1 contém dados espectrais de 14 estrelas adicionais, além das 5 que vocé trabalhou nos
itens anteriores.

(b) (15 pontos) Preencha a Tabela 1 completamente, de forma adequada. Atente para as
unidades utilizadas.

(¢) (20 pontos) Em papel milimetrado, plote um grafico de temperatura (7') versus distancia
(d).

(d) (10 pontos) Utilizando o método dos minimos quadrados, encontre a reta de melhor ajuste
aos pontos y = Az + B, e trace-a no grafico. Determine os seus coeficientes A e B.
ODbs: nao é necessirio estimar suas incertezas.

(e) (8 pontos) O que a distribui¢do obtida no grafico feito indica? Isso faz sentido dada a
posicao da Terra em nossa galaxia? Justifique.

Pense no que aconteceria se houvesse 2 nuvens de temperaturas bem diferentes entre nés e uma
estrela. De acordo com a formula do item (a), nuvens mais quentes apresentam linhas de absorcao
mais largas, o que indica que apenas a nuvem mais quente seria detectavel no espectro da estrela,
visto que a nuvem mais fria geraria uma absorcdo mais estreita, a qual seria encoberta pela
absor¢ao da nuvem mais quente.
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(f) (5 pontos) Baseado na discussdo acima, qual é o tipo de nuvem predominante no meio
interestelar?

Solugao:

(a) Considere, de forma simples, uma molécula se afastando com v e outra se aproximando
com v, em que v ¢é a velocidade tipica das moléculas. Sendo A o comprimento central
da linha de absorgao, o efeito doppler nos diz que

Amaz — A v A — Anin v

A c A c

Chamando Mgz — Amin = AX e somando as duas equagoes:

Da teoria cinética, sabemos que a velocidade de uma molécula tipica serd da ordem de

[kgT
v~ ——
m

Logo:

Ignorando prefatores numéricos e substituindo v do efeito Doppler, podemos entao afir-
mar que

e (AAY
kp A

Como queriamos demonstrar.
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(b) Segue a tabela preenchida. A coluna com os nomes das estrelas foi propositalmente omi-
tida. Para as medigoes de AA1, AXo, A1 e Ao, foram considerados corretos, na corregao,
valores em uma margem de +0,05A. Os intervalos aceitéveis para as colunas de AN X e
T associadas as estrelas cujos espectros foram fornecidos foram calculados de acordo e
levados em conta durante a correcao. Para as demais estrelas, foram aceitos apenas pe-
quenos desvios ocasionados pela quantidade de algarismos significativos utilizados pelo
aluno durante as contas. Foram penalizados aqueles estudantes que utilizaram mais ou
menos de dois algarismos significativos nas medidas de A\ e .

d(pe) [ AN (A) [AX (A) [ X =20, (A) [ da— 2o, (A) | ANA(107°) [ T (10" K)
1398 | 0,49 0,49 0,88 0,86 78 150
1345 0,42 0,38 0,71 0,67 6,8 120
333 0,055 0,077 0,42 0,27 1,1 3,0
826 0,19 0,17 0,41 0,28 3.1 24
1423 0,45 0,49 0,75 0,60 8,0 160
1162 0,29 0,29 0,51 0,43 1,9 60
1014 0,22 0,19 0,45 0,35 3,5 31
1319 0,36 0,31 0,71 0,61 5,7 81
872 0,25 0,29 0,44 0,34 4,6 53
903 0,25 0,22 0,29 0,25 1,0 40
1125 0,48 0,53 0,53 0,49 8,6 180
811 0,26 0,24 0,34 0,28 12 14
163 0,14 0,17 0,37 0,27 2,6 17
559 0,028 0,069 0,53 0,24 0,82 1,7
163 0,14 0,094 0,42 0,31 2,0 10
375 0,030 0,051 0,70 0,50 0,69 1,2
325 | 0,0088 | 0,0081 0,42 0,37 0,14 0,049
362 0,082 0,10 0,53 0,43 15 5,6
538 0,088 0,088 0,44 0,46 15 5,6

(¢) Segue abaixo o grafico pedido.
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® Pontos experimentais ®
y=0.128-x—53

r=0.857 b
150 °

175 +

125 +

100 ~

75 7

T[10%K]

50 ~

T T T T T T
400 600 800 1000 1200 1400
d[pc]

Figura 1: Temperatura (10* K) versus distancia (pc)

(d) A reta de melhor ajuste y = Az + B ja foi tragada no grafico do item passado. Os seus
coeficientes, obtidos a partir do método dos minimos quadrados, sao

A=0,128 10" K/pc B-—53-10'K|

Consideraram-se corretos valores nos intervalos 0,109 < A < 0,147 (10 K/pc) e =70 <
B < —36 (10 K).

(e) A distribuigdo indica a existéncia de uma correlacdo entre a distancia de uma estrela
e a temperatura do gis no caminho até ela, tal que quanto maior a distancia maior a
temperatura do gas.

Isto nao faz sentido, visto que o gas interestelar nao é afetado pela Terra, e qualquer
correlacao relacionada & distdncia deveria tomar em conta a distdncia da nuvem em
relagdo ao centro da galaxia, e nao sua distancia a Terra.

(f) Olhando os pontos de menor distancia no grafico, podemos ver que existem nuvens frias
entre a Terra e tais estrelas. Visto que na presenga de uma nuvem fria e uma nuvem de
meio interestelar quente na linha de visada de uma estrela apenas a segunda sera iden-
tificada, podemos inferir que deve haver uma predominancia de nuvens frias no meio
interestelar, embora a maioria dos pontos do grafico apontem para uma predominéncia
de meio interestelar quente.
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2. Microlentes Gravitacionais (85 pontos)

O OGLE (Optical Gravitational Lensing Experiment) é considerado uma das maiores contribui-
¢oes da astronomia polonesa para a comunidade cientifica. Seu objetivo principal é o estudo de
microlentes gravitacionais, que sao eventos astrondmicos nos quais a luz de uma fonte de fundo é
desviada e amplificada pela gravidade de um objeto massivo a frente dela. Nessa questao, faremos
uma anélise simplificada de um dos ramos de pesquisa do projeto: a deteccdo, a partir do efeito de
microlente, de objetos cuja emissao é insuficiente para observagao direta. Sua tarefa é encontrar
a massa do objeto.

Foérmulas: Durante um evento de microlente, o fluxo da fonte mostra um aumento transitorio
dado por:

F—}:A u? 42

Ff U\/m

Em que F J’c ¢ o fluxo da fonte de fundo amplificado pela microlente, £y ¢ o fluxo original da mesma
fonte, A é chamada magnificagao, e u é definido como:

Sendo 6 a distancia angular entre os corpos e fg o raio de Einstein, que, por sua vez, é definido
como:

4GM
T a2

9E TR

Sendo M a massa do corpo que provocaria a microlente, a o semi-eixo maior da orbita terrestre, e
mE um parametro adimensional caracteristico do sistema observador-lente-fonte, fornecido abaixo.
Ao usar essa equagao, 0 é encontrado em radianos.

Dados:

e Movimento proprio relativo entre os corpos: p = 4,250 mas/ano
o g = 0,0894

o Constante gravitacional universal: G = 6,67 - 10! N - m?-kg
e Massa do Sol: Mg = 1,99 -10%° kg

e Semi-eixo maior da orbita terrestre: a = 1,50 - 10 m

-2

e Velocidade da luz no vacuo: ¢ = 3,00 - 10% m/s
e Tabela com as medigoes fotométricas de um objeto de fundo, que se encontra ao fim da
questao
(a) (9 pontos) Seja ug o valor de u na maior aproximagcao, mostre que, para u < 1:
1 p 2 2
— &~ — - At° +ug
A 0%
(b) (10 pontos) Faca uma tabela de 1/A2 versus At*.

(c) (20 pontos) Plote o grafico 1/A? versus At® com os valores da tabela. Trace a reta que
melhor se ajusta aos pontos.

(d) (16 pontos) Determine os coeficientes de ajuste linear, bem como suas incertezas.

(e) (8 pontos) A partir dos coeficientes de ajuste linear, determine a massa do objeto massivo,
bem como sua incerteza.
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(f) (2 pontos) Nenhuma emissao de luz detectével foi observada proveniente do objeto massivo.
Considerando esse fato e a sua resposta do item anterior, conclua qual o tipo de corpo celeste
que provocou a microlente gravitacional.

(g) (20 pontos) Ainda é necessario estudar a incerteza vinda da nossa aproximacao. Estime o
valor maximo de u para que 1/A? carregue um erro menor que 1 % quando calculado segundo
a aproximagao do primeiro item. A partir disso, estime o valor maximo de |At| para a mesma
condigao.
Dica: Considere que o erro venha majoritariamente da aproximacgio de 1/4% em funcgio de
u, ou seja, despreze o erro ao encontrar u em funcao de outros parametros.

Magnificagao | At (dias)
362.4 0,168
361,1 0,171
358,8 0,184
358,1 0,194
3574 0,199
355,5 0,205
3555 0,213
350,3 0,222
3453 0,229
348,3 0,236
343,9 0,243
342,3 0,256
3417 0,262
342,0 0,270
342,3 0,278
333,3 0,284
335,7 0,308
3354 0,318
331,4 0,341
329.0 0,347
3254 0,358
3251 0,370
323,0 0,383
321,2 0,398
312,8 0,418

Tabela 1: Relagao entre o intervalo de tempo At decorrido desde a maxima aproximacdo entre os
corpos e a magnificacdo A. Dados adaptados do projeto OGLE.

Solugao:
(a) O angulo € pode ser expresso pela relagao pitagorica:

0° = u* - AL® + 63

2
Q_i.AtQ

2
u- = + U
2 0

0%

Como u « 1:
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Podemos aproximar:

(b) Segue a tabela solicitada:

1/A%Z (107%) | A#? (1072 dias?)
7,61 2,82
7,67 2,92
777 3,39
7,80 3,76
7,83 3,96
7,91 4,20
791 4,54
8,15 4,93
8,36 5,24
8,24 5,57
8,46 5,90
8,53 6,55
8,56 6,86
8,55 7,29
8,53 7,73
9,00 8,07
8,87 9,49
8,89 10,1
9,11 11,6
9,24 12,0
9,44 12,8
9,46 13,7
9,59 14,7
9,69 15,8
10,2 17,5

Prova de Analise de Dados - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2023
TOTAL DE PAGINAS: 15



Pagina 13

(c) Segue o grafico junto a reta de melhor ajuste. Na imagem, também se observa duas
retas que delimitam os limites considerados para a reta de melhor ajuste aos pontos:

1/A%(107%) versus At? (1072 dias 2)

11

10,5

10

2 E 6 8 10 12 14 16 18 20

At? (1072 dias )

(d) Seja N o numero de amostras (nesse caso N = 25), podemos fazer a regressao linear do
tipo y = A’ + B’ - . Primeiramente, calculamos a variavel auxiliar A:

A =N-2? — (32)° = 1,14 dia*
Assim:

Y22 Ty —Yay - Iz

I
A= A

=731-1076

N -Yzy—3Yz-Xy
B A

B’ =1,62-107°dia™>

Para calcular o erro associado a cada medida, primeiro calculamos a varidvel auxiliar
Oyt

1 2
=A|——= " 2@y—A-B- =14-10""

22
ol =0y 5 =610

[N
o =0, ~-T 1077 dia~?
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(e) Pela equagao da reta:

H ’
=B
0%
1
Om = 11 -
A4GM B 1
0.2 BT H B’
M:pra'cz. 1
4G-7TE v/ B’
M = 3,96 - Mg
om _|_1 o
M | 2 B

o = 0,08 Mg

(f) A massa do corpo inibe alternativas como estrelas de néutrons, anas brancas, anas
marrons, planetas errantes e quase todos os tipos de corpos cuja emissao frequentemente
é muito baixa para ser detectada. A tnica opg@o é que o corpo seja um buraco negro.

(g) Como vimos anteriormente:

1 5  l+u?/4

A2 (1+u2/2)°

O erro percentual pode ser aproximado para:

g

1+u?/4 B
(14 u2/2)?

1+u?/4—(1+ 112/2)2
(14 u2/2)°

~

~

1+u?/d—1—u?—ut/4
(14 u2/2)°

—3u?/4- (1 +u?/3)
(1+u2/2)?

%

Como os termos em 2 sdo muito menores que 1:
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o

Substituindo € = 0,01:

Nossa estimativa para massa é:

M = 3,96 - M
AGM 4G - 0,65 - Mg

2 TE= T T2 TE
a-cC a-cC

Op = 1,41-10 % rad

0 = 2,9mas

Sabemos que:
0=u- HE

9<umdz~9E

Para garantir que o dngulo # sempre permitird a aproximacao:

0 < 0,32 mas

O parametro de impacto ug pode ser calculado como:

O que é desprezivel frente & u,,,. Desse modo, podemos aproximar:

- |Atmda:‘ ~ Gmdm

’ | At pas| ~ 27 dias‘
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