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Instrucoes Gerais

1. Cada aluno deve enviar um arquivo tnico por lista no formato PDF pelo Gradescope da seletiva.
Na plataforma, o aluno devera marcar quais paginas correspondem a quais questoes.

2. A lista é composta por 4 problemas, com os 2 primeiros valendo 10 pontos e os dois ultimos
valendo 15 pontos.

3. Antes de enviar o arquivo, verifique se a sua solucao esta legivel.

4. Caso opte por deixar uma questdo em branco, essa informacdo deve ficar explicita (coloque
"Pulei a questao X" na resolugao da questao X+1).

5. O titulo do arquivo devera seguir a formatagao: “ ‘N° aluno’ - Lista 3”. Por exemplo, se seu
nimero é 19, envie o arquivo com titulo “19 - Lista 3.”

6. As solugoes de duas ou mais questoes nao podem estar em uma mesma pagina;

7. No canto superior esquerdo das paginas informe: “N? aluno - Q(N? questdo) ". Por exemplo,

“19 - Q17, e no canto inferior direito informe o ntiimero da pagina, por exemplo, “p.1.”

8. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolugao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.

9. A lista é totalmente individual.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)
Velocidade da luz no vacuo (c)
Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Ao Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 -105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.-m2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

656 nm
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Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Problemas

1. Idade do Universo (10 pontos) Considere um universo curvo contendo apenas matéria, isto
é, Qo >1ler=+1.

(a) Escreva a equacdo de Friedmann para esse universo em fungao de Q (parametro de densi-
dade), a (fator de escala), H(t) = a/a e Hy (constante de Hubble).
(b) Mostre que a idade atual desse universo pode ser escrita da forma:

Qo L (2-9Q 1
Hotg = ——— =
olo 2(90_1)3/2(:08 < 0 +1—Qo

1
Use que {(1 — 22)2dx = 5[30(1 —2?)Y2 psinta] + C.

Solugao:

(a) A equagdo de Friedmann geral pode ser escrita da seguinte maneira:

&G Kc?

HE = 520~ Fzaap

Além disso, sabemos que podemos relacionar k, Ry, {2y e Hy da seguinte maneira:

K H?
— =—(Qy—1
R2 82(0 )

Utilizando essa relagdo na equacio de Friedmann e dividindo os dois lados por HZ,
3c2HE
8rG

podemos utilizar que a densidade de energia critica é €. = para escrever:

H(t)? €t N 1-9Q
HZ  e.p a(t)?

Como esse universo ¢ composto apenas por matéria, temos que €(t) = €, = € 0/a>.
Portanto, pode-se obter:

H(t)* &+ 1-9Q
H? a3 a2

(b) Usando que H(t) = a/a, podemos reescrever a equagao anterior da seguinte forma:

a2 Qo
H o +(1—Q)
1 da _ 1/2
Hodt [Q0/a + (1 —Qo)]
d ! d
Hodt = a4 12 = Hoto = J @ 172
[Qo/a+ (1—90)] 0 [Qo/a+ (1—90)]

Realizando algumas manipulagoes algébricas, obtemos que

1 1/2
Hytg = le/zf a—wda
0 [1 . Q?z;la]
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1/2 Q Q
Assim, fazendo u = [1 — Q&;la] , a = 0 (1 —u?), da = —ZQ 0 1udu. Além
0 —

disso, quando a = 0, u = 1, e quando a = 1, u = € 2 Portanto,

Q12

0]
Hoto = —2Q0(Q0 — 1)*3/2f

1
(1 —u®)Y2du = 2Q0(Q — 1)*3/2J (1 —u®)Y?du
1

Q51/2

Utilizando a integral dada no enunciado, obtemos que:

1 /(-1 1
Hoto = Qo(Q —1)32 | 2 = 0 — sin~!
oto 0(Q0 ) 9 Q(l)/Q on sin

1
Usando as identidades trigonométricas g—sirf1 x=cos ‘recoslx = 3 cos™! (2u2 — 1),
chegamos que:
Qo 2 — Qo 1
Hoty = =7 cos™ ' +
00 T 90 — 1)32 ( Qo ) 19

2. Modelo Classico do Redshift Gravitacional (10 pontos)

O redshift gravitacional é um efeito da relatividade geral que ocorre quando a luz viaja em um
campo gravitacional intenso. Devido & curvatura do espago-tempo, a luz emitida por objetos
massivos sofre um desvio para o vermelho, resultando em uma diminuigao na frequéncia da luz
observada. Esse fené6meno é usado para medir massas de objetos celestes e fornecer informacoes
sobre a expansao do universo. O redshift gravitacional é um aspecto fundamental da fisica que
tem aplicacOes importantes na astrofisica e cosmologia.

Na questao proposta, seré estudado o efeito do redshift gravitacional de forma simplificada, com
o objetivo de compara-lo com um modelo mais preciso.
(a) Assuma um féton emitido por uma galaxia distante. A partir da equagdo E = pe, determine
a massa efetiva da particula em funcao da sua frequéncia e de constantes fisicas.

(b) Considere que a galaxia possui massa M e o raio do bojo é r1. Mostre que, por conservagao
de energia, um foéton emitido a partir da fronteira entre bojo e disco serda observado com
)

frequéncia, vo,
GM
= 1-— 1
Vg =11 ( r102> ( )

A equacdo acima é uma boa aproximagao, mas, quando levado a rigor o principio de equiva-
léncia da relatividade geral, obtém-se o seguinte resultado.

v = (1 _26M > @)

rc2

[e%
(¢) Tome uma galaxia com perfil de densidade p(r) = p, (ﬁ) , em que 7, ¢ o raio de seu bojo.
Encontre o que torne possivel o perfil de velocidade de rotagao da galaxia ser constante para

r>T,.

(d) A partir do resultado obtido, mostre que a massa total da galaxia pode ser escrita por:

M= 27Tpo'rg (3)
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(e) Suponha uma galaxia cujo raio do bojo & 2,8 x 10* anos-luz e p, = 3,92 x 1072 kg/m?>.
Sabe-se, também, que o redshift cosmolégico da galdxia é z = 3,42 x 103, Calcule a razdo
entre a energia emitida e a observada de um féton emitido da fronteira do bojo. Faca isso
utilizando as equagoes (1) e (2).

(f) A distancia entre terra e galaxia deve ser levada em consideracao para o célculo dessa razao?
Qual a diferenca percentual entre os resultados obtidos?

Solugao:
(a) Para esse item, perceba que E = p = mc?, entdo, m = E/c® = (hv)/c?.

(b) Pela conservagao de energia mecénica, faz-se

Como rg >> 7y, vem:

Ve = 1y <1 - GM) (5)

(c) Sabe-se que M(r) = p(r)57r3, e, entdo, M(r) = $7-273"* Quanto a resultante centri-

peta de uma particula que orbita a galaxia a uma distancia r, temos:

mlo(r)]*  GM(r)m 2 8TPo sia
r = 2 = [v(r)]” = FT * (6)
Assim, o = —2.
d) Podemos fazer, diretamente, M = To p0§47r7“2dr = d7p,r3.
0 T o

(e) O redshift total é dado por ﬁ—fl +2=1101+2)=Q42)1+2) ~ 1+ 2.+ 2z,. Assim,
conclui-se que:

. e g

vi B 1+4ze+2z,

Além disso, zg = %—f‘ = Z—f — 1. Finalmente,
By 1 (8)
E1 Ze + L

Vi

Substituindo os valores fornecidos, pode-se perceber que, ao utilizar a equagao 1 ou 2, havera
uma diferenca apenas no nono algarismo apoés a virgula - porém, ao levar-se em conta os alga-
rismos significativos, os resultados sao numericamente iguais. Feita essa primeira explicagao,
podemos substituir os valores da questao.

141 1 (9)
v - 1— 6,67x10~11(473,92x10~29)(2,649x 1020)
(3x108)2
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Assim,

B 1 L = 0,997
By z.+ v 3,42 x 1073 4+ 1,0000256

(10)

(f) O resultado nao mudar4, pois 1o = 4,67 x 10*3m, grande suficiente para nao haver mudanga
no calculo final, haja vista os algarismos significativos.

Obs.: Outros argumentos coerentes, mesmo que nao levem isso em consideragdo, com os
devidos calculos, serao corrigidos sem penalidades.

Lista 3 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2023
TOTAL DE PAGINAS: 15



Pagina 7

3. (15 pontos)

Essa questao é separada em duas partes independentes. Na primeira parte, é explorado o calculo da
distancia comovel de um astro em um certo redshift. Na segunda parte, é analisada a possibilidade
de observarmos a luz de galaxias que se afastam de nos com v,.. > c.

Parte 1

(a) Mostre que a distancia comovel r até um astro atualmente observado com redshift z pode

ser calculada através de: i
z

re dH“0>f B()

em que dg(to) é a distincia de Hubble atual (definida como sendo dg (tg) = ¢/Hp) e

B(2) = 4/20(1+ 24 + Quuo(L+ 23 + Quo(1+ 2)2 + Qg

(b) A partir da equagdo acima, mostre que a distancia comével r de um objeto observado atual-
mente a um redshift cosmologico z « 1 é dada por:

cz 1 14+ qo
r~—|(1- z
Hy 2

em que qg é o parametro de desaceleragao atual. Lembre-se que o parametro de desaceleragao
em um dado instante é definido como ¢ = —da/a®. Se necessario, use a aproximacao (1+2)" ~
1+ zn.

Parte 11

Os fotons emitidos de galaxias distantes que estao se propagando em nossa direcao se aproximam
com velocidade v,... —c. Logo, fétons que estejam além da esfera de Hubble (definida, em um certo
tempo cosmolégico ¢, como sendo a esfera centrada em nos com raio proprio igual & distancia de
Hubble dg (t) = ¢/H(t)) possuem v... > c e estdo, na verdade, se afastando de nos (em distancia
propria). Entretanto, ainda assim conseguimos observar experimentalmente galaxias que estavam
se movendo com v,... > ¢ no instante da emissao de sua luz.

Nos itens a seguir vocé devera analisar condigoes para que a luz emitida em nossa diregao consiga
escapar da regiao superluminal e adentrar a esfera de Hubble.

(c¢) Qual é a condigdo suficiente e necessaria imposta ao parametro de desaceleragido g para que
a distancia comoével entre um pulso de luz emitido em nossa diregao e a esfera de Hubble
esteja diminuindo em um dado instante?

Ainda que essa distancia comovel esteja sempre diminuindo, é possivel que o raio de luz nao
adentre a esfera de Hubble, visto que essa distancia pode estar se aproximando assintoticamente
a um certo valor. Entretanto, podemos garantir que ela adentrara se for requerido que a distancia
estd diminuindo aceleradamente.

(d) Qual a condigao suficiente e necessaria imposta a H (segunda derivada temporal do parametro
de Hubble) para que a taxa de variacao da distancia comovel entre o pulso de luz e a esfera
de Hubble esteja diminuindo em um dado instante? Expresse essa condi¢ao em fungao de H
e q. A partir disso, encontre uma condicao suficiente para H apenas em funcao de H.

Solugao:
(a) Pela primeira equagio de Friedmann:

H?2 Q Q Qp
e e S S )W
Hg a a a
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Mas a = 1/(1 + z), logo:

H
T = /(1 + 2+ QoL+ 2) + Qo1+ )% + Qo
0

Mas como E(z) = 4/Qy0(1 + 2)* + Qo1 + 2)3 + Qe o(1 + 2)2 + Q4 o, entdo:

H a da da
—=F — = FE(2)H, — =FE(z)Hydt = dt = ———
fo = B = = By = T = B Hodt = dt = o
-1 da -2 2 2
a=(1+2) :>d—:—(1+z) = —a° = da = —a“dz
z
Logo:
i da —adz

T WE(z)H,  E(2)H,

. CJ“’ dt CJZ(tO) —dz c jz(tc) dz I o dz
- Bk - = — dy 4=
¢ 2ty E(2)Ho  Ho ).y E(2) o E(z)

E(Z) = \/QT,O(]- + 2)4 + Qm,o(l + 2)3 + Qk’0(1 + 2)2 + QA,O

(1+2)" ~ (1+ zn), temos:

E(z) = \/QT’O(l +42) + Qo(1+32) + Qo1 +22) +Qap

Qo=1-Qo=1-Q0—Qmo—%po

E(2) = 4/Q0(1 +42) + Qo1 +32) + (1~ Qo — Qo — 2u0) (1 +22) + Q0

Portanto:

E(z) = \/1 + 22 4+ Q02 + 20,02 — 2Q0 02
Agora, como sabemos que:
1
qo = i(Qm,O + 2Qr’() - 2QA,O)

(ndo era necessario deduzir essa equagao, mas caso tenha curiosidade, ha uma rapida
dedugao dela no fim da solugao). Entéao, substituindo, temos:

E(z) = /1422 + (2q0)z = /1 + 22(1 + qo)

Logo, temos:

z s
T‘ZdHJ‘ z = —

c Jz dz’'
0 E(Z/) Hy Jo \/1+22(1+(J(])
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Utilizando (1 4 2)"™ = (1 + 2n), temos:

4 r—d—H <O©i r— —7;+£d——g+ci<0
dt a(t) dt a(t) | az2”  a a2

Multiplicando ambos os lados por a/c:

1y <o)

dQ[ dH]< d[c c..] d+&72d2

dt?

r - -

ad  a aa

Calculando H:

-2 : 3
a . a a a aa 2aa 24
H:7:H:777:H:,,7, 2 3
a a a a a a
Entao:
3ia 248
a? a3

Substituindo essa expressao na desigualdade, obtemos:

.3 .. . .3 ..2 .. o .3 ..2
a .. 3aa  2a 2a .. 3aa a 2a
a a a aa a a aa

Mas a/a = H, entao:

. 3-- 2--22
H—H?’(—.a;—&—l—i— °a > <0
a a

Como ¢ = —da/a?, entdo:

H < H*(2¢* + 3¢+ 1)

Note que (2¢* + 3¢ + 1) = —1/8. Logo ¢ suficiente que tenhamos:

1
H<--H?
8

Deducgao da equagao utilizada para qg:
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A segunda equacao de Friedmann é:

_—
i_ 4G sp

a 3c?

Tanto a pressao quanto a densidade de energia se somam de tal forma que ¢ = )}, ¢; e
P =%, w;e;. Logo, usando também que 87G/3c? = H?/e., temos:

a 2 d2 .
- —fg(t()t) S ei(t)(1 + 3u;) = &0 (1 4 guy)

- 202 S ()

Mas como €;(t)/e.(t) = Q;(¢):

(1) = 2 = 2S00+ Bu) = £ (1) + 200, (1) — 204(0)

Finalmente, avaliando no instante atual:

1
qo = §(Qm,0 +2Q, 0 — 204 0)
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exam

Templates/packages

. Parker Solar Probe (15 pontos)

A Parker Solar Probe (PSP) é uma sonda espacial da NASA lancada em 12 de agosto de 2018 com
a missao de fazer observacoes da coroa externa do Sol. O design da missdo PSP usa assisténcias de
gravidade repetidas em Vénus para diminuir gradualmente sua periélio orbital para atingir uma
altitude final (acima da superficie solar) de aproximadamente 8,5 raios solares.

No final da questéo, o gréafico da fig. 2 mostra a distancia heliocéntrica do PSP ao longo de sua
missao.

(a) A partir do grafico fornecido, construa uma tabela mostrando os dias da missdo em que a

PSP passou por seus afélios e periélios, as distancias de periélio e afélio e suas velocidades
durante as passagens.
A trajetoria de um sobrevoo de Vénus é descrita na Figura 2, onde a PSP é marcada como
massa m e Vénus com massa M. Longe de Vénus, a PSP tem uma velocidade vy, (em relagao
a Veénus) antes do sobrevoo e v/, (em relacdo a Vénus) ap6s o sobrevoo. Vénus tem uma
velocidade orbital V. O parametro de impacto b é a distancia perpendicular a PSP quando
a sonda estéa longe de Vénus. Considere ainda que a PSP é desviada por um angulo 6 apods
0 sobrevoo, M >> m, e que vy, é paralela a V.

Orbita PSP

¥
Voo

Figura 1: Tlustragao da situagao

(b) Determine v, em relacdo a Vénus em termos de outros parametros dados na questao.

(c) Determine a velocidade heliocéntrica de PSP v}, o ap6s o sobrevoo em termos de outros
parametros dados na questao.

(d) Negligenciando a atmosfera de Vénus, qual a minima distancia critica, <%, que PSP teria

se fosse capturada na orbita de Vénus, falhando na sua missao de estudar o sol? Considere
Vénus como um ponto.

(e) Quantas vezes a PSP sobrevoou Vénus durante o periodo analisado pelo conjunto de dados
disponivel?

(f) O primeiro sobrevoo de Vénus ocorreu em 03/10/2018. Construa uma tabela indicando as
datas dos sobrevoos subsequentes e a diferenca Av da velocidade heliocéntrica de PSP.

(g) A velocidade de PSP (em relagdo ao Sol) logo apos o langamento era de 17 km/s. Em papel
milimetrado, esboce a curva da velocidade de PSP. Indique claramente as marcagoes do eixo
y e a mudanca na velocidade de Vénus em cada sobrevoo.
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Distancia Heliocéntrica da Parker Solar Probe (PSP)
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Distancia ao Sol (km)
o o o = - =
> @ @ o N >

o
[N

0 200

400

600

Figura 2

800

Tempo da missdo (dias)

1000

1200

Solugao:

(a) Da conservacgao de energia e de momento angular, temos que para qualquer ponto da

orbita a velocidade é dada por

as seguintes tabelas.

Sendo 4% e 1% a distdncia ao sol nos momentos de afélio e periélio, respectivamente,
temos que a; = (rqi + rpt)/2. Com isso e com os dados do grafico, podemos construir

—-

Dia periélio  Dist. periélio (107 m) Vel. periélio (km/s) H

1 86 2,50 94,9
2 237 2,50 94,9
3 336 2,50 94,9
1 534 1,01 110
5 665 1,91 110
6 777 1,34 134
7 890 1,34 133
8 991 1,09 149
9 1093 1,09 149
10 1195 0,89 166
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(b)

()

—

Dia afélio Dist. afélio (10° m) Vel. afélio (km/s) H

1 160 1,40 16,9
2 310 1,40 16,9
3 460 1,40 16,9
1 600 1,31 16,1
5 720 1,24 16,9
6 833 1,24 144
7 940 1,17 15,3
8 1042 1,17 13,9
9 1145 1,17 13,9
10 1245 1,14 13,0

Considerando a massa da sonda desprezivel, temos por simetria da hipérbole que des-

creve a Orbita no referencial de Vénus que | |v’o| = |vgo| |

Da velocidade relativa, temos que

Usando a regra do paralelogramo e sabendo que o dngulo entre UZO e U & cos(180° — 0)

- 592 N
Voo = \/172 + vl + 200, cos(180° — 6)

Do item anterior, |v),| = |vg|. Logo,

Vo = \/172 + U — 20vyc0s(6)

Na situagao critica, a velocidade da sonda é a velocidade de escape, isto é,

2GM
ot

Uma vez que o momento angular se conserva,

_ .crit
bvg = Ty i Ve

Portanto

b%v,

"min = 50T

crit

Apos interagir com Vénus, a sonda tem sua velocidade no afélio modificada. Analisando
o grafico, percebemos que a velocidade no afélio muda cinco vezes. Portanto a sonda
sobrevoou Vénus cinco vezes durante o periodo analisado.

O primeiro sobrevoo ocorreu no dia 52 da missao, a uma distancia de aproximadamente
r = 1,15 - 108km. Sendo assim, os sobrevoos subsequentes ocorreram nessa linha hori-
zontal e causaram mudangas no afélio da orbita (ou do periélio). Os sobrevoos estao
marcados por pontos pretos na figura abaixo.

Lista 3 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2023
TOTAL DE PAGINAS: 15



Pagina 14

les Distancia Heliocéntrica da Parker Solar Probe (PSP)

B e

1.04

0.8+

0.6

Distancia ao Sol (km)

0.41

0.21

0 200 400 600 800 1000 1200
Tempo da misséo (dias)

Eles ocorrem nos dias 53, 500, 700, 930 e 1155 (aproximadamente) desde o comego da
missao.

Chamaremos de a; o semi-eixo maior da 6rbita que a sonda teria se nao tivesse interagido
com Vénus na i-ésima vez e a; o semi-eixo maior apés a interagdo. Logo, a partir do
segundo sobrevoo, o Av; da sonda serd dado por

MwGM (2-1) MGM (2 1)
T @; T a;

Onde os valores aproximados de a; e a sao os da tabela abaixo:

Hi a;(10%km) (108 km) H

2 0,83 0,75
3 0,75 0,69
1 0,69 0,64
5 0,64 0,62

As datas dos sobrevoos estao na tabela a seguir, juntamente com seus respectivos Aw.

H i Data Av(km/s) H

2 26/12/2019 32
3~ 11/07/2020 23,7
4 20/02/2021 3,7
5 16/10/2021 34

Antes do primeiro sobrevoo, o semi-eixo maior da 6rbita era
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Apés, o semi-eixo maior era 0,83 - 10! m. Logo, de modo analogo para o primeiro
sobrevoo, Av = —2.1 km/s.

(g) A figura a seguir é um exemplo de grafico esperado.
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Figura 3
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