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Uﬁ/ \ SELECAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS

OLIMPIiADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2023

ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

Instrucoes Gerais

1. Escreva seu NUMERO DE IDENTIFICACAO em TODAS as folhas de resposta que serio
escaneadas.

2. Escreva o numero de cada questao na folha de resposta, bem como o ntiimero da pégina.
3. Essa prova é de aplicacdo tnica. NAO HAVERA SEGUNDA CHAMADA.

4. A duragdo da prova é de 4 (quatro) horas e o tempo para escanear é de 20 (vinte) minutos, sem
possibilidade de tempo adicional, a nao ser em casos de imprevistos.

5. A prova é composta por 10 questoes (totalizando 300 pontos), divididas nas seguintes categorias:

e Questdes Curtas - 5 questoes, com 2 valendo 10 pontos, 2 valendo 15 pontos e 1 valendo
20 pontos.

e Questoes Médias - 3 questoes, com 1 valendo 25 pontos, 1 valendo 30 pontos e 1 valendo
45 pontos.

e Questoes Longas - 2 questoes, com 2 valendo 65 pontos.
6. A prova é individual e sem consultas.

7. O uso de calculadoras é permitido, desde que ndo sejam programaveis/graficas/com acesso a
internet.

8. As resolugoes das questoes podem ser feitas a lapis (bem escuro) ou caneta e devem ser apre-
sentadas de forma clara, concisa e completa. Faca um retadngulo ao redor da resposta de cada
item. Sempre que possivel, use desenhos e graficos. Recomendamos o uso de borracha, régua e
compasso.

9. Vocé pode utilizar folhas de rascunho para auxiliar no processo de resolu¢ao da prova, mas elas
nao devem ser escaneadas.

Instrucoes Especificas

1. Apos o término da prova, os alunos deverdo escanear suas solugoes com um aparelho celular
para enviarem suas provas pelo Gradescope.

2. SO serdo aceitos arquivos em pdf. Em caso de duvidas, leia o passo a passo da OBA de como
escanear suas solugoes.

3. O uso de aparelhos celulares ou caAmeras fotograficas s6 é permitido enquanto o aluno realiza o
scan de suas solugoes.

4. Para questdes em branco, faga upload de uma folha escrito 'Pulei essa questao’.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)
Velocidade da luz no vacuo (c)
Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Ao Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 -105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K2
5,67-107* W.-m2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

656 nm

Pagina 2

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:
sen(a)  sen(b) sen(c)

sen(A)  sen(B) sen(C)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)

Lei dos quatro elementos:

cot(b) - sen(a) = cot(B) - sen(C') + cos(a) - cos(C)

e Forma Polar da elipse :
~a(l—e?)
~ 1+e-cos(h)

r(0)

e Critério de resolugdo de Rayleigh:
A
Omin ~ 1,22 - D

e Lei de Stefan-Boltzmann:
L =¢-47R*sT*

em que a emissividade vale € = 1 para um emissor perfeito.

e Efeito Doppler Classico:

A— AO Urad
Z = =

)\0 C

e Pressdo de radiagao (reflexdo perfeita e dngulo de incidéncia nulo):

2F
p="="
C

em que F' é o fluxo de radiacao e ¢ a velocidade da luz.
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Questoes Curtas

1. CCD (10 pontos)

Juventino possui uma placa CCD e a utiliza para observar uma estrela de magnitude 18,5 mag que
cobre completamente 5 pixels do CCD. Nessa noite, os ruidos valem, em unidade de contagens,
o1 = 10-px e o3 = 4/5-px-t (em que pxr é o namero de pixels, ¢ o tempo de integracdo, em
segundos). Considerando que foi detectada uma taxa de 1 contagem/s para uma outra estrela de
magnitude 21 mag, encontre qual deve ser o tempo de integracao para, nessa observagao, obter
uma razao sinal-ruido de 5.

Dica: o ruido total é dado por

Solugao:

Primeiro, podemos encontrar qual o fluxo, em contagens/s, que chega no CCD da estrela
sendo observada:

Fy
myi = 72510g — +my
Fo
Onde my = 18,5 e F} é a magnitude da estrela que observamos e seu fluxo, respectivamente,
e mo = 21 e Fy é a magnitude da estrela que usamos como referéncia e seu fluxo. Assim:

—(18,5—21)

F, =107 25 . Fy = 10 contagens/s

F-t
Agora, sabendo que a estrela cobre 5 pixels e que a razao sinal-ruido é dada por SNR = —,

Ot
teremos:

10t
V(10-5)2 + (5t - 5)

Rearranjando e elevando ambos os lados ao quadrado:

10%¢% = 6,25 - 10* + 6,25 - 10%¢

Resolvendo essa equacao do segundo grau, encontramos que ¢t ~ 28.3s ou t ~ —22.1s, mas
como o tempo é sempre positivo, encontramos que a resposta é |t &~ 28.3s

2. Poluicao Atmosférica (10 pontos)

Sulistinha, um infeliz astrénomo do ano 3000, observava o céu de seu apartamento de 5m?. As
anicas estrelas visiveis eram Canopus, proxima ao zénite, e Sirius, a uma altura de 60°. Devido
a poluicao, Canopus estava duas vezes mais brilhante que Sirius. Sabendo disso, qual a fragao
aproximada da energia solar que chega & superficie, em relacao a energia total que incide na alta
atmosfera, quando o Sol esta a pino?

Dados: Magnitudes de Canopus e Sirius, corrigidas pela absor¢ao atmosférica, sao, respectiva-
mente, mc,o = —0,74 e mg o = —1,46.
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Solugao:

A dréstica diminuigdo do brilho dessas estrelas se da pela absor¢do atmosférica somada a
diferenca de altura dos astros. Dessa forma, podemos escrever que

mg = mg,o + ksec zc

mg = mg,0 + ksec zg

Subtraindo as equagoes temos
me —ms = me,0 — Mg, + k(seczo — sec zg)

Pelo que foi dado no enunciado, podemos calcular a diferenca entre as magnitudes observadas
de Canopus e Sirius

255

F
mo —mg = 72,510gF—§ = mc —mg = —2,5log ==

yz4

Com isso,
—2,5log2 = mg,o — mg,0 + k(sec z¢c — sec zg)

Resolvendo, encontramos k = 9,52. Calculando a magnitude observada do Sol quando zg ~
0°, obtemos

me = Me,o + ksec0 = mg = —17,18

Portanto, a fracao de energia solar que de fato chega até a superficie é

Io
me — me,0 = —2,5log J
©,0

F,
~9 _156-107*
Fooo

3. Telescopio Misterioso (15 pontos)

Um dia, Bruno estava caminhando pelas ruas de Munique e encontrou um telescépio muito in-
teressante. Fascinado, ele quis saber a razao focal do telescopio. Contudo, nao havia nenhuma
marcagao, e os Unicos objetos disponiveis eram um crondémetro e uma ocular de 25 mm com campo
de visao de 45°. Bruno decidiu colocar sua ocular no telescopio e realizar os seguintes testes:

I. Bruno apontou o telescopio para Enif (§ = 9,87°N; a = 21h44min) e determinou que a
estrela demorava 4min20s para cruzar o campo de visao.

II. Apos apontar para varios objetos do céu profundo, Bruno concluiu que a maior magnitude
que podia ser vista pelo telescopio era +12,15. Bruno optou por assumir que a eficiéncia de
transmissao era de 100%.

Qual foi a razao focal obtida por Bruno? Considere que a magnitude limite do olho humano é
igual a +6,0 e o didmetro da pupila é igual a 6,0 mm.

Solugao:

Com base no primeiro teste deve ser utilizado para determinar o campo de visao do telescopio:
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ttransito
F Ve escoOpio — .. 1.1 1) °
OVeetescop dia sideral | cos(d) x 360

4min20s

FOVe escoOpio — [oi1ro.
telescop 23h56min

x c0s(9.87°) x 360°

FOV:nelescépio =1.07°
Utilizando o campo de visao da ocular, é possivel calcular o aumento:

FOVocular

m= —m—m———
FO‘/telescépio

45°
1.07°

m = 42.0

O proximo passo é determinar a distancia focal da objetiva:

_ fobjetiva

m
focular

fobjetiva =m X focular

fobjetiva =42.0 x 25 x 10_3

fobjetiva = 42.0 x 25 x 1073

fObjetiva =1.05m

Com base na magnitude limite, é possivel determinar o didmetro da objetiva:
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d2

olho

2
dobjetiva
Molho — Mobjetiva = —2.5 x lOg

dobjetiva
Molho — Mobjetiva = =5 x lOg -7
dolho

Mobjetiva ~Molho

dobjetiva = dolho x 10

12.15—6.0

dobjetiva =6x107%x 10

dobjetiva = 0.102 m

Razao focal:

4. Moonfall (15 pontos)

Considere um cenario (felizmente ficticio) no qual um imenso asteroide colide frontalmente com a
Lua de forma perfeitamente inelastica. Considere o asteroide uma esfera de didmetro D = 750 km
composto por rocha de densidade p = 2,70 g/cm?3. Despreze a atragao gravitacional que a Terra
e a Lua exercem no asteroide, considere que ambas as 6rbitas da Lua ao redor da Terra e da
Terra ao redor do Sol sdo circulares e se ddo no mesmo sentido; negligencie as massas da Lua e
do asteroide em comparagao com a massa da Terra.

(a) (10 pontos) Seja V o modulo da velocidade do asteroide em relagdo ao Sol. Determine o
intervalo [Vinin, Vinae] para V' de modo que, logo apds a colisdo, a Lua pare em relagdo a
Terra. Considere que o raio orbital da Lua em torno da Terra é negligenciavel em relagao ao
raio orbital da Terra em torno do Sol.

(b) (5 pontos) Assumindo V;;, <V < Viaa, estime o tempo necessario, em dias, para a Lua
se chocar com a Terra, contado a partir do impacto.

Solugao:

(a) Denote por Vi, a velocidade da lua em sua oOrbita ao redor do nosso planeta, e My,
a sua massa, e seja Ve = |‘7rel| o modulo da velocidade do asteroide em relagao a
Terra. Conservando o momento linear do sistema lua+asteroide logo antes e logo apo6s
a colis@o, no referencial da Terra, vale que:
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Pantes = Pdepois

Como a lua deve parar em relacao & Terra apds a colis@o, Pgepois = 0. Logo:

mVier — MV =0

mViep = MV,
MpVy, My, 6MLVy,
Viet = - ;=
m 4 D wpD
w57 (3)
M,
Sabemos que Vi, = ¢ ©  Substituindo os valores:
ar,
6-7,35- 1022 6,67 1011 .5,08 - 1024
Viel = ’ . . m/s ~ 125,6 km/s 1
72,70 - 103 - (750 - 103)3\/ 3,84 - 108 / s )

Como estamos interessados apenas no modulo V,..;, ja assumimos que as velocidades da
lua e do asteroide tem sentidos contrarios ao escrever a conservagao do momento.

Sabemos, entao, que o sentido de V., é contrario ao de V. No entanto, a orientagao
exata da velocidade do asteroide em relacao ao sol pode variar, dependendo do ponto
na orbita da lua onde o impacto ocorre. Acompanhe o seguinte esquema:

S \
o l
]
1

Figura 1: No esquema, S é o sol, T a terra e L a lua, e de laranja, o asteroide. sendo a
posicao Ly associada & configuracao em que a lua esté entre o sol e a terra, e a posigao Lo
para a terra entre o sol e a lua. O sentido da velocidade angular da terra em torno do sol, w,
também esta indicado na figura. Os vetores em azul correspondem as velocidades da lua no
referencial da terra, enquanto os vetores laranja se referem as velocidades maxima e minima
do asteroide no referencial do sol. A velocidade orbital da terra também esta mostrada em
preto.

Considerando o raio orbital da lua muito menor do que o da terra, na mudanca de
referencial, temos que
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Vaste'r‘oide,Sol = Vasteroide,Terra + V@ (2)

V=V,u+Vp
Veja que, para Viqq, V;el deve estar no mesmo sentido de ‘7@, e portanto o sentido de

V1, deve ser contrario ao de Vi, o que corresponde a colisao ocorrendo em L;. Sendo
assim, vale que:

‘/maz = Viel + V@

Para Vin, Ve deve estar no sentido oposto de Vg, e portanto o sentido de Vi, deve ser
o mesmo de Vg, o que corresponde & colisdo ocorrendo em Ly. Sendo assim, vale que:

V;nin = Vrcl - V@

M,
Sabemos que Vi = u = 29,787 km/s. Por fim, substituindo V,.; de temos:
ag
’ Vinaz ~ 155 km/s‘ ’ Vinin =~ 95,8 km/s‘

(b) Uma vez que Rg, R1, « ar, podemos considerar a trajetoria em linha reta da Lua (mais
precisamente, da Lua + asteroide) em sua queda como sendo uma elipse degenerada de
eixo maior 2a = ar,, com um dos focos na Terra (pois Mg » Mp + Musteroide)- Sendo
T o periodo de uma volta completa na elipse, temos, pela terceira lei de Kepler:

T2 _ An?
a3 GM

T a
=T
\| 260

Mas o tempo de queda equivale a meio periodo, logo:

T a?
At=5 =™ 5GMg

Substituindo os valores numeéricos:

B (3,84 - 108)3 - . :
At = W\/8-6,67- 10-11.5.08. 1091 ~ 4,18493 - 10° s ~ | 4,86 dias

OBS: Conforme vimos, é apenas valido escrever a equagao [2| em nosso caso, pois desprezamos
ar, em relacao a ag. O certo seria efetuar a troca de referencial considerando que o referencial
da Terra gira com velocidade angular w no referencial do sol. Na préatica, isso consiste em
trocar Vg por wr nas equagoes, sendo r a distdncia do asteroide ao sol e w = Vp/ag a
velocidade angular orbital da terra. Note que, em Lo, r = ag+ar, e em Ly temos r = ag—ar,.
Desta forma, as expressoes para Vipaz € Vinin seriam:
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Vinaz = Viel + w (a(-B - aL)

Vinin = Viel —w (aED + aL)

Como az, < ag, vocé pode verificar que a diferenca sera, de fato, extremamente sutil.

5. Gigante Bismarck (20 pontos)

Durante sua visita ao Telescopio do Polo Sul, a astronoma reptiliana Giulia decidiu ir ao Polo
Sul geografico para observar o céu noturno. Ao chegar 14, se deparou com um pequeno gigante
chamado Bismarck, que dizia ter centenas de milhares de anos e ja ter visto todas as estrelas do
céu, tanto do norte quanto do sul, apesar de nunca ter deixado o Polo Sul geografico. Curiosa
para saber se o gigante falava a verdade, Giulia calculou a menor altura que possibilitaria tal feito
(enxergar todas as estrelas do céu sem sair do Polo Sul). Considere que a Terra é aproximadamente
esférica.

(a) (7 pontos) Qual foi a altura minima h,,;, que ela encontrou?

Giulia fica maravilhada com as redondezas, e, por ter uma vida muito mais longa que a de um
terraqueo, decide ficar 14 por centenas de milhares de anos. No entanto, ela faz questao de ver
seu satélite favorito, Shojiro. Para essa questao, assuma que Shojiro orbita com inclinagao orbital
de 6 = 10°00’ (em relagdo ao equador terrestre atual) e altura de h = 40000km (em relagao a
superficie), e que a orbita de Shojiro ¢ invariante com o tempo.

(b) (138 pontos) Qual a altura angular méxima com que Giula observara Shojiro?

Solugao:

(a) Conforme o Polo Sul Geografico (consequentemente Bismarck) gira entorno do Polo Sul
Ecliptico, a linha do horizonte norte descrevera um cone de revolugao:

Perceba que todas as diregoes internas ao angulo sélido do vértice do cone nao poderao ser
enxergadas por Bismarck. O caso limite para que o gigante enxergue todas as estrelas do céu,
incluindo aquelas no Polo Ecliptico Norte, é quando o cone se degenera em um cilindro:
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A altura H dele, portanto, pode ser calculada por:

Rg

) = 5

= o ()

H =19,65-10m
1 =9, |

(b) A situagao de maximizagao da altura ¢ a seguinte:

Aplicando duas leis dos cossenos:
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d=\/R3 + (R + h)* —2- Re - (Re + h) - cos (90° — 2¢ — i)
d=14,1-10"m

(Rg + h)* — R — d?

cos (z) = > Fig - d

cos (z) = 0,7885

z = 38°

A altura maxima, portanto, é .

Questoes Médias

6. Trajetoria da EEI (25 pontos)

Por volta das 19h00min do dia 12/04/2023, a Estacao Espacial Internacional (EEI) passara pro-
ximo a cidade de Barra do Pirai (latitude ¢p = 22°28'S e longitude Ap = 43°50’0), atingindo
uma magnitude de até -3.2mag. Quando observadores em Barra do Pirai veem a EEI em sua
méxima altura angular, a estacdo estarda sobrevoando um ponto P de coordenadas geograficas
op = 20°28'S, Ap = 41°41'0.

Para os itens a seguir, despreze a rotagao da Terra e considere que a 6rbita da EEI seja circular
e de altitude constante igual a H = 408 km.

(a) (4 pontos) Qual ¢é a distancia angular 0, ao longo da superficie da Terra, entre a cidade de
Barra do Pirai e o ponto P?

(b) (6 pontos) Calcule a maxima altura angular h atingida nessa passagem pela EEI para os
observadores em Barra do Pirai.

(¢) (15 pontos) Calcule a separagao angular AA entre o ponto do nascer e do ocaso da EEI
nessa passagem vista por observadores em Barra do Pirai.

Solugao:

a) Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo esférico cujos vértices sdo o ponto P, a cidade
de Barra do Pirai e o Polo Norte, obtemos:

cos(0) = sin(¢p) sin(¢p) + cos(¢p) cos(¢p) cos(AN)

Portanto:

b) A seguir estd um esquema da situagao de méaxima altura:
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Aplicando a lei dos cossenos nesse tridngulo:

s> = (R+ H)? + R*> —2R(R + H) cos() = s = 521,6 km

Agora, pela lei dos senos:

s R+ H

sin(0) B sin(90° + h)

_R+H +H

cos(h)

= h = arccos <R sin(9)>

Logo:

c¢) Primeiramente, calcularemos a separagdo angular n entre Barra do Pirai e o ponto @
sobre o qual a EEI estara sobrevoando quando um observador em Barra ver a estagao

em seu horizonte.

Linha do
horizonte

A Y
Barrado ™
Pirai S

R+H

Por trigonometria bésica, temos:
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cos(n) = n = 19,97°

"R+ H

Com esse angulo, podemos encontrar a separagdo AA através do tridngulo esférico

abaixo:
/ |.

(O plano verde acima é o plano do horizonte de Barra do Piraf). Pela lei dos quatro
elementos, temos:

L
S r s

...

cot(n) sin(f) = cot(90°) sin (%) + cos (%) cos(0)

Portanto:

AA = 2arccos <w> =|AA=164,4°
tann

7. Boa janta! (30 pontos)

Apoés se irritar com questionamentos sobre um uso diferenciado de anzoéis, Janio Bojanio decide
tirar férias jantando no planeta KLFK. O planeta em questao possui uma lua que o orbita no
mesmo plano de seu equador celeste e tem uma atmosfera muito espessa e densa, que funciona
como uma grande casca esférica que envolve o planeta. Como Janio achou a lua absurdamente
bonita, a janta s6 serd boa se ele puder observar o satélite natural durante toda a refeicdao, assim
ajude Janio a desfrutar de uma janta sem célculos ou anzois!

(a) (4 pontos) Chegando no sistema de KLFK, Janio nota que uma estrela de que gosta muito,
Uapyle, tem magnitude aparente igual a 0 quando vista do espaco proximo do planeta.
Entretanto, ao pousar no planeta, a estrela, a qual estava no zénite, teve sua magnitude
aumentada para 4,34. Calcule a profundidade 6ptica no zénite da atmosfera de KLFK.

(b) (14 pontos)Janio obteve a informagao de um habitante de KLFK, Bpizza, de que a lua
tem magnitude igual a m, = 2 quando vista no zénite. Sabendo que a atmosfera de KLFK
¢ homogénea e tem altura de H = 500 km, e que KLFK tem raio R, = 5100 km, calcule
qual a distancia zenital maxima que ainda permite a observacao lunar, tendo em vista que
a atmosfera ndo apresenta refracdo atmosférica por alguma razdo desconhecida. Considere
que os olhos de Janio funcionam em KLFK do mesmo jeito que na Terra; como Jéanio gosta
de precisao, nem pense em aproximar a atmosfera para um plano!

Dica: a profundidade 6ptica é proporcional a distancia percorrida pelos raios de luz em um
meio com opacidade constante.
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(¢) (12 pontos) O jantar esta acontecendo no Pnama, localizado no equador do planeta. Calcule
qual é o intervalo de tempo em que Janio consegue ver a lua nessas condigoes. Saiba que
o planeta tem raio de R, = 5100 km e um dia sideral de 10 h; o raio da o6rbita circular da
lua é Ry, = 2.10® m, o periodo orbital da lua é de 175 h, e que a lua gira no mesmo sentido
de rotagao de KLFK. Lembre-se de que Janio nao estd no centro da esfera celeste dada a
proximidade da lua com o planeta.

Solugao:

(a) Se o fluxo da estrela no espago perto de KLFK é Fj, entao o fluxo visto no zénite na
superficie do planeta é F' = Fye~"™=. Por pogson temos:
Foe "=
Fy

m —mg = —2,5log

Tz

m—mgy = —2,5loge”

m — mg = 2,57, loge

m — Mo

2,5loge

Em que m é a magnitude de Uapyle vista do planeta e mg é a magnitude de Uapyle
vista do espaco.
Dai concluimos que:

T, =4

(b) Vamos comegar analisando a situa¢do por um esquema:

Para alguns angulos ou distancias demos nomes arbitrarios, apenas note que 2’ = 180° —
z. Agora, vamos isolar apenas um tridngulo dessa figura:
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O fluxo vindo da lua no zénite é F, = Fye ™=. Ja o fluxo que Janio recebe é Fj;y, =
Fye~Tim . Por pogson temos:

M — Miim 2,5log Fi;
m, — Mym = —2,5log FOZG_T;;
M, — Myim = —2,5loge™im ™=
My — Migm = —2,5 (Tim — 72) loge

Mz — Miim

—2,5loge = Tlim T Tz
My — Miym
Ty — = Tlim
2,5loge
Tlim — 7,68

Usando o fato de que a profundidade 6tica é proporcional a distancia que a luz percorre
se estivermos em um meio com opacidade constante podemos utilizar a seguinte relagao
(chamamos de x a distncia que queremos encontrar):

T, H

Tlim x

Dai concluimos que x &~ 960km, que é a distancia que os raios de luz da lua percorrem
dentro da atmosfera de KLFK.

Aplicando a lei dos cossenos temos:

(R, + H)? = R’ + 2® — 2R, cos 2/
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2
R2+ 2% — (R, + H)
2Ryx

cosz =

7 =116,9°

Logo,

(¢) Agora vamos usar o outro tridngulo do esquema do item anterior:

Aplicando a lei dos senos temos:

sinz’ sina

R, R,
a=13°

Pela soma dos dngulos internos do tridngulo:

180° — 2 —a =6

0 = 61,8°

Perceba que o dngulo que encontramos é justamente o dngulo que a lua percorre na

metade do tempo total de visibilidade dela, assim basta sabermos qual é a velocidade

20
angular aparente dela no céu e poderemos encontrar o tempo procurado usando t = .

Wap
Como KLFK rotaciona no mesmo sentido que a lua, podemos encontrar w, subtraindo

a velocidade angular da lua da velocidade angular de KLFK, assim:

27 2w
wap B P’r‘ot ]Dlua
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Assim, encontramos que Janio pode ter uma boa janta durante 3,64 h!

8. Da Terra ao Sol (45 pontos)

Com o objetivo de estudar mais a fundo a fotosfera do Sol, um certo grupo de cientistas decide
construir uma vela solar que ficaria estacionéria, no espago, 6,30 milhdes de quilémetros acima
da superficie da estrela. Como essa vela ficara submetida a uma temperatura de 4430 K em
sua posicao final, ela é feita de um material com alto ponto de fusao, coeficiente de dilatagao
superficial 3 = 9,00 - 1076 K~ e superficie perfeitamente refletora. Além disso, ela ficara sempre
voltada para a estrela, de forma que a luz chegue perpendicularmente a sua superficie. Por fim, a
maior parte da massa da vela estd concentrada em um computador de 8 kg em seu centro. Para
os calculos abaixo, desconsidere o arrasto e a atragao gravitacional dos planetas.

(a) (10 pontos) Ajude esses cientistas e calcule com qual area essa vela precisa ser fabricada,
considerando que a confeccao sera feita em um laboratério na Terra, a uma temperatura de
15° C.

Devido a um erro em sua construcgio, a vela foi fabricada com aproximadamente 95% da area
calculada no item anterior.

(b) (15 pontos) Suponha que a vela parta do repouso na posi¢do em que fora inicialmente
projetada para se manter em equilibrio. Considerando, a priori, que a temperatura nao varia
em funcao da distancia & estrela, estime quanto tempo demoraria para que a vela chegue a
fotosfera.

Na verdade, uma analise mais detalhada deve considerar que a temperatura, de fato, varia em
funcao da distancia & estrela. Podemos considerar que, dentro de uma faixa, essa relagao segue a
fungao:

T=T —q-r* (r—rp)

Em que T, q e ry sdo constantes, e r é a distancia até o centro da estrela.

(¢) (13 pontos) Sabe-se que o movimento, nessa faixa, ¢ um M.H.S. entorno da distancia de
6,82 - 10° m até o centro da estrela. Também é sabido que o ponto no qual a vela fora
inicialmente projetada para repousar pertence a essa faixa. Visto isso, calcule T”, q e 7g.

(d) (7 pontos) Qual é o periodo desse M.H.S.?

Solugao:

(a) A pressao de radiacdo que age na vela e a forga proveniente desta, dada que esta reflete
toda a luz incidente, podem ser, respectivamente, calculadas por:

2. f 2.1
P, — -
c 4-m-c-r?
F, L-A
X LN N S
A 2-m-c-r?

Para que a vela fique estacionaria no espago, essa forca deve se igual, em modulo, &
forga gravitacional exercida pelo Sol:
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— A~ 523103 m?

Entretanto, devido a dilatagao térmica, a vela deve ser fabricada com uma area Ay < A:
AA=A—Ag= Ay B AT

A

— Ay ~ 5,04-10° m?

(b) Sabe-se que:
A =095 A = 4,79 - 10> m?

A=Ay -(1+p-AT) = A’ = 4,96 - 103 m?

Como A’ < A a forca da pressao de radiagao sera menor que a gravitacional (F, < Fy),
portanto a resultante, F', pode ser calculada por:

G-M-m LA m L-A
F=F,—F, = — = —. |l M- —_
g r2 2-m-c-r2  r2 ( 2~7r'm~c)
k-m
F="3

Como k é uma constante, chegamos em uma férmula anédloga & da forca gravitacional.
Portanto, sao vélidas as leis de Kepler:

P2 4.72 P 4.7%2.43
= — = - -
a’d k k

A trajetoria da vela pode ser considerada com uma elipse degenerada de excentricidade
e = 1, semi-eixo maior a = (Rg + h)/2, e foco no centro do Sol, como na figura abaixo:

B

N — e
I

Figura 2: A, B e C representem, respectivamente, o centro do sol, o ponto de impacto e a
posicao inicial da vela.
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Durante o trajeto, a vela vai percorrer a area azul, que pode ser aproximada para metade
da area da elipse, ja que a distancia da vela ao foco é muito maior que o raio do Sol (o
calculo exato dessa area pode ser encontrado no final dessa resolugdo). Assim, podemos
utilizar a segunda lei de Kepler para encontrar quanto tempo vai demorar para a vela
chegar em B.

At A'}zul P
—_ _ _C At = —
P a3

Substituindo P, a e k na formula acima, obtemos:

At_ﬂ-¢ (Ro + 1)’

2 2.G-M — L&

Tm:-c

— | At~ 2,53 10°s = 2dias 221

(¢) A partir da forga resultante calculada no item (b), temos:

G-M-m L-A
— -

m-r = 5

r 2-m-c-r?

Emque A=Ay (1+5-(T—Tp)=Ao- 1+ [T —To—q-7*-(r—ro)]).

. G-M-m LAQ , LAO 5
met sty W T =R — g s B (= o)
Seja x = r — 1o, temos que & = ¥
.. G- M- L-A L A
mede =S SR (1 BT T - o g

r2 2-m-c-r? 2-m-¢c

Para que essa seja a equagao de um oscilador harmoénico:

SO e 4B =T = 0

r 2-m-c-r?

1 2-m-¢c-G-M-m
T == -1 T
B ( L-Ag )+ 0

T =10.495 K
A equagdo do M.H.S. fica:

L-A
5 0. B.q-x
s C

m-F=—

Percebe-se que o ponto de equilibrio (z = 0) equivale a 7 = rg. Sendo assim:

o =6,82-10° m|

Substituindo, por fim, a temperatura no outro ponto fornecido:
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4430 K = 10.495 K — g - (7-10°m)” - (7-10° m — 6,82 - 10° m)

(g=69-10 " Km?|

(d) Um M.H.S. pode ser escrito na forma:
F=—w?z

Em que w é a frequéncia angular. Para o caso estudado:

o _L-Ao-B-q
w? =

T 2.7mc-m
2-m |[L-Ay-B-q
T 2-m-c-m
2-m-c-m
T=92 g ]—" =
VL -Ay-B-q

|7 =220-10°s = 2dias 151

Apéndice: resolugio do item (b) utilizando calculo

A &rea azul pode ser dividida em trés:

B

A'\ ///

Figura 3: A;: 4rea mais clara, As: 4rea central e A3: area mais escura

T-a-b

4

A =

Para calcular as outras areas precisamos da funcao da elipse. Colocando o centro do plano
cartesiano em A e o eixo x sobre a reta AC:
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Assim, a altura do tridngulo de area As vale:

2
Yo =b- 1_<R@—a>
a

1 R@-Cl2
A= —-R~-b- 11— =
=g mor= ()

Ja para calcular A, temos que encontrar a area em baixo da elipse de z; = R até x5 = a:

a a o 2 a
Azzf ydI=b~J Ml(x a> dx=§~J MaQ*(Ifa)de
Ro Ro a @ JRrg

Comx—a=a-sinu= dr =a-cosu du:

0 0
Agza-b-f cosu-\/l—sinzudu:a-b-J cos? u du
U1 ul

9 cos 2u
u—1= cos“u = 3

1.

5
a-b 0 0 a-b |sin2u 0
A2:2|:J COSQUdu+L1 du]=2[ 9 +U:|

uy

b b Ro — Ro — Ro —a\?
Ay = _a2 (up + sinuy - cosuy) = _a2 sin~? ©— ¢ +© @1 (B
2 2 a a a

Agora, na Segunda Lei de Kepler:

Como cos 2u = 2 - cos?

+7

~ 0.493

Aazul
Ar

(Ro + h)°
L-A

T-m-c

= At ~ 0,493 -7 - S

2GM —

— | At~ 248-10° 5|

Como podemos ver, a aproximacao utilizada na primeira resolugao é muito precisa.

Questoes Longas

9. A guerra das mecanicas (65 pontos)

Durante os séculos XVII e XVIII, duas formas de enxergar a realidade fisica travaram uma ver-
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dadeira guerra por adeptos na comunidade cientifica, tratam-se das mecénicas cartesiana e new-
toniana. Esta dispensa apresentagoes; aquela foi um modelo proposto por Descartes que visava,
entre outras coisas, entender os fendmenos a partir de forcas de contato. Por exemplo, ao girar
uma colher em um copo d’dgua com particulas nao solubilizadas, o movimento de rotagao cria
um vortice, cujo fluxo arrasta as particulas, fazendo-as girar entorno da colher; similarmente, a
rotacao do Sol provocaria, no éter, um vortice responsavel pela translacao dos planetas.

Uma das alternativas para comparar as mecénicas é deduzir os raios equatorial e polar da Terra.
Segundo o modelo cartesiano, o vortice gerado pela rotagao terrestre reduziria o raio equatorial,
como se estivesse sugando o Equador, enquanto a fisica de Newton prevé o contrario: o Equador,
como se fosse empurrado pela forca centrifuga, seria expandido. Outra alternativa é explorar
como as mecanicas se relacionam com as leis do movimento planetario.

(a) (3 pontos) Para um vortice que gira entorno de um tnico ponto, é vélida a conservagao de
momento angular especifico ao longo de todo o fluido. Ou seja, se uma particula acompanha
o fluxo do fluido, a razao entre seu momento angular e sua massa depende apenas do vortice a
que esta submetida. Visto isso, prove que a mecanica cartesiana nao respeita a lei harmonica
de Kepler.

(b) (2 pontos) Prove que, para Orbitas circulares, a mecanica newtoniana esta de acordo com
a lei harmonica de Kepler.

(¢) (15 pontos) Determine a latitude geocéntrica pg em funcao da latitude astronodmica ¢ para
um planeta de raio equatorial R, e raio polar R,. Assuma que a sec¢ao transversal da Terra
seja eliptica.

Dado: Latitude geocéntrica é o angulo entre o Equador e o observador, com vértice no centro
do planeta. Ja latitude astrondmica é a altura do polo elevado (considerando um horizonte
idealmente plano)

(d) (20 pontos) Encontre a distancia R de um ponto ao centro da Terra em fun¢ao da latitude
astrondmica ¢, do raio equatorial R, e do raio polar R,.

(e) (8 pontos) Suponha que, na tentativa de comparar os raios, Janio e Chefia fizeram al-
gumas expedi¢bes. Em um dado instante, ambos observavam as estrelas Dubhe (ascensao
reta: 11h05min08,9s; declinagao: 61°37'40,2”) e Merak (ascensdo reta: 11h03 min 13,9s;
declinagao: 56°15'31,3”). Janio media distancias zenitais iguais a 8°22,3' e 13°44,5, res-
pectivamente, enquanto Chefia, acampando a uma distancia d = 55,5 km do primeiro, media
as distancias zenitais 8° 52,3’ e 14° 14,5, respectivamente. Sabendo disso, estime as latitudes
astronoémicas dos dois.

(f) (8 pontos) Em outra expedigdo, em um dado momento, os dois observaram Mintaka (As-
censdo reta: 5h32min00,4s; declinagao: —0°17'56,7”) no zénite. Eles entdo iniciaram
imediatamente um deslocamento rumo ao Sul com velocidade de 100km/h. Uma hora de-
pois, a distancia zenital de Mintaka era 15° 01,58'. Sabendo disso, calcule os raios Equatorial
e Polar da Terra. Utilize algarismos significativos até a casa da unidade de quilometro.

(g) (9 pontos) Em realidade, o raio equatorial da Terra é 6.371km. A partir da mecanica
newtoniana, encontre o raio polar do planeta.

Solugao:

(a) Seja u a velocidade em um ponto do fluxo distando a do vortice, o momento angular
pode ser escrito como:

h=u-a

Ja u pode ser escrito em fungao do raio de orbita a e do periodo de érbita T

Prova Teoérica 1 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2023
TOTAL DE PAGINAS: 39



Pagina 24

2-m-a
u:
T
Assim:
a2_ h
T 2.7
a* h?
T2~ 4.7x2

O termo h?/47? é constante. Portanto, o quadrado do periodo é proporcional & quarta
poténcia do raio nesse modelo, o que contradiz a lei harmonica, a qual afirma que essa

proporcao devia se dar com o cubo do raio.

(b) Igualando a aceleragéo gravitacional e a aceleragao centripeta, temos:

GM

a? a

GM_4'7T2'(12

a? T2 . q
a3_ GM
T2 472

O termo GM /472 é constante. Portanto, o quadrado do periodo é proporcional ao cubo
do raio nesse modelo, assim como diz a lei harmonica.

(¢) Vamos partir de uma circunferéncia de raio R., na qual marcaremos o angulo §. Para
transformé-la em uma elipse, basta aplicar a transformacao linear, conforme mostrado:

8

Rgcosd

Rgsendtané

Percebe-se que:

(66) = 7 e @
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tan (0) = g; -tan (¢ag)
Também se conclui:
R, -sin(0)

tan (p) = R, - sin (0) - tan (0)

Logo:

R2

tan (pg) = R—g - tan (p)

Solugao por calculo:

Vamos definir um sistema de coordenadas cartesianas com origem no centro da elipse,
cujo eixo z aponta para o Polo Celeste Norte. Por simetria, a seccao transversal do
planeta é igual para qualquer plano que contenha o eixo z. Sendo assim, vamos arbitra-
riamente optar por analisar o plano xz:

R - sen(¢g) ®

P
R - cos(pg)

O lugar geométrico dos pontos pertencentes a superficie da secgao terrestre é dado por:

z\° 2 \°

— | +|(=) =1

(&) + (&)
Derivando implicitamente a equagao:

T 1 z 1 dz
9. R O (R I o
(Re) R (Rp> R, dr
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i i
dz z R2

e

Pela imagem:

x
— =cot (pa)
z

Como a derivada é a tangente do angulo que a abscissa faz com a reta:

Z—; = tan (¢ + 90°) = —cot (¢)

Realizando-se as substituigoes:

R,
— cot ) = — cot () -

RQ

R2 -tan (@)

tan (o) =
(d) No item anterior, encontramos que:
R
tan () = =2 - ta
0 (0) = 12 - tan (p)

De onde tiramos:

o) - Fu/Betan (o)
L+ [Ry/R. - tan (o)
R, -sin (6 Fip/Re - tan )

\/1+ [R,/R. - tan ()]

R
R, - cos (0) = <
1+ [Ry/Re - tan ()]

Logo:

2
RQ/R - tan (@) R,

R2

¢1+ [R,/R. - tan (o) \/1+ [R,/R. - tan ()]*

_ R} + R, - tan? (p)
R? + R2 - tan® ()

Solugao por geometria analitica:

O lugar geométrico dos pontos pertencentes a superficie da secgao terrestre é dado por:
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2 2
i + i — 1
(&) + (&)
Percebe-se que:

x =R -cos(¢q)

z=R-sin(¢q)

Assim:

R?.

2 . 2
cos(ea)\* , (sin(ea)\*] _,
R, R,
Os quadrados do seno e do cosseno se relacionam com a tangente a partir das seguintes
identidades:

1
20, _
cos” () = 15 tan? (2)
tan2
sin? (z) = an (Qx)
1+ tan® (z)
Logo:
. 1 N tan? (o) _ 1
(1 +tan? (pg)) - B2 (1+ tan® (pq)) - R2

Substituindo-se tan? (pg) = tan? () - R;‘)/Rg:

2

R? N R2 - tan® () .
R} + RA-tan®(p)  RE+ R -tan®(p) |

7 R} + Rf) -tan? ()
| R2 + R2 - tan? ()

(e) Percebe-se que as ascensoes retas das duas estrelas sdo muito proximas. A distancia
entre as estrelas, portanto, é aproximadamente

o ’
eDubhe—Memk = 5Dubhe - 6Me?"ak =5 2271

Ja as diferencas de disténcia zenital sao:

o !
Az = ZMerak,J — ZDubhe,g = 9° 22,2

o /
AZC = ZMerak,C — ZDubhe,C = 5 2272
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Sendo assim, podemos concluir que os dois observadores estdo no mesmo meridiano das
duas estrelas, mais proximos de Dubhe do que de Merak (ou seja, mais ao norte), e suas
latitutes sao:

©J = ODubhe + ZDubhe, J = OMerak + ZMerak, J

w0y = T70°00

@c = Opubhe + ZDubhe, ¢ = OMerak + ZMerak, C

oo = 70° 30/

Solugao por transformacao de coordenadas:
Dado que as estrelas apresentam mesma ascensao reta, elas também apresentam mesmo

angulo horario:

Hp = Hy

cos (Hp) = cos (Hypr)

Pela formula de transformacoes de coordenadas:

cos (z) = sin (¢) - sin (8) + cos () - cos () - cos (H)

cos (H) = & () —sin (o) - sin (6)

cos () - cos (9)

Logo:

cos (zp) — sin (¢) - sin (0p) _ cos (zar) — sin () - sin (0p7)
cos () - cos (6p) cos () - cos (dar)

sin (¢) = 1 ) (COS (2p) _ cos (ZM)>

~ tan(0p) —tan (6y7) \cos(6p)  cos(dnr)
g =T70°00,1

pc = 70°30,2'

Solugao por triangulagao:

Observe a seguinte construgao:
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Pela lei dos cossenos:

cos () = cos (0p) - cos (0ar) + sin (6p) - sin (6a7) - cos (Acv)

cos (8) = 0,99560

0 = 5°22,5
Pela lei dos cossenos, encontramos o cosseno de f3:

cos (0p) = cos (0) - cos (dpr) + sin (6) - sin (dpr) - cos (3)

cos () = 0,99910

Como os senos de dp, 0 e Aa sdo todos positivos, o seno de § também deve ser, pela
lei dos senos. Assim:

B =2°259

Pela lei dos cossenos, encontramos o cosseno de 7:

cos (zp) = cos (0) - cos (zpr) + sin (0) - sin (zp7) - cos ()
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cos () = 0,99945

YJ = 1° 53,7/

cos (y¢) = 0,99944

ve = 1° 55,0/
Por fim, encontramos a latitude dos observadores a partir da lei dos cossenos:

cos (@) = cos (zar) - cos (0pr) + sin (zpr) - sin (Opr) - cos (8 £ )

Assim:

¢ = 70° 00,0’ ou69° 56,2’

o = 70° 30,0/ ou70° 26,0’

(f) Como a declinagdo de Mintaka é quase nula, o observador encontra-se no equador. A
partir dos dados fornecidos, podemos montar o seguinte tridngulo esférico:

wt

o Equador

vt

~
®

Em que w é a frequéncia angular de rotagao da Terra, isto é, 15° /h. Pela lei dos cossenos:

cos (z) = cos (w - t) - cos(v-t/Re)

v-t

" cos ! [cos (2)/ cos (w - t)]

R, = 6.369km

Vamos agora avaliar o raio terrestre na latitude do acampamento do item anterior:
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PNC

dg

Equador iz Centro da Terra

Pela lei dos senos:

R s

sin (90° — ¢ + g + dpg)  sin(dpg)

_dS - cos (¢ — va)

R
dog

Para latitudes proximas, em modulo, de 45°, o erro que cometemos ao aproximar pg = @
é maximo. J& para aquelas muito altas ou muito baixas, essa aproximagao é valida.
Assim:

ds
=~
R = 6.360 km

Pela equagao desenvolvida no item (b):

4
_ R + Ry - tan® (o)
R2 + R? - tan® (p)

2

Substituindo-se ¢ por 70° ou por 70,5° e resolvendo a equagao biquadrada, encontramos:

R, = 6.359km

Solugao sem aproximagao:

Observe o seguinte tridngulo esférico:
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Pela lei dos senos:

- sin (w - t)

sin (8) = sin (0pr) - Y p

sin (8) = 0,99827
Como o deslocamento é para o Sul, a geometria da situacao garante 8 agudo:

B = 86° 38,0/

Aplicaremos duas leis dos cossenos:

cos (zar) = cos (8pr) - cos (6pr + vt/Re) + sin (6pr) - sin (Oar + vt/Re) - cos (w - 1)

cos (6pr) = cos (zar) - cos (Oar + vt/Re) + sin (zpr) - sin (6ar + vt/R.) - cos (3)

Como o cosseno de uma distancia angular é suficiente para defini-la, combinamos as
duas equagtes para encontrar o cosseno de dps + vt/Re:

cos (zar) — cos (6pr) - cos (Opr + vt/Re)  cos (ar) — cos (zar) - cos (6ar + vt/Re)

sin (6p7) - cos (w - t) sin (zar) - cos (8)
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cos (0pr + vt/R.) = —0,02117

v-t

R.

on + =91°12,8

v-t
R

= 0,01594 rad

R, =6.271km

Por procedimento andlogo a da solugao anterior, a equagao biquadrada resulta em:

R, = 6371km

Perceba que os erros atrelados fizeram com que a Terra parecesse seguir a mecénica
cartesiana. Esse ¢ um demonstrativo da sensibilidade das medidas da variagao do raio
terrestre.

(g) No Equador, o potencial é igual ao potencial gravitacional mais o potencial centrifugo:

GM  w?-R?

U= R, 2

U = —62,6 MJ /kg

Para que a Terra esteja em equilibrio, o potencial deve ser o mesmo nos polos:

y_ GM
RP
R, = 6.360km

10. Langando um missil (65 pontos)

Bismarck, em seu projeto de finalizagao de curso para se tornar um engenheiro, decide construir
um missil e langa-lo de presente a um de seus grandes amigos: Ualype, que passava suas férias
tranquilamente em Fortaleza/CE. Em sua construgao, o missil é adaptado para possuir uma érbita
de semi-eixo maior igual ao raio da Terra. Como objetivo da missao, o missil sai de Sao José dos
Campos (¢g, A\s) com destino a Fortaleza (¢r, Ar). Na imagem abaixo, temos a posigao inicial
(F, S) e final (F’, S’) das cidades, representando, respectivamente, o0 momento de langamento e o
momento de chegada do missil, cuja trajetoria, por sua vez, é representada pelo arco esférico 6.

Prova Teoérica 1 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2023
TOTAL DE PAGINAS: 39



Pagina 34

Trajetoria do missil; {F, F’} e {S, S’} sao, respectivamente, Fortaleza e Sao José dos Campos.

De modo a ajudar Bismarck em seu projeto, responda os itens a seguir. Desconsidere efeitos
atmosféricos e lembre-se de considerar a rotacao da Terra.

(a)

(6 pontos) Encontre uma expressao para a excentricidade e da 6rbita do missil como fungao
do angulo 6.

(12 pontos) Encontre uma expressao para a duragdo da viagem do missil ¢,, como fungéo
do angulo 0, da massa Mp e do raio Ry da Terra e da constante gravitacional G.

(6 pontos) Encontre uma expressdo para o angulo 6 em fungoes das coordenadas de S&o
José dos Campos (¢g, Ag), das coordenadas de Fortaleza (¢, Ar), da duragdo da viagem
tm e da velocidade angular de rotagao da Terra em torno de seu eixo, w.

(15 pontos) Sabendo que (¢, Ap) = (—3°44", —38°32" O) e (¢s, A\g) = (—23°11' S, —45°53' O),
encontre um valor numérico para o tempo de viagem do missil ¢,,, em segundos.

(20 pontos) Encontre a intensidade da velocidade vg, em km/s, com a qual o missil deve
ser lancado, com relagao a superficie da Terra, de modo a cumprir seu trajeto.

(6 pontos) Por fim, ajude Bismarck a determinar o azimute Ay, e a altura hg, em graus,
com que ele deve lancar seu missil.

OBS: Pode ser util utilizar a representacao esquemética abaixo para se orientar com relacao
ao sistema de coordenadas utilizado:

Zénite

Leste

Norte

Representagao esquemaética do sistema de coordenadas.
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Solugao:

(a) Primeiramente, pode-se construir a figura abaixo da orbita do missil:

Representacao da orbita do missil.

Temos, a partir da figura:

2t + 60 =2
0
¢—W—§

Utilizando coordenadas polares para a elipse da trajetéria, podemos correlacionar a
coordenada de langamento (ou chegada) (R, 6/2) com a excentricidade e semi-eixo maior
da orbita. Assim, utilizando

_ a(l —e?) R R(1 - ¢€?)
71+€~COS¢ 71—|—e~cos(7r—§)

2
)
e=cos| =
2

Isolando e na equagao acima, temos:

(b) Nesse item, basta utilizarmos lei das &reas. Pela figura abaixo:

Figura 4: Representacao da area percorrida pelo vetor posicao do missil.
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Ahuchuruda _ tﬂ

Aelipse T

Aelipse 2 0 0
=Pt + R* - seng - cosg _ tm
Aelipse T

Utilizando que A¢jipse = ma - b = TR2\/1 — €2, temos:

1 seng -cosg t

+7_ﬂ
2 /1 —e2 T

Do item anterior, temos que V1 — e2 = 1/1 — cos22 = [sen| = sen?. Assim:
) 2 2 2

1 2
- <+0082)T
2 ™

Pela Terceira Lei de Kepler, podemos encontrar o periodo da érbita:

R% GMT RT
— = — T =2
T2 = 4x2 ™R\l Gty

Assim, substituindo na expressao para o tempo de duracdo da viagem, teremos a se-
guinte expresao final:

0\ | R3.
tm <7r + 20032) G

(¢) Podemos, primeiramente, construir a seguinte figura representando o tridngulo esférico
da situagao:

;90 - |of]

Figura 5: Triangulo esférico da situacao
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Podemos como a Terra rotaciona em sentido anti-horario com velocidade angular w,
podemos representar o dngulo A da figura acima da seguinte forma:

A= (/\final - /\inicial) tw- -ty = (/\F — )\5) +w- -ty

Assim, da lei dos cossenos para o angulo 6, teremos:

cos(0) = cos(90 — |¢5])cos(90 — |ps|) + sen(90 — |¢f|)sen(90 — |ps|)cosA

| cos(60) = sen(|o;])sen(|@s|) + cos(|d;|)cos(|@s|)cos(Ar — As +w - t) ]

Utilizando que senZg + 0052§ =1ecos(d) = coszg — sean, podemos escrever:

Assim, do item b), teremos:

[cosf +1\ | RS
tm = <7T +2 5 ) Gy

Assim, substituindo a expressao de cosf encontrada no item c), teremos:

tm <7r N 2\/sen(¢f)sen(¢s) + cos(pyr)cos(ps)cos(Ap — Ag +w - t) + 1)
B 2
Gz

Substituindo os dados numéricos, teremos a seguinte equagao:

tTn °
= 1 . o 9 1
tm = 806,9 (71' +\/ ,835 - cos (7,35 + 539.3 5 ) +2,05 )

Supondo tg = 2000 s e utilizando a iteragao dada no enunciado, temos, apds cinco
iteragoes, |t,, ~ 4092s

Primeiramente, podemos comecgar definindo o vetor de velocidade orbital do cometa
ainda no referencial do centro da Terra. Assim, utilizando a imagem utilizada, pode-se
escrever:

cos(hy)cos(Ay)
v =wv|cos(hy)sen(Ay)
sen(hy)

Onde Ay e hy sao ainda as coordenadas considerando a velocidade de rotacéo da Terra.
Para encontrarmos hy, basta sabermos que na posicao do lancamento, o vetor velocidade
é paralelo ao eixo maior da orbita. Isso ocorre pois a distancia entre o corpo e o CM da
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Terra é R - o semi-eixo maior da érbita. Assim, o corpo se encontra no eixo-menor da
orbita, que é normal ao eixo maior.

Eixo-
maior

6/2
Superficie da
Terra

Assim, de acordo com a figura acima, podemos escrever:

0 6
5 T 90+ Ry =180 — hy = 90 — 2

Calculando o valor de 6 = 30,5°, temos h = 74,8°. Ainda, para encontrar o azimute de
lancamento A, pode-se escrever a seguinte lei dos senos:

sen(180 — A)  senA

5in(90 — |pp|)  send

Substituindo os dados, temos A = 54,5°. Ainda, precisamos encontrar a intensidade da
velocidade v, que pode ser obtida a partir da equacao vis-visa:

2 1
o= o (2-1)
T a

GMrp
T

=791 km/s

v =
Para a velocidade da superficie terrestre no ponto de lancamento, teremos:

0

vr = w - Ry | cos(|os])
0

Assim, temos, para a troca de referencial:

—

U = vy + vr
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0,152 0 1,20
v =791 (0213 | — 0,464 [ 0,919 | = | 1,26
0,965 0 7,63

Sendo assim, pelo teorema de Pitagoras, ‘ lvo| = 7,83 km/s ‘

(f) Afim de encontrar as novas coordenadas no referencial da superficie, basta utilizarmos
a mesma equacao deduzida no item anterior:

cos(hg)cos(Ap) 1,20
vy = vg | cos(hg)sen(Ap) | = | 1,26
sen(ho) 7,63

Resolvendo o sistema acima, encontramos:

e ‘A0z46°

[ho ~ 7T°
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