PROVA TEORICA TREINAMENTO 3
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Uﬁ/ \ SELECAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS

OLIMPIiADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2023

ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

Instrucoes Gerais

1. Escreva seu NUMERO DE IDENTIFICACAO em TODAS as folhas de resposta que serio
escaneadas.

2. Escreva o numero de cada questao na folha de resposta, bem como o ntiimero da pégina.
3. Essa prova é de aplicacdo tnica. NAO HAVERA SEGUNDA CHAMADA.

4. A duragdo da prova é de 3 (trés) horas e o tempo para escanear é de 20 (vinte) minutos, sem
possibilidade de tempo adicional, a nao ser em casos de imprevistos.

5. A prova é composta por 10 questoes (totalizando 300 pontos).
6. A prova é individual e sem consultas.

7. O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programaveis/graficas/com acesso a
internet.

8. As resolugoes das questoes podem ser feitas a lapis (bem escuro) ou caneta e devem ser apre-
sentadas de forma clara, concisa e completa. Faca um retadngulo ao redor da resposta de cada
item. Sempre que possivel, use desenhos e graficos. Recomendamos o uso de borracha, régua e
compasso.

9. Voceé pode utilizar folhas de rascunho para auxiliar no processo de resolugao da prova, mas elas
nao devem ser escaneadas.

Instrucoes Especificas

1. Apoés o término da prova, os alunos deverao escanear suas solugdes com um aparelho celular
para enviarem suas provas pelo Gradescope.

2. S6 serao aceitos arquivos em pdf. Em caso de duvidas, leia o passo a passo da OBA de como
escanear suas solugoes.

3. O uso de aparelhos celulares ou cameras fotograficas s6 é permitido enquanto o aluno realiza o
scan de suas solugoes.

4. Para questoes em branco, faga upload de uma folha escrito "Pulei essa questao’.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)
Velocidade da luz no vacuo (c)
Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Ao Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 -105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.-m2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

656 nm
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Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:
sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(C)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)

Lei dos quatro elementos:

cot(b) - sen(a) = cot(B) - sen(C) + cos(a) - cos(C)

e Efeito Doppler Classico:

A—Xo Urad
z = = —

)\0 C
e Forma Polar da elipse :
a(l—e?)
) = —— /)
r(®) 1+e-cos(f)

e Regras basicas de derivagao e integragao para uma fungao do tipo y(x) = «™:

dy _ nx™
dx
n+1
fx"dx -z +C
n+1

em que C é uma constante.
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1. Optica de Telescopios (10 pontos)

Num telescopio refrator ideal de razdo focal f/5, a distancia focal da objetiva é de 100 cm, e a da
ocular 1 cm.

(a) (3 pontos) Qual é o aumento A do telescopio? Qual é o comprimento focal do telescopio
Ly, ou seja, a distancia entre a objetiva e a ocular?

A introducdo de uma lente concava (Barlow) entre a objetiva e o foco primario é uma técnica
comum para se obter um maior aumento sem ter que se aumentar o comprimento focal do te-
lescopio. Uma lente Barlow, de distancia focal 1 cm, é entao colocada no telescopio e dobra sua
ampliagao.

(b) (7 pontos) A que distancia dp do foco primario a lente Barlow deve ser colocada para se
conseguir o dobro do aumento? Determine, nesse caso, o incremento AL no comprimento do
telescopio.

Solugao: Ver questao 7 da prova teorica da IOAA 2016.

2. Retorno a Polonia (15 pontos)

As distancias interestelares sao grandes em comparagao com os tamanhos das estrelas. Assim,
aglomerados estelares e galaxias que nao contém matéria difusa essencialmente nao obscurecem
os objetos atras deles. Estime a fragao do céu que é obscurecida por estrelas quando olhamos na
direcdo de uma galaxia com brilho superficial de p = 18,0 mag arcsec™2. Suponha que a galaxia
consiste em estrelas semelhantes ao Sol.

Solugao:

Para os seguintes calculos, considere que d é a distancia & galaxia em pc, r é a distancia em
UA entre dois objetos na galaxia que tenham separacgao angular de 1” e N é o ntimero total de
estrelas em uma area de 1 arcsec?. E importante observar que, & medida que vocé se afasta
da galéxia, o fluxo diminui de maneira proporcional a d—12 Contudo, ao mesmo tempo, a area
angular da galaxia também diminuira proporcionalmente a d—lz. Assim, o brilho da superficie
da galaxia nao depende da distancia da galaxia. Como todas as estrelas sao semelhantes ao
sol, a magnitude de uma estrela é a seguinte:

Mestrela — M@ =9 X ZOQ(CZ) )

Mestrela = 4,82 4+ 5 x log(d) -5

Mestrela = O X lOg(d) — 0,18

A magnitude de N estrelas é dada pela seguinte expressdo, que pode ser manipulada para
2
obter a razao %-:
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Como cada estrela ocupa uma érea de mRg:

MmN = Mestrela — 215 X lOg(N)
18 =5 x log(d) — 0,18 — 2,5 x log(N)

d2
18,18 = 2,5 x log (N)

2

~ = 187 % 107

f _ Aestrelas

Atotal

NrRg
f= r202

N’]TR@
[= 2

2
o [ 6:955x 108
1,496x 106

/= 1,87 x 107

|/ =363x10""]

3. Estrela Politropica (15 pontos)

(a) (9 pontos) Considere uma estrela de massa M e raio R que possua uma relagio politropica

entre a sua pressao e densidade da forma P = Kp'*t'/. Utilizando-se algumas técnicas de
integracao, conclui-se que a energia potencial gravitacional {2 de uma estrela politropica pode
ser representada da seguinte forma:

* GM,dM, M? 14 ® 1(®
QE—J‘ G rd r:_G _[n+ 7TP’I“3] +?’l+ J4FT3dP

. T 2R 2 3

c c

onde M, representa a massa contida até uma distancia r do centro, e os indices s e ¢ na
integral representam, respectivamente, os valores apropriados dos limites de integracao na
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2

superficie e centro da estrela. Assim, calcule o valor de o na equagao §2 = « em funcao
de n. Considere que a pressao tende a zero na superficie.

(b) (6 pontos) Estime a relagdo massa-raio dessa estrela com base na relagao politropica forne-
cida no item anterior, i.e., ache o valor de § na relacio MocR? em funcao de n.

Solugao:

(a) Primeiramente, pode-se perceber que o termo entre colchetes é zero, ja que a pressao
tende a zero na superficie e o raio é zero no centro. Além disso, utilizando a equacao

dP GM,.
de equilibrio hidrostatico O P2 e que dM, = pdV = 4xr?pdr, temos que:
r r
GM? n+lfs4 3G’Mrd GM? n+1f54 3sGM, dM,
= — — r = — — r :
2R 6 | 2 P 2R 6 ). 12 dmr?

Assim, simplificando o termo da integral, chegamos a:

~ J sGM, dM, f GM,dM,

47r .
r2  A4mr? r

C c

que é exatamente a integral dada na definicao de €2. Portanto, chegamos na seguinte
equacao, que pode ser facilmente resolvida:

GM?2 n+1 3 GM? 3
Q= t 5 205 R 7T

(b) Como pedido no enunciado, deve-se estimar a relagao massa-raio, i.e., ndo ¢ necessa-
rio realizar célculos detalhados, e sim aproximacoes. Tais estimativas podem ser feitas
aproximando as derivadas nas relacoes utilizadas no interior a fragoes, ou seja, subs-
tituir as equagoes diferenciais pelas respectivamente relagées algébricas e conforme as

unidades:
M
P = Pavg ¥ &
P GMNGM2=>P~GM2
R R Y RS ~ TR

Assim, utilizando a relacdo P = Kp'*1/", tem-se que:

n GM? n—1 __3-n K n—
Kp%lk 7 @MTleTkaﬁMOCRT—?@ b=

4. Chuva de Meteoros (20 pontos)

Considere um radar que detecta meteoros apenas quando a trilha de ionizacao é perpendicular a
linha entre o radar e o meteoro. Esse radar estd a uma latitude de 52,0°N. No dia 2 de julho,
as 11:02 no horario local, meteoros provenientes de uma chuva foram detectados no horizonte
exatamente na direcao leste. O radar foi girado em 40,0° ao longo do horizonte em direcao ao
sul. Em sua nova posi¢ao, comegou a detectar meteoros da mesma chuva as 12:42. Encontre as
coordenadas equatoriais do radiante dessa chuva de meteoros.

Considere que a ascensao reta do Sol nesse dia era de aproximadamente 6h43min. Ignore a equagao
do tempo e a diferenga entre o horario solar e o horéario civil. Além disso, considere que o radiante
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estava acima do horizonte durante as duas observagoes.

Solugao:

O radiante de uma chuva de meteoros deve estar no plano perpendicular ao ponto onde um
meteoro foi detectado pelo radar. No caso da primeira observacdo, esse plano é o mesmo que
contém o meridiano local, o que restringe os possiveis valores de ascensao reta para o radiante.
O primeiro valor possivel é o da ascensao do meridiano local. Ao meio-dia, o meridiano local
corresponderia a uma ascensao reta de 6h43min. Dessa forma, as 11:02, a ascensao reta seria
de 5h45min. A outra possibilidade seria a ascensdo reta de 17h45min, oposta ao meridiano
local.

Note que para um intervalo tao curto, a diferenca entre o tempo sideral e o tempo solar é
desprezivel, entao nao foi necessario realizar nenhuma conversao nos calculos de ascensao reta.

Na segunda observagdo, um meteoro foi detectado no horizonte em um azimute de 130°. Dessa
forma, o radiante deve estar no circulo maximo que intersecta com o horizonte nos azimutes
de 130° — 90° = 40° e 130° 4+ 90° = 220°. Se o radiante estivesse no meridiano local na
primeira observagao, o azimute do radiante 1h40min depois da primeira observagao s6 podia
ser de 40°. Da mesma forma, o azimute da segunda observacao seria de 220° se o radiante
estivesse originalmente no meridiano oposto.

E possivel utilizar o seguinte triangulo esférico para determinar a declinacao do radiante:

R

Nesse triangulo esférico, t corresponde ao tempo transcorrido entre as observagoes dos mete-
oros.

Considerando o caso do azimute de 40° e utilizando a féormula das quatro partes:

c0s(90° — ¢)cos(t) = sin(90° — ¢)cot(90° — 8) — sin(t)cot(180° — A)

. - sin(t)
sin(¢)cos(t) = cos(¢)tan(d) + tan(A)

= tan(@)cos(t) — L(t)
tan(8) = tan(¢)cos(t) cos(@)tan(A)
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sin(25°)
cos(52°)tan(40°)

tan(8) = tan(52°)cos(25°) —

tan(d) = 0,342

§ = arctan(0,342)

5 =18,9°

Note que no caso para o azimute de 220° o tridngulo esférico utilizado é muito similar ao
da imagem. As unicas diferengas s@o que o angulo do azimute corresponderia a A, nao a
180° — A e que o angulo ¢ seria de 17h45min + 1h40min - 12h = 7h25min. Contudo, esse
azimute seria invidvel porque o radiante estaria abaixo do horizonte. Utilizando a férmula
das quatro partes, é possivel concluir que a altura do radiante seria de —51,5° na segunda
observagao.

Dessa forma, as coordenadas equatoriais do satélite sao § = 18,9° e a = 5h4bmin.

5. Wi-Fi Polar (25 pontos)

A fabricante estadunidense de foguetes SpaceX comegou a colocar satélites Starlink em 6rbita polar
em setembro de 2021, com seu primeiro langamento do tipo na Base da Forca Aérea de Vandenberg,
Califérnia. Considere um satélite Starlink que se move em uma 6rbita polar geocéntrica de semi-
eixo maior a = 15.400 km, excentricidade e = 0,55 e argumento do periastro w = 270°. Imagine
um observador no Polo Norte terrestre. O satélite emite um sinal com frequéncia de 2,4 GHz. Em
algum momento, o satélite é observado no horizonte. Encontre:

(a) (12 pontos) A distancia do observador ao satélite.

(b) (13 pontos) A mudanga na frequéncia do sinal captado.

Solugao:

6. Polonia 2022 (30 pontos)

O gréfico abaixo representa um trecho da curva de luminosidade de uma binaria eclipsante. As-
sumindo que as componentes desse binario sao estrelas de sequéncia principal de idade zero, que
suas orbitas sao circulares e que sao coplanares ao observador, encontre qual dos minimos de
brilho (priméario ou secundério) est4 representado no grafico.

Observagao: Na solucao, utilize apenas os dados fornecidos no enunciado ou na folha de cons-
tantes.
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10.9 -

11.0

11.2 A

11.3 4

Tempo desde o minimo [h]

Figura 1: Trecho de curva de luz de uma binéria eclipsante.

Solugao: Sejam os indices A e B referentes as estrelas de maior e menor raio, respectivamente.
Ademais, sejam os indices 1 e 2 referentes respectivamente a situagio sem eclipse e ao minimo
representado. Como as estrelas pertencem & sequéncia principal, presumir-se-a4 que a maior
em raio também é em temperatura e luminosidade. Assim, o minimo priméario (maior variagao
de magnitude) seria o transito, enquanto o secundério (menor variacdo de magnitude) seria
a ocultacao.

Primeiramente, vamos encontrar a razao entre os raios das duas estrelas.
Para binarias eclipsantes, é valida a relagao:
Rp tp 2,4h

— = = = 0,58
Ra ta 4,1h ’

Primeira hipo6tese: Transito

Pela equagao de Pogson:

Fy-[1—[Rg/R4l? F
m2m1=2,5-log< A [ [RB/ A]]+ B>

FA+FB

Fi R
—my=25-log(1— —2—5__
e e °g< (FA+FB>R?4>

Fa-RY

4 B _1_ 10(m17m2)/2,5
(FA + FB)R,Qq

_Fa _Rh (1 _ 10<m17m2)/2,5)
Fa+ Fp RQB
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FA _ R?A . (1 _ 1O(m1—m,2)/2,5)
2
Fj+ FB RB
Fp  Rj 1 _1

Fo  R% 1-100m—m2)/25

Como as estrelas estao & mesma distancia da Terra:

Fp Lp
Fa La
Substituindo-se os valores:
Lp
— =0,029
Ly ’

Segunda hipotese: Ocultagao

Fq
mo — M1 = —2,5 . 10g m

ﬁ _ qolmi—ma)/2.5

% = 10(m2—m1)/25 _q

é—j = 10(m2—m1)/25 g
é—i = 0,49

Conclusao

Para responder a questao, devemos lembrar que as estrelas sdo parte da sequéncia princi-
pal.Como tal, a razao entre seus raios e suas luminosidades segue uma tendéncia. Constata-
se experimentalmente que variagdes consideraveis no raio exigem variagoes muito expressivas
na luminosidade. Sendo assim, conclui-se que se trata de um transito, isto é, um minimo
primario.

7. Eclipse Solar (30 pontos)

Um certo eclipse solar total ocorre no dia do equinécio de marco de tal maneira que o caminho da
totalidade passa pelo Equador terrestre formando um angulo a = 15,0° com o mesmo. Durante
o eclipse, a Lua esté situada perto do nodo ascendente da orbita. Qual o valor da altura méxima
sobre o horizonte que o eclipse central podera ser observado? Em que latitude na Terra o eclipse
central sera observado nessa méaxima altura?

Solugao:

Na figura abaixo esta um esquema da Terra e o caminho da totalidade em sua superficie vistos
a partir do Sol (e da Lua).
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Caminho da totalidade

1

Ecliptica

No dia do equin6cio de margo, o equador serd visto nesta projecao como a linha inclinada
com relagao a ecliptica pelo angulo ¢ = 23,45°. O sistema “Terra-Lua” se move como um
todo ao longo da ecliptica, mas esse movimento nao importa para esse problema. O basico é
o movimento da Lua e sua sombra em relagao ao centro da Terra, que é mostrado como uma
seta na figura. Esta direcionado para a direita, pois a Lua gira no sentido anti-horario ao
redor da Terra, se olharmos do norte. A Lua esta situada perto do n6 ascendente da 6rbita
e se move (com a sombra) nao paralela ao plano da ecliptica, mas pelo angulo 7 = 5,14°. O
angulo ~ é igual a inclinagdo do caminho da totalidade com relagao ao Equador, portanto:

y=¢c+1

O eclipse central em altitude maxima sera visivel no ponto M, que é o ponto mais proximo do
ponto O, onde o Sol é visivel no zénite. Sendo R o raio da Terra, o comprimento do segmento
MO (nesta projegao) é igual a:

d= Rsiné

em que § é o angulo ]\7-0\07 sendo C' o centro da Terra. Para encontrar o angulo 4, temos o
seguinte triangulo esférico:
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Equador

Pela lei dos senos:

sin 3 sin §

sin(90° — a)  sinvy

Pela lei dos 4 elementos:

cosd cosasing  cosvy

cot dsin B = cot ysin90° + cos 5 cos 90° = — : = —
sind  sin~y sin vy
Logo:

cos~y
cosd =

COS &

Para determinar a altitude do Sol no ponto M, vamos olhar para a figura em projegao lateral
relativamente & dire¢ao Sol-Lua:

<«—S50L d R

TERRA
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Com isso, vemos que

cosh:%:sin5©h290°—6:> h = 65,4°

Agora, vamos encontrar a latitude do ponto M. Pela primeira figura, a latitude de M é igual
a latitude do ponto L, pois o segmento conectando esses pontos na projecao é paralelo ao
Equador. O comprimento do segmento OL é igual a

{ =dcos~y

Analogamente a relagao entre o angulo J e a distancia d, temos que a relagao entre a latitude
v e a distncia £ é sin p = ¢/R. Logo:

14
= arcsin <R> = arcsin (sind cosy) = | p = 23,7°N

Note que a rotacao da Terra influencia apenas na longitude do ponto M, nao alterando a
resposta do problema.

8. Emissao Sincrotron: Explorando a Radiacao de Alta Energia (45 pontos)

A emissio sincrotron é um fendémeno que ocorre quando particulas carregadas, como elétrons, sao
aceleradas em campos magnéticos intensos. Essas particulas em movimento curvilineo emitem
radiacao eletromagnética de alta energia, que pode ser observada em diversas regioes do espectro
eletromagnético, desde radio até raios gama. Esse fenémeno é observado em diversos contextos
astronémicos, como em jatos ultrarrelativisticos em nuvens de gas que orbitam buracos negros.

Quando alguma particula esta eletricamente carregada e é acelerada, ela emitira energia na forma
de ondas eletromagnéticas. A formula de Larmor quantifica essa energia por unidade de tempo,
no referencial do elétron, da seguinte forma:

b 202
3 c3

Em que P’ é a poténcia emitida, e é a carga elétrica e a/, a aceleracdo perpendicular ao raio de
rotacdo, todos no referencial de repouso, ou seja, do elétron.

(a) (4 pontos) Primeiramente, faremos um estudo da dinAmica relativista, com o apoio da visdo
’

cinemética do tema. Com isso em vista, use o fato de que a = %’ para mostrar que a = ,‘;—2,
em que 7y é o fator de lorentz.

dE

(b) (6 pontos) No referencial do laboratério, podemos escrever a poténcia emitida por P = .

Demonstre que a poténcia é uma invariante.

(¢) (10 pontos) Sabendo que o vetor velocidade do elétron, ¢ e o vetor campo magnético, B,
fazem um angulo « entre si, mostre que a poténcia emitida, também conhecida por Emissao
Sincrotron, é dada por:

2¢* B2sen?(a) E \?
p==
33 m2 M2

Em que E é a energia total do elétron.
Ao longo de um pulso de emiss@o sincrotron, um elétron ultrarrelativistico (y >> 1) percorre um

angulo A9 = 2 em sua o6rbita. Considere, por simplificacdo, que o elétron esta se movendo na
direcao de observador muito distante no momento da emissao.
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(d) (15 pontos) Utilize dessas informagoes para encontrar a duragdo de um pulso de energia do
elétron. Disso, conclua que a frequéncia caracteristica da emissao é:

%—wmm(lzf

(e) (10 pontos) Considere um elétron ultrarrelativistico que emitiu, inicialmente, um pulso
de frequéncia caracteristica v,. Mostre que o tempo para o elétron resfriar por radiagao
sincrotron, levando em consideracao que ele emite energia de forma ininterrupta, é escrito
da forma abaixo.

3m3c? eBsen(a)

" 24 B2sen? () VoM

Solugao:

(a) Uso direto da equagao fornecida
dv  dvdt! 1dv1 o
g _wdt 1l _d 1)
dt dt' dt  ~dt' vy A2
(b) Uso direto da equagéo fornecida

_dB _dBd_ B dB'dl
T odt 4t dt  dE' dt dt

Pl/_yfl — P/ (2)

(¢) Primeramente, pela analise dinAmica do movimento da particula inserida em um campo
magnético, vem:
eBvsena

FresL ="Ymea| = eBvsena = a] = ——— (3)
Mo

Em segundo plano, sabemos que a formula de Larmor, dado o resultado encontrado em

(5) e (6) pode ser escrita como:

p_ geQaﬁ_’y‘l
3 3

2
Finalmente, aliado ao fato de que E = ym,c? = 72 = <mf02> ,

2
p_ 2¢* B%sen’a p_ 2¢* B%sen?(a) ( E > (5)

“C ~ kil
33 m2 3c3 m2 M2

(d) Como o elétron faz seu movimento em dire¢cdo ao observador, podemos montar o es-
quema abaixo.

Prova Teoérica 3 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2024
TOTAL DE PAGINAS: 23



Pagina 15

Observador l.
[}
Figura 2: Esquema do Problema.

A duragao total do pulso sera o tempo entre a luz chegar ao observador até ela parar
de ser percebida. Assim, vem:

Atpz(m+xAm)—szx(l—Z):Atp:At(l—Z) (6)

v v

Mais uma vez, pela dindmica da particula,

Besena
ymow?r = Bewsenar = w = ———— (7)
YMo

Da cinemética circular, temos:

Ap B0 2yme N, 2me (8)

w vBesena eBsena

Assim,

2m v v 1 2m 02 1
Myo B (1 T) (1 0y L P () 7 :
P eBsena c + c (1 + %) eBsena c2 (1 + %) )

Como v >> 1, v ~ ¢, entdo 1 + v/c ~ 2. Dai,

2 2
My . y“eBsena eB FE
Atp = m Ve = To = Ve = e Sen(a) ( > (10)
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(e) Da equagdo encontrada para a poténcia emitida pelo elétron,

dE 2¢* B2sen?(a) [ E \°

— =—p="" E = PAt 11

dt 3c3 m2 <m002) - - (11)
1 _ 264sten2at o 3mic® 1 (12)
E, 3micd 2¢tB2sen?a E,

Frequéncia caracteristica do pulso inicial,

E, \’ Vol
° E, =m, 2 [_ToTto 13
Mo sen(e) <m002> - Mot \V eBsena (13)

Assim, obtemos:

3m3c3 eBsen(«)

t =
2e4B?sen?(«) VoM

9. O Retorno de Dr. Totavio (50 pontos)

Considere um estranho corpo celeste esférico de raio R e massa M e densidade uniforme, intei-
ramente composto por um fluido misterioso, o qual néo oferece resisténcia alguma ao movimento
de qualquer objeto através dele. O eximio engenheiro interplanetario Dr. Totavio, instigado pela
natureza do corpo celeste, resolve embarcar em sua pedra espacial artificial para estuda-lo mais de
perto. A pedra, de massa m « M, estava inicialmente a uma distadncia muito grande da estrela,
se aproximando dela com velocidade inicial vy e parametro de impacto b.

(a)
(b)

()

(5 pontos) Encontre a condi¢ao para que a pedra nao colida com o corpo, em termos de R,
M, Vo € b.

(10 pontos) Assumindo que a condigdo encontrada no item passado é satisfeita, obtenha,
em termos de R, M, vg e b, o angulo de desvio ¢ da trajetéria da pedra, ou seja, o angulo
formado entre os vetores velocidades inicial e final (ap6s muito tempo).

(10 pontos) Neste item, suponha que a condi¢do nao é satisfeita e a pedra acaba colidindo
com o corpo. Obtenha o novo angulo de desvio ¢’ na trajetoria da pedra, bem como o modulo
de sua velocidade final ap6s muito tempo, em termos das quantidades ja introduzidas.

(5 pontos) A partir de agora, suponha que a pedra encontra-se em uma orbita eliptica em
torno do corpo estranho, de energia mecénica total £ e momento angular L. Encontre a
condicao para que a pedra colida com o corpo em algum ponto de sua 6rbita, em termos de
E, L,m, MeR.

(15 pontos) Se a condigao do item passado for satisfeita, é evidente que parte da orbita da
pedra estara localizada no interior do corpo. Devido a isso, a cada periodo (6rbita completa),
o periastro da orbita eliptica precessiona um certo dngulo Ap. Determine Ap, em termos
de E, L, m, M, R.

(5 pontos) Encontre uma condi¢ao, em termos de E, L, m, M e R, para que um observador
externo ao corpo estranho nao consiga observar qualquer movimento aparente de precessao
do periastro da 6rbita da pedra.
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Solugao:

(a) Seja rmin a distAncia minima que a pedra atinge. Pela conservac¢ao de momento angular:

bvg = rinv

Conservando a energia mecénica:

vg  v® GM

2 2 T'min
Substituindo v e desenvolvendo:
2GM
T,Qnm 2 Trmin b2 =0

GM bv2
BT l *(GM)

Para que a pedra nao colida, queremos r,,;, > R, logo:

GM b3
— — | -1 R
&\ () )2
Ou, de forma equivalente:
2GM
vgR

(b) O angulo de desvio é o suplemento do angulo 21y entre as assintotas:

p=T—2

Em que:

b
1) = arctan () = arctan ( e? — 1)
a

Sendo a excentricidade dada por:

2E L2 vgb \?
=N s = ”( )

Lembrando que E = mv2/2 e L = mbvg. Logo: Logo:

b}
=7 — 2arct —
¢ =7 — 2arctan (G )

Ou, de forma mais simples:

= 2arctan G—M
= vgb

Prova Teoérica 3 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2024
TOTAL DE PAGINAS: 23



Pagina 18

(c) Esse item é composto de vérias etapas distintas; portanto, separemos a resolugdo em
partes:

Parte 1: Formato da trajetoéria no interior do corpo

Primeiramente, estudemos o formato da trajetoria da pedra ao adentrar o corpo estra-
nho. Usemos um sistema cartesiano Ozxy, com origem no centro do corpo, e orientado
de forma que o eixo y aponte para o ponto de maxima aproximacao do centro. Como a

forga F'— pela Lei de Gauss— s6 depende da massa interna ao raio r = /22 + 42, temos:
GM,; GM
F = — T2ln = _?7‘ = —k?“ (15)

Em que definimos k = GM/R? e w? = k/m. Dividindo em suas componentes:

F, =mi=—kx Fy=my=—ky

Essas equagoes correspondem a dois movimentos harmonicos simples (MHS) distintos
nas diregdes x e y. Ou seja: o movimento da pedra dentro do planeta é a composicao
de dois movimentos harménicos simples de mesma frequéncia angular w em diregoes
perpendiculares. A solug@ao em cada eixo é dada, de forma geral, por uma combinacao
linear de senos e cossenos:

z(t) = Asinwt + C coswt y(t) = Dsinwt + B cos wt

Temos z(0) = 0, logo C' = 0. Além disso, v,(0) = y(0) = 0, logo D = 0 (verifique
performando a derivada). Assim, chegamos no seguinte par de equagoes:

z(t) = Asinwt y(t) = Bcoswt

Utilizando a propriedade fundamental da trigonometria sin? wt + cos? wt = 1:

.’E2 y2

2l

Logo, deduzimos que a trajetoria da pedra no interior do corpo é um arco de elipse.
Precisamos, agora, determinar os parametros A e B. Perceba que eles correspondem,
respectivamente, as distancias méxima e minima da pedra ao centro, que podem ser
determinadas utilizando-se as leis de conservacao da energia e do momento angular.

Parte 2: Encontrando A e B

Vamos determinar a energia potencial gravitacional da pedra U(r) dentro do planeta.
H4 duas abordagens comuns a serem adotadas: (i) calcular diretamente a integral que
leva & U(R), segundo a definigdo de potencial; (ii) fazer uma analogia com um sistema
classico do tipo massa-mola. Aqui, optaremos pela segunda abordagem; a primeira fica
como exercicio para o leitor.

Note, da equagao [I5} que a dinamica da pedra ¢ completamente aniloga a de um
corpo ligado & origem por meio de uma mola de constante elastica k. Sendo assim,
convencionando arbitrariamente U(0) = 0, temos, por analogia ao sistema massa mola:

_wt G,

U(R) 5 = g’
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Figura 3: Geometria do movimento da pedra no interior do corpo. O trecho cheio em azul
representa o trajeto (arco de elipse) percorrida pelo objeto, enquanto a elipse pontilhada em
vermelho representa a elipse & qual a trajetoria pertence.

Em posse de U(R), conservamos a energia mecanica para achar as distancias méaxima
(A) e minima (B) do centro. Nessas posi¢oes, ¥ L 7, logo, pela conservagdo do momento
angular (que também se conserva na transi¢do de meio, pois o torque permanece nulo):

L = mour

Agora, como nao ha forgas resistivas no fluido, temos, por conservagao de energia:
|-
E=U(r)+ 5

GM ,  L?
=_—r
2R3 2mir?

Com alguma manipulagao, obtemos uma equagao biquadréatica:

2ER3 L?R3
4 _ 2,2 _
r <GMm+3R>7’ +GMm2 0

Cujas solugdes sao

N T T ST S
FTNGMm T2 S\ \GMm T2 GMm?
Substituindo E = muv3/2 e L = mbuvy:
2 3 2 2 p3 2\ 2 2.2 P3
V5 R 3R v5 R 3R b*vg R
— 2 4 iunh
T N\aeem T2 \/(2GM T3 GM (a7)
Dai, temos entao ‘ ry =A ‘ e ‘ r_=20B ‘

Parte 3: Geometria do desvio

Primeiramente, estudemos o trajeto da pedra no interior do corpo. Serd de nosso
interesse determinar o dngulo a mostrado no esquema abaixo.
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Segundo nosso sistema cartesiano, vale, para o ponto de entrada/saida da pedra:
r=xRsina y = Rcosa

Inserindo na equacao da elipse:

R?sin’a R2%cos?a
2 T

11 , 1 1 , BXA2_R?
BN g TN s ey
B [A?-R?
a = arccos [ 24/ 55 (18)

T~

diregao inicial

diregao final

-
R

Figura 4: Esquema geométrico do desvio sofrido pela pedra

Para os angulos do tridngulo destacado em vermelho, vale:

/

T
2

+a+fB=m

Logo:
o =n—=2(a+p)

‘(pl=2(a+ﬁ)—ﬂ"

Sendo « determinado pela equagao [18|e 3, o angulo que caracteriza o ponto de entrada,
pela equagao polar da hipérbole (consulte a solucao do item (b) da Questao 1 da Lista
1 dos Treinamentos 2022):
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_ a(e? — 1)
r= 1+ ecos(B + )

b 2
B = arccos _GMR | arctan (UO)

(d) Para colidir, a distAncia minima ao corpo (i.e., periastro) deve ser menor do que seu

raio:
Tmin =a(l —e) <R
Temos:
GMm / 2FL?
E=— =All+
2a € G2M2m3
Substituindo:

Ou, de forma equivalente:

L? GMm

Fe_— __Zm
<2mR2 R

(e) Fagamos um esquema da orbita do corpo antes e depois da precessdo, conforme ilustra
o esquema abaixo. Definiremos os angulos 6 e 7.
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Figura 5: As orbitas inicial e processionada estdo mostradas em azul e laranja, respectiva-
mente. E e S sao os pontos de entrada e saida da pedra, respectivamente. P e P’ sdao os
periastros das orbitas. As orbitas se ddo no sentido horério, como indicam as setas. A traje-
toria da pedra no interior do corpo foi omitida. Note que as porc¢oes das érbitas internas ao
corpo nao correspondem & trajetoria real da pedra; as o6rbitas completas foram desenhadas
apenas para fins didaticos.

Primeiramente, podemos relacionar 6, v e «, em que « fora calculado no item passado
(vide equagéo. Note que o dngulo varrido pela pedra em seu trajeto dentro do corpo
é 2a, logo:

0+~ =2«

Agora, perceba que, em ambos os pontos F e S, a distancia da pedra ao corpo na orbita
b b b

vale R. Sendo assim, a anomalia verdadeira, em moédulo, deve ser a mesma. Em outras

palavras, os Angulos entre: P e E e; P’ e S; devem ser iguais. Assim:

0=v+Ap > Ap=60—(2a—0)

—[Ap =2(0 — )

O angulo 6 pode ser facilmente obtido da equagdo polar da elipse, para r = R:

~a(l—e?)
"~ 1+ecosf

Substituindo e e a do item passado, temos:
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L2
o
GMm2R

2F 2
_|_ -
G?M?2m3

0 = arccos
1

(f) Para que nao seja observado movimento aparente de precessdo, os pontos de entrada
e saida do corpo devem ser os mesmos a cada precessdo. Ou seja, Ap ha de ser um
multiplo inteiro de 27:

Com kzo,ﬂ,iz,is...\.
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