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Instrucoes Gerais

. Identifique seu niamero de candidato(a) em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque

mais nenhum meio de identificacao pessoal;

Escreva o Numero de cada Questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma questao, faga upload de uma folha escrito "em branco"e associe
as questoes correspondentes;

A duracgao da prova é de 3 horas e 30 minutos;

A prova é composta por 2 questoes (totalizando 150 pontos);

A prova é individual e sem consultas;

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/graficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, célculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva as somente as folhas utilizadas para resolucao.

Um formuléario com informacgoes relevantes para analise de dados esta disponibilizado.
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Formulario

Para encontrar a incerteza o, de uma funcdo genérica w = w(x1,za, .

of \?
2 _ (Y] 2
O = <5I1> aml—l-(

af\° or\?
a@) Om2+."+(m Oz,

A tabela abaixo mostra algumas aplicagoes classicas disso:

Fungdo w = w(z,y, - )

Expressoes para o,

2 _ 2 2
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o (5)-05)  (0%)

w = asin(bx)

0, = |abcos(bx)|o,

w =blog,z
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..,Ty), a formula geral é:
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Para um conjunto de medidas x; com incerteza o;, podemos calcular o valor médio z através de uma
média ponderada com pesos 1/0%:
2
2. Ti/o;

Zi 1/02‘2

A incerteza correspondente ao valor obtido pela média ponderada é dada por:

T =

1

O = —F———

v 2 1/01‘2

Pelo método dos minimos quadrados, a melhor estimativa para os coeficientes da reta y = A + Bx s&o:

s YatYy—Yxyay
A

 NYaxy—Yxdy
B= A

Onde:

2
A=N ZxQ — (Z 1’)
As incertezas dos coeficientes sdo dadas por:

2

T
oA =0y ZA
N
op = O'y Z
Em que:

b
N-—2

N
Oy = (ys — A — Bx;)?
=1

Ha também outras formulas que levam aos mesmos resultados, e sao mais rapidas:

Em que r é o coeficiente de correlagao linear, A e B sao os coeficientes linear e angular da reta de
melhor ajuste, respectivamente, e IV é o niimero de pontos.

A funcdo densidade de probabilidade para uma distribuicdo normal com varidncia o2 e média p é tal
que

1 _(@=w?

e 202
\2mo?

f(z)dz =
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1. Extingdo atmosférica (55 pontos)

Em

um mesmo local de observacao, grupos diferentes mediram a opacidade e a densidade do ar atmos-

férico. Os resultados das medigbes sao mostrados na tabela abaixo.

(a)

Grupo  sp(1075m™1)
1 1.0532 + 0.0011

2 1.073 £ 0.070
3 1.10 £ 0.21

4 1.3 +£0.2

5) 1.051 £ 0.023
6 1.11 £ 0.25

7 1.0 £ 0.2

8 1.032 £ 0.120
9 1.0462 = 0.0030
10 1.06 £ 0.01
11 1.17 £ 0.11

12 1.075 £+ 0.040
13 1.019 £ 0.029

Tabela 1: Medigoes de opacidade e densidade do ar

(10 pontos) Calcule o valor da opacidade multiplicada pela densidade atmosférica e estime a
incerteza dessa quantidade.

Em outra noite de observagao, um grupo mediu o brilho de uma estrela ao longo da noite. As
medidas da magnitude da estrela, de sua altura e do tempo sideral local no momento das observagoes
sao mostrados na tabela abaixo.

z(°) TSL(°®) m

5.53 188.05  4.222
20.73  160.05  4.247
38.19  132.05 4.326
59.34 98.05 4.595
68.05 55.05 4.873
55.85 30.05 4.525
34.99 -2.95 4.306
16.64 -32.95  4.237

Tabela 2: Fotometria estelar e altura da estrela

(25 pontos) A partir das relagoes de absor¢do da luz estelar na atmosfera, encontre um ajuste
linear apropriado para calcular a altura da atmosfera e o brilho da estrela fora da atmosfera terrestre
com seus respectivos erros.

(20 pontos) Plote o grafico da magnitude da estrela em func¢ao do tempo sideral local usando os
dados da tabela e estime a ascensao reta da estrela em horas. Explique o seu método para fazer
isso.

Solugao:

(a) Tomaremos a média ponderada dos valores da tabela, igualando os pesos ao inverso do qua-
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drado da incerteza de cada medicao:
~ 1,05244m™!

A incerteza dessa média é

Assim,

‘ Kp = (1,0524 + 0,0010) x 10~° m~*

(b) Seja s a distancia que a luz percorre na atmosfera. Sabemos que a relacao entre o fluxo
observado F' e o fluxo da estrela fora da atmosfera Fj é

E _ ,—kps
Fo
Sendo h a altura da atmosfera, s ¢ dado por
h
s =
cos z

Substituindo tudo na equagao de Pogson:

F 2,5kph 1
m—my = —2.5log () _ 25kphloge
Fy Cos z

Assim, se plotarmos a magnitude m da estrela em fungdo de 1/ cos z, obteremos uma reta do
tipo y = A + Bz. Pelo método dos minimos quadrados:

A = 3,83015 + 0,00014

B = 0,38990 £ 0,00022

De forma que

mo = 3,83015 £+ 0,00014

2,5kphloge = B

_ B
~ 2,5kploge

s (B2) 4 (2) <

|h = (14819 £ 17)m]|

~ 1,4819 x 10*m
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Figura 1: Magnitude da estrela em funcao do tempo sideral local

(c) Pela equagao do tempo sideral local:
TSL=H+«

Quando a magnitude aparente da estrela é maxima, ela culmina inferiomente (H = 12h). Pelo
grafico, percebemos que esse maximo ocorre em torno de

TSL ~70° ~ 4,67h

a=TSL—H=-733h
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2. Medindo a curva de rotacdo da Via Lactea (95 pontos) - Em um projeto com alguns dos siste-
mas estelares da Via Léctea, pretendemos, com a colaboragao dos habitantes de nossa galaxia, calcular
e desenhar sua curva de rotagao. Para isso, primeiro calculamos as constantes de Oort para a orbita do
Sol. Os habitantes de cada um dos outros sistemas estelares fazem isso para suas proprias estrelas, e
finalmente, usando esses dados, desenhamos a curva de rotagdo. Para realizar o projeto, responda passo
a passo as perguntas que seguem.

A figura abaixo mostra a posi¢ao da estrela de referéncia (nosso Sol), o centro da galadxia e um corpo
celeste arbitrario. Considere todas as orbitas como circulares em todas as perguntas.

Sol |

!
Centro galatico

Figura 2: Posigdo da estrela de referéncia (Sol), centro da galaxia e um corpo celeste

A velocidade de um corpo celeste proximo em relagdo ao Sol nos sentidos radial e tangencial é calculada
aproximadamente através da seguinte formula:

v, = Adsin 2]
vg = Adcos2l + Bd

Onde [ é a longitude galatica e d é a distancia do corpo celeste ao Sol, que obedece a relagdo d « R. A
e B sao as constantes de Oort, definidas como:
Vo
Ro Ro

1(dV
A== (m
Vo
+ =
Ro R0>

1{dV
B__2<dR

Onde V) e Ry sao a velocidade e o raio orbital da estrela de referéncia. Para o Sol, temos Ry = 7.914 kpc.

Observando a curva de rotagao da galaxia, percebemos que as mudangas na velocidade orbital ao longo
de diferentes intervalos de R sao relativamente grandes. Além disso, em nosso modelo, assumimos que a
velocidade angular de rotacao da galaxia decresce monotonicamente com a distancia ao centro galatico.

(a) (12 pontos) Com base na figura 1, use as relagoes geométricas e expanda a velocidade para provar
a seguinte relagao para a velocidade radial maxima de uma estrela em relagdo ao Sol em uma dada
longitude ecliptica (:

Urmax = 2A(1 —sinl)Ry
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Para isso, assuma que o corpo celeste esteja na vizinhanga do Sol.
Dica: Para uma variagdo muito pequena Az, uma fungdo f(z¢ + Az) pode ser aproximada para:

df (z)
“dr Az

Zo

f(zo + Ax) ~ f(zg) +

(b) (9 pontos) A figura 2 mostra a curva de velocidade radial para estrelas com longitude ecliptica
Il = (86 + 1)°. Use essa figura para determinar a constante de Oort A, incluindo a incerteza
associada a ela, ambas em kms~!kpc™!. O método de regressdo linear ndo é necessario, mas a
medigao realizada no grafico deve ser clara. Além disso, interprete a incerteza obtida.

Radial velocity of starsin | =86 x 1

0.6
* *
* &
0.5 - * *
* *
* *
*
* *
— 0.4 1
)
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*
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Figura 3: Grafico da velocidade radial em funcao da distancia ao Sol

(c) (20 pontos) A tabela 1 fornece as velocidades radiais e tangenciais relativas de algumas estrelas
em relagdo ao Sol. Plote um tinico grafico dessas velocidades em fung¢ao da longitude galatica I.
Trace uma curva de melhor ajuste para cada velocidade.
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# 1 1°) | vpr(km/s) | vg(km/s)
1 354 6.04 -2.67
2 40.3 6.31 -3.71
3 | 65.3 4.85 -8.93
4 69.0 4.28 -9.51
) 81.2 1.92 -10.86
6 | 984 -1.85 -10.88
7 | 109.0 -3.94 -9.80
8 | 111.1 -4.29 -9.51
9 | 122.0 -5.74 -7.57
10 | 126.3 -6.10 -6.67
11 | 148.5 -5.70 -1.86
12 | 194.6 3.13 0.82
13 | 198.8 3.90 0.31
14 | 202.1 4.45 -0.17
15 | 212.3 5.78 -2.02
16 | 247.0 4.59 -9.21
17 | 251.6 3.83 -9.88
18 | 257.2 2.77 -10.52
19 | 260.1 217 -10.78
20 | 325.3 -5.99 -2.51

Tabela 3: Velocidades radiais e tangenciais de estrelas em relagao ao Sol

(10 pontos) Determine a constante de OQort B e a sua incerteza, ambas em kms~! kpc™1.

(13 pontos) Determine a distancia de todas as estrelas na tabela 1, incluindo suas incertezas.
Construa uma nova tabela com esses dados. Interprete os resultados.

(6 pontos) Escreva a expressao que representa a probabilidade da primeira estrela estar a uma
distancia entre 0,3kpc e 1,3kpc com base no erro determinado para sua distancia (vocé nao precisa
calcular o valor numeérico dessa expressao nem simplificd-la). A probabilidade de a distancia estar
dentro desse intervalo de valores, que é considerado o mais adequado para a obtengao das constantes
de Oort, pode ser calculado como sendo em torno de 80%.

(25 pontos) A tabela 2 apresenta as constantes de Oort obtidas para diferentes sistemas estelares.
Preencha a tabela com os valores obtidos para o Sol e utilize a tabela preenchida para plotar a
curva de rotagao da Via Lactea. Existem pontos estranhos no seu grafico? Se sim, identifique-os.
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# | R(kpc) | A(km s "kpe ') | B(km s 'kpc ')
1 1.5 -12.5 -62.5
2 2.1 3.6 -53.6
3 3.1 7.4 -47.4
4 3.6 13.9 -38.9
5 4.4 14.2 -33.5
6 5.3 17.3 -25.7
7 5.7 20.5 -19.7
Sol

9 9.3 13.2 -11.2
10 10.8 114 -94
11 13.7 7.9 -7.9
12 15.7 7.2 -6.6
13 17.3 8.5 -4.0
14 19.7 2.3 -8.1
15 21.1 12.3 2.2
16 22.1 2.3 -6.6
17 22.6 3.5 -5.4
18 23.7 0.6 -2.5
19 24.8 4.1 -3.9
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Tabela 4: Tabela de dados para plotar a curva de rotagao da Via Lactea

Solugao:

(a) Pela figura 1, podemos escrever a velocidade radial relativa do corpo celeste como sendo

v, = Vcosa — Vysinl

Ainda, por geometria,

cos o — Rosinl
R
Substituindo: vV
Up = (R - R(())) Rysinl

Perceba que os termos dentro do parénteses correspondem as velocidades angulares do Sol
e do corpo celeste. Para maximiza a velocidade radial relativa, devemos entao maximizar a
velocidade angular do corpo celeste, dado que sua longitude ecliptica é [. Como o enunciado
diz que a velocidade angular de rotagao da galaxia decresce monotonicamente com a distancia,
devemos minimizar R. Para um dado [, pela figura 1, percebemos que isso significa que o
corpo celeste, o Sol, e o centro galatico formam um tridngulo retdngulo, de forma que

R = Rysinl
Ur,max = V(Ro sin l) — Vb sin

Onde a velocidade do corpo celeste pode ser aproximada como sendo

dav

V(R() sin l) a3 VE) + ﬁ

(R() sinl — R())
Ro

j& que o corpo se encontra na vizinhanga do Sol. Substituindo de volta:

av
Ur max = <% T

IE |, R0> (1—sinl)
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Pela definigao de A:

Urmax = 2A(1 —sinl) Ry ‘

(b) Para encontrar a velocidade radial maxima relativa ao Sol a partir do grafico, podemos tragar
uma curva suave de ajuste com base nos pontos e pegar o valor maximo dessa curva. Para
estimar a incerteza, podemos tragar uma curva limite superior e uma inferior, pegando também
os seus maximos. Entao, pegamos os valores correspondentes de velocidade radial:

- Radial velocity of starsin | =86 =1

0.5 % e X

V:[kaS)

0.3 1

0.2 1

0.1 T T T T T T Y r
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

d(kpc)

Figura 4: Medidas feitas no grafico

VUpr,max = (0,53 + 0,03) km/s
Pela formula de v, max:

v
A= 7,max
2Rp(1 —sinl)

Pela formula de propagagao de erros:

0A  \? oA 2
AA = \/(alAl> + (%{Avnma,()
2 2
AA = Ay (=SS5 Ap) 4 ((Avnmex
1 —sinl U, max

AA=17436kms tkpe?

~ 13,746 km s~ kpc !

Assim,

|A=(14+7)kms " kpe ! |

Percebemos que a incerteza na determinagao de A se deve quase exclusivamente a incerteza de
l. Isso pode ser explicado por conta da proximidade de [ com 90°, fazendo com que pequenas
variacoes no angulo causem uma grande diferenca na constante A.
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(c) Plotando os dados, obtemos o seguinte grafico:

T T T
o© 5 o V. Radial
o o o o |0V. Tangencial | |
o o
© o
= o ©
= 0
g 0 e N
<)
E 5 O o le) o
or— O
S -5 © :
50 08 e} 1)
o)
o
—10 © & % .
o o @
| | | | | | |
50 100 150 200 250 300 350

Longitude Galatica, [ (graus)

Figura 5: Velocidades radiais e tangenciais das estrelas em relagdo ao Sol em funcgao da longitude
galatica [.

Percebemos que ambas as velocidades se comportam de forma senoidal, como esperado.

(d) Dividindo as féormulas das velocidades fornecidas no enunciado, temos que

U Asin 2]
vg Acos2l+ B

B v

= = 2 sin2l — cos2l

A v,
Podemos calcular a quantidade da direita para todos os dados da tabela, tirar a sua média e
o desvio padrao da média:

B
< = —0.7452 £ 0,0008

Como a incerteza é desprezivel em relagao & de A, podemos calcular diretamente:

\B — (10 + 6) kms ! kpc~!

(e) Da equagao da velocidade radial:

Uy
d =
Asin 2]
Como a tnica fonte de incerteza é A:
-
Av, = —AA
T

Assim, podemos realizar os célculos para todas as estrelas, obtendo:
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# | d(kpc) | Ad(kpc)
1 0.47 0.25
2 0.47 0.25
3 0.46 0.25
4 0.47 0.25
5 0.46 0.25
6 0.47 0.25
7 0.47 0.25
8 0.46 0.25
9 0.46 0.25

10 0.47 0.25
11 0.47 0.25
12 0.47 0.25

13 0.47 0.25
14 0.46 0.25
15 0.47 0.25
16 0.46 0.25
17 | 047 0.25
18 0.47 0.25

19 0.47 0.25
20 0.47 0.25

Tabela 5: Distancias das estrelas ao Sol e suas incertezas

Da tabela, podemos perceber que as estrelas estao provavelente localizadas em distancias muito
similares ao Sol, se distribuindo aproximadamente em um anel de raio 0,47 kpc.

(f) Assumindo uma distribuigdo normal de probabilidades, a probabilidade de a distancia da
primeira estrela estar dentro do intervalo considerado é dada por

1 L3 (z—p)?
p(03 <z <1,3) = WLs e” 27 dx

Onde z corresponde a distancia d, p ao ser valor estimado e ¢ a incerteza associada a ele.

(g) Subtraindo a equagdo de A pela equagdo de B:

.
A-B=~—
R

V = R(A-B)

De forma que podemos obter a velocidade de rotagao V' para cada um dos sistemas estelares
da tabela e plotar o seguinte grafico:
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Figura 6: Curva de rotacao da Via Lactea obtida através dos dados

Percebemos que hé 2 pontos estranhos: um correspondendo & linha 18 da tabela 2 e outro

correspondendo ao Sol, provavelmente devido ao método impreciso para determinar a constante
de Oort A.
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