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OLIMPIADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2024

ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA
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Instrucoes Gerais

. Identifique seu niamero de candidato(a) em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque

mais nenhum meio de identificacao pessoal;

Escreva o Numero de cada Questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma questao, faga upload de uma folha escrito "em branco"e associe
as questoes correspondentes;

A duracao da prova é de 2 horas;

A prova é composta por 2 questoes (totalizando 150 pontos);;

A prova é individual e sem consultas;

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/graficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, célculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva as somente as folhas utilizadas para resolucao.

Um formuléario com informacgoes relevantes para analise de dados esta disponibilizado.
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Formulario

e Para uma funcao real y(z) cuja taxa de variagdo é diretamente proporcional ao valor da funcao, é
valido que:

Ay oz
E—a-y—my—y(O)f

e Podemos reescrever (1 + x)™ como um polindmio de grau tendendo ao infinito:

2
(1+x)"=1+nx+n(n71)%+«u

Se desprezarmos os termos de ordem superior em x, obtemos:

1+2)"~1+nx
e Podemos reescrever e como um polinémio de grau tendendo ao infinito:

2
X
61:1—1—:16-1—3-1—---

Se desprezarmos os termos de ordem superior em x, obtemos:

e x~1+x

e O desvio padrao de uma amostra de dados z; é calculado da seguinte forma:

2 —x)*
N

g =

Em que Z é o valor médio (média aritmética simples) da amostra, e N o tamanho do conjunto amostral.

e As seguintes constantes fisicas podem vir a serem uteis:

Constante da gravitacao universal: G = 6,67 - 10~ Nm? kg2

Velocidade da luz no vacuo: ¢ = 3,00- 108 ms™!
Massa solar: Mg = 1,99 - 1039 kg

Parsec: 1pc = 3,09 -10%m
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1. LIGO (60 pontos) Praticamente todos os modelos de evolugao estelar preveem que a densidade nu-
mérica de buracos negros (e, por conseguinte, também de binarios formados por buracos negros) por
unidade de volume diminui drasticamente com o aumento da massa dos buracos negros. As observagoes
feitas pelo Observatorio de Ondas Gravitacionais por Interferometro Laser (LIGO) confirmam essa hipo-
tese. Quando plotamos os dados inferidos pelo LIGO sobre a frequéncia de colisoes de sistemas binarios
de buracos negros por Gpc? por ano, percebemos que conforme a massa aumenta, o niimero de colisdes
diminui drasticamente.

Porém, quando olhamos a lista de colisdes encontradas pelo LIGO em maio, percebemos que a grande
maijoria delas esta relacionada a buracos negros massivos. Aparentemente, a lista corresponde ao que
esperamos que nao ocorra. Nessa questao, mostraremos com alguns célculos simples que o nosso detector
tende a detectar eventos de colisao entre buracos negros mais massivos, ou seja, ele é naturalmente
enviesado. Para esse propoésito, consideramos trés tipos de buracos negros. Suas informacoes sao dadas
na tabela abaixo.

my, ma (Mg) | fmaz (Hz) | Ntmero de colisdes por unidade de volume por ano (Gpc=3ano~!)
5 1000 20
25 200 04
(0] 60 0,006

Nesta tabela, estdo apresentados a massa dos dois membros do binario (supostas iguais), a frequéncia
orbital maxima perto do momento de colisao e a densidade numérica de colisoes por unidade de vo-
lume por ano. Assuma que essa densidade nao se altera ao longo do tempo, isto é, ignore a expansao
cosmologica. Além disso, por simplicidade, assuma que o plano orbital de todos os buracos negros é per-
pendicular & nossa linha de visada. Abaixo encontra-se a relacdo entre o tamanho da onda gravitacional
(deformacao ou "strain") e o tempo de observagido em termos da frequéncia da onda f,,, das massas
my e msy, e da distdncia r do observador até o binario:

5/3 2/3
W fgw, Me, 1) = 1 (GMC> (chgw> cos (27 fguwt + )

r c?

Onde

(m1m2)3/5

(m1 + m2)1/5

L=
A tabela a seguir também mostra a sensibilidade do detector LIGO correspondente as trés frequéncias
orbitais fiq. da tabela anterior (note que fpq, nao é necessariamente igual a frequéncia da onda
gravitacional):

fmaz (Hz) | Sensibilidade do LIGO
1000 10723
200 10238
60 10236

Sabemos que o detector s registra ondas cuja amplitude excede a sensibilidade do aparelho nessa
frequéncia.

(a) (50 pontos) Calcule quantas colisdes o detector LIGO registra de cada um dos tipos de buracos
negros por ano.

(b) (10 pontos) Argumente por que o detector tende a detectar colisdes de buracos negros mais
massivos, mas somente até um certo limite.
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Solugao:

(a) Seja s a sensibilidade do LIGO correspondente a frequéncia orbital méxima f,q., de um binério
formado por buracos negros de massa m. Do enunciado sabemos que a detec¢ao s6 ocorre se

§ < h(fngMc;r)

4 (GMNP N2
<(G ) <7chgu> cos (27 fguwt + ¢)

r c?

Como o valor méaximo do termo da direita ocorre quando o cosseno é igual a 1, uma condigao
mais adequada para a detecgao é

S<é GM., 5/3 fow 2/3
r c? c

3/5

Onde M, é dado por
_ _(mama)”  m
(m1 +mo)'/5 — 21/
Ainda, perceba que a frequéncia da onda gravitacional emitida pelo binério é o dobro de sua
frequéncia orbital (isto €, fgw = 2fmaz). Isso ocorre porque, a cada meio periodo orbital, o

sistema volta para a mesma configuragao, ja que os buracos negros assumem a posi¢ao um do
outro. Dessa forma, substituindo as expressoes:

4/ Gm \"? 2nf, 23
S<7 max
Fma) (70)

Que pode ser escrita como uma condigao para a distancia do binario:

273 G\ (7 frmae \ P
r— CT = Tmazx

S C

Ou seja, para valores dados de f4., m € s, 0 binario nao pode estar a uma distdncia maior
que Tpq, para que ocorra detecgao. O nimero N de buracos negros com massa m detectados
por ano esta diretamente relacionado a 7,,,, € 0 niimero n de colisdes por unidade de volume
por ano:

Substituindo a expressao de Tzt

4 27 (Gm\® [T fmas )’
N‘g”'sg(cz) () n

3 (15,,,5 £2
_ Sl2m G°m° 5, .am
3 s3c12
Como todos os valores na equagao acima foram fornecidos nas tabelas do enunciado, podemos
criar uma nova tabela com as respostas desse item:

my, ma (Mg) | Namero de colisdes detectadas por ano (ano~1)
5 8,72-10°
25 5,48 - 108
75 452107
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(b) A chave para responder esse item esta nos expoentes na férmula para o ntimero N de colisoes
detectadas. Dentre os parametros n, s, fmaz € m, percebemos que aqueles que tém uma maior
influéncia em N sao m e s. Logo, esperamos que os buracos negros que possuem maior m e
menor s tenham um maior nimero de detecgdes, o que corresponde a massas intermediarias.
Para massas muito grandes, a sensibilidade nao acompanha o crescimento da massa, ou seja,
a diminuicao na frequéncia e na densidade acabam dominando o ntimero de detecgoes. Para
buracos negros de massa pequena, temos que m baixo e s alto diminuem o valor de N.

Dessa forma, apesar de a densidade de colisbes ser muito maior para buracos negros de massa
pequena, esperamos detectar mais buracos negros de massa intermediaria, mas também nao
muito alta.
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2. Atmosfera planetaria (90 pontos) Em um planeta muito, muito distante, um grupo de estudantes
de engenharia executou a missao FiboSat, que consistiu no langamento de um minissatélite por balao,
a fim de estudar as propriedades atmosféricas de seu planeta. Seguem alguns dos dados coletados, em
unidades arbitrarias:

r P
1000 | Py 1
2000 | P> | 0,889
3000 | P3 | 0,796
4000 | P, | 0,704
5000 | P5 | 0,629
6000 | Ps | 0,553
7000 | P | 0,469
8000 | P | 0,409
9000 | Py | 0,357
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Pressédo (unidades arbitréarias)
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a

0 2000 4000 6000 8000 10000

Altitude (unidades arbitrarias)

Considere os dois modelos de atmosfera a seguir. Em ambos, o niicleo é considerado grande o suficiente
para criar uma gravidade constante na atmosfera.

(i) A atmosfera é isotérmica.

(ii) A atmosfera segue um perfil politropico do tipo:

P-p " =F-py"

Seja Py e pp a Pressao e a densidade atmosférica na superficie, o perfil de pressao, em funcao da
altitude r, seria dado por:

n/(n—1)
_ n—1 gpo
Ppoh(’l“) = P() (1 " PO 7’)

A partir das informagoes fornecidas, responda ao que se pede.

(a) (10 pontos) Prove que o perfil de pressdo do planeta para o modelo (i) é dado por:

Piso(r) =P, e—9por/Fo
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(b) (10 pontos) Para os valores de P; fornecidos no enunciado, crie uma tabela com as seguintes
colunas:

P

P, Pi1) = ——
I +1) Piq

n—1)/n n—1)/n
g(Py, Pipy) = PO - PZ-(H )/
Paran =1,8.
Ao fim, calcule o desvio padrao sobre a média para cada uma dessas colunas.

(¢) (23 pontos) Suponha que os dados P; e P, estejam sujeitos a perturbagoes aleatorias 0 P;, 0 P11 <
p;, Pi+11

Pit1 = Pit1ideal + 0Pt

Py = P igear +0P;

Para o modelo politrépico, calcule f(P;, Pi11) e g(P;, P;y1), desprezando os termos em r de ordem
superior a um, a fim de deixar suas respostas na formas:

A4+ B-6P,+C - 0P
Com A em fungao de pardmetros constantes no problema, B em funcdo de constantes e de P; (ou
P; ideal), € C em funcdo de constantes e de P;11 (ou Pii1 ideat)-

(d) (8 pontos) Uma estimativa do desvio padrao sobre a média para cada uma das fungoes, f e g, é:

B>+ C? 1
=T ol

Em que O(0P) é a ordem de grandeza tipica de § P. Com base nisso, responda: o modelo politrépico
esta em desacordo com o resultado do item (b)?

(e) (12 pontos) Para o modelo politropico, prove que fpori (P ideat; Pit1,ideal) € crescente com 4.

—~
-
~—

(12 pontos) Para o modelo isotérmico, prove que giso(P; ideais Pi+1,ideat) € decrescente com .

(g) (15 pontos) Qual dos modelos melhor corresponde aos dados apresentados? Justifique sua resposta
analisando a tabela construida no item (b).

Solugao:

(a) No modelo de atmosfera isotérmica, teremos que:

P+AP P

p+Alp p

AP Ap
1+ —=1+—""F
+ 5 + p

Pela lei de Estevao, podemos substituir AP = —gpAh:

_9pAh _ Ap
Py

Como a atmosfera como um todo é isotérmica, encontramos P = Pyp/po:
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gpo
—Z— - pAh=A
Py P P

_Ap _gpo
Ah Py

p=po- e—9r0-h/Po

P=P- e—9ro-h/Po

i f g

11 1,124 | 0,0507
2 | 1,118 | 0,0459
3| 1,130 | 0,0477
4 | 1,120 | 0,0420
5| 1,138 | 0,0455
6 | 1,179 | 0,0541
7 | 1,147 | 0,0423
8 | 1,144 | 0,0390

Desvio padrao para f: 0,0199
Média de f: 1,1375
Erro relativo de f: 0,0175

Desvio padrao para g: 0,0,00492
Média de g: 0,0459
Erro relativo de ¢: 0,107

(¢) Como o erro relativo de f é muito menor que o de g, isso pode nos induzir a pensar que
a fungdo que tornaria f constante (modelo isotérmico) é mais provavel do que aquela que
tornaria g constante (modelo politropico). Para avaliar isso, precisamos estimar como o modelo
politrépico prevé o funcionamento do erro relativo para ambas as fungoes.

Comegcaremos pela fungao f:

P

ol PZ)-PZ =
fp l ( +1) Pi+1

P ideai +0P;
Pit1ideat + 0Pt

Jpoti(Pi,Piy1) =

Pi,ideal . 1+ 5Pi/Pi,ideal
Pii1idear 14 0Pii1/Piii ideal

Jpoti(Pi,Piy1) =

Como vamos desprezar os termos em P de ordem superior:

Piz' ea (SPZ 5Pz
fpoti(Pi,Pig1) ~ —Sfdeal <1 + +1 )

Pit1ideat Piideat  Pit1ideal
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Pi ideal §P1 5Pz’+1
(P Pig1)  =———— - [ 1+ -
Jpati( +1) P 1 ideat < P, —0P;, P —0P

Novamente, pelo desprezo da ordem superior em ¢ P:

Piidear (1 N or; 5Pi+1)

oti (P, P ~
Fpots( +1) P; 1 ideal P P
b : n—1 gpo /(n—1)
" - _ 200,
n Py 0P, 0P
fp()li(PiaPi+1) ~ n/(n—1) 1 )
-1 Pz Pz+1
P (1-" -—gpo-(r—i—Ar)
0 n PO
pon=L g o\
P (5Pi 6PZ
o PoPion) ~ | =g g (55
1 I - A 1 1
o (r+ Ar)

Pelo desprezo das ordens superiores em r:

n/(n—1)
n—1 gpo n—1 gpo 5Pl 6Pi+1
i(PP) ~ (1= == 9P IR A (1 -
fpoti(Pi, Piy1) ( R r+— i (r+ Ar) + B P

n/(n—1)
n—1 gpo 0P, 6P,
J(PiPin) ~ (1 LN (15 -
fPOZ'( 2 +1) < + n PO T) < + Pi Pi+1

Novamente pelo desprezo das ordens superiores em 7:

ng 6P1 (SH+1
oli(Pi,Piv1) ~ | 1+ =5=-Ar ) - |1 -
Frots(PoPis) ( + 2 r) ( PO

edpo-Ar/Po e9po-Ar/Po
footi(Pi,Piy1) ~ e9P0 A0/ = 5P - — . 5Py,
P Pty

Agora analisaremos a fungéo g:

Gpoti (P, Pig1) = Pi(nil)/n - Pfff”/”

9poli(Pi, Pit1) = (Pijidear + 5Pi)(n71)/n — (Pit1,ideal + 5P¢+1)(n71)/n

B sp. \ b/ - 5P (n—1)/n
oti(Ps, Pip1) = P D/ (1 + 1) _ pln=bin (1 + Hl)
Ypol ( +1) i,ideal ]Di,deal i+1,ideal Pi+1,deal

pn=1)/n

-1 5Pz n—1)/n —1 6Pl
Ipoli(Pis Pit1) = Py 00 (1 T ) p=b/ (1 L= +1>

~ Y i+1,ideal
n P geal T hedea N Pii1,deal

n—1)/n n—1 —1/n n—1)/n n—1 —1/n
Gpoli (P, Pit1) %P( o + n '6Pi'Pi,iZéal_Pi(+l i n '5B+1'Pi+11/,z‘deal

i,ideal
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—1 _
" : Pz'+11/n : 5Pz’+1

n—1 n—1 _1/n
gpoli(Pi,Pz‘H)% n '%'AT‘FT'R’U 0P —

(d) Dado que s6 estamos atras de uma estimativa, podemos realizar algumas aproximagoes. Em
primeiro lugar, como os termos do erro sao inversamente proporcionais a pressao, podemos
utilizar as primeiras amostras para aproximar o valor de A:

Af 4 f(Pl,Pg) S 1

Ay~ g(P1, Pp) ~ 0,03

Em segundo lugar, como s6 queremos uma estimativa, podemos utilizar a média aritmética
simples da pressao no lugar de P; e P;, 1, isto €, 0,8.

Assim:

Sy

O(P) ~ 11

Esse resultado condiz com as razoes de desvio padrao sobre média para a tabela do item (b).
Na tabela, a proporcao é de 1:6. Em nossa abordagem, estimamos 1:7.

(e) Por culpa de um erro de digitagao, as fungoes f e ¢ infelizmente acabaram invertidas no docu-
mento original. Sendo assim, os itens (e) e (f) tiveram que ser anulados. Evitando prejuizos aos
candidatos, todos receberam pontuacao cheia nesses itens. Como alguns candidatos puderam
perceber, as fungoes f e g foram projetadas para serem constantes nos modelos isotérmico e
politropico, respectivamente. Sendo assim, o intuito do item era demonstrar o comportamento
nao constante de cada fungao quando aplicada fora de seu modelo, para tentar identificar esse
comportamento nos dados da tabela. A fim de minimizar prejuizos aos candidatos que tenta-
ram desenvolver esses itens, & demonstragao da constancia das fungoes ou do comportamento
crescente/decrescente correto, foram atribuidos pontos extras, que podem compensar outros
desvios cometidos no decorrer da prova.

Considere a multiplicacao:

n/(n—1) n/(n—1)
n—1 n—1
Pi,ideal'Pi+2,ideal:P0'<1_ 'gpo'h) 'P0'<1 'ng'Ti+2)

n—1 gpo

2
P ideal - Pit2,ideal = Py - (1 - Py

Como as altitudes estdo em progressao aritmética:

n-1 gm0
n PQ

2
P ideal - Pit2,ideal = Py - (1 — 211 +

Agora considere a multiplicacao:
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n/(n—1)
n—1 gpo (n—12 g% ,
P2 =(1— S22 9y, RS .y
i+1,ideal < n PO Tiy1 + n2 PO2 i+1

Sabemos, pela desigualdade das médias:

2
Tix1 = TiTi+2

O que implica:
2
Py ideat > Pijideal * Pit2,ideat

P ideal Py 1 ideal

H-&- 1,ideal B+2,ideal

Tpoti(Piideats Pit1,ideal) < fpoti(Pit1ideal, Pit2,ideal)

(f) Pela desigualdade das médias:

P(n—l)/n + P{(n—l)/n

i,ideal i+2,ideal (n—1)/n (n—1)/n
5 > \/Pi,z‘deal “Piio ideal
Perceba que:
P(nfl)/" Cp=1)/n _ e—9p0(n=1)1i/Pon  ,—gpo(n—1)-rit2/Pon
i,ideal i+2,ideal

(n=1)/n  pn—1)/n _ —gpo(n—1)(ri+rit2)/Pon
i,ideal i+2,ideal —

Novamente, como as altitudes estao em PA:

P(n—l)/n Cp=1)/n _ e—gpo(nfl)-Qri+1/Pon
i,ideal i+2,ideal

2
(n—1)/n (n=1)/n _ (n—1)/n
ijideal Pi+27ideal - [Pi+17ideal]

Assim:

(n=1)/n | pln—1)/n (n—1)/n
B igeal t Pivoidear > 2P41 ideal

pn=D/n _ p=1)/n _ pa-1/n _ pn-1)/n

i,ideal i+1,ideal > i+1,ideal i+2,ideal

giso(Pi,ideala H-&-l,ideal) > g(Pi+1,ideala PL+2,ideal)
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(g) Na tabela do item (b), percebemos que f gradualmente aumenta, enquanto g aumenta em
modulo (o erro é inversamente proporcional & pressdo), mas varia em torno da média. Desse
comportamento, podemos concluir que, entre os dois modelos propostos, o politrépico é o mais
adequado.

-0,01

diferencaentre fe seu valor médio
[=]
[w=]
=
[

-0,02 [ ]

-0,03 .
Indicei

0,01
0,008 L4
0,006
0,004

0,002 °

-0,002

-0,004 ° L]

Diferenga entre g e seu valor médio

-0,006

-0,008 .
Indicei

Caso o candidato confie nas informagoes que se solicitou demonstragao nos itens anteriores,
poderia, por exemplo, perceber que f visivelmente nao tem comportamento decrescente, como
se solicitou demonstrar para o modelo isotérmico, concluindo assim pelo modelo politropico.
Ou poderia concluir que nenhum dos modelos era adequado, visto que g nao apresenta com-
portamento crescente, como se solicitou demonstrar.

A fim de ndo prejudicar os candidatos, a conclusdo ndo precisaria estar certa para obter
pontuagao cheia. Em suma, a justificativa deveria ser uma comparagao coerente entre as
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previsoes (que o candidato deduziu ou assumiu) e os dados da tabela, de modo a ser logicamente
consistente.

Analise de dados - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2024
TOTAL DE PAGINAS: 13



