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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Permissividade magnética do vacuo (ug)
Ao medido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 -105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.-m2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

47 -1077 H/m

656 nm
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Terra

Lua

Sol

Distancias
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Constantes
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Problemas

. Zona convectiva (20 pontos) Nessa questdo, estudaremos um modelo simplificado para o
funcionamento de uma zona convectiva no interior estelar. Para isso, a por¢ao de matéria em
movimento serd tratada como uma bolha de gas ideal submetida a processos adiabéaticos, com
coeficiente de Poisson «y. Nos proximos itens, o sub-indice "b"se refere a bolha, e "v", & vizinhanga.

Dado: equagao dos gases ideais:

Nos itens a seguir, vocé sempre pode tratar p e kg como constantes para deixar suas respostas
em funcao.

(a) Partindo da primeira lei da termodinamica, deduza as seguintes expressdes, validas para
transformagoes adiabaticas:

Pypy " =Poopyg

Pb . TI;Y/O*“/) — Pb,O .TZ;Y,(/)U*’Y)

(b) Suponha que a estrela possa ser dividida em cascas esféricas, cada uma com propriedades
uniformes ao longo da casca. Determine a taxa de variacdo da pressao, dP,/dr, numa casca
de densidade p, o e aceleracdo gravitacional g (em moédulo). Considere que dr é positivo a
medida que se afasta do centro.

(¢) Suponha que nossa bolha seja deslocada radialmente de seu lugar origem por um espago dr,
encontre as variagoes de temperatura d7} e de densidade dps, em fungao de vy, py.0, Ty,0, g €
dr

(d) Encontre a taxa de variagao da densidade da vizinhanga, dp,,/dr, em funcdo de py.0, Ty0, g
e dTy /dr. Assuma apenas que se trata de um gas ideal.

(e) Encontre a taxa de aceleracdo da bolha, di/dr, em fungao de T,, g, dIp/dr e dT,/dr.
Considere que as forgas atuantes sobre a bolha sejam somente a gravidade e o empuxo. Com
base em seu resultado, responda: existe a possibilidade de convexao invertida, isto €, de gas
frio subindo e gas quente descendo?

Solugao:
(a) Da primeira lei da termodinamica:

dU = dQ — dW

Podemos substituir a energia interna e o trabalho por suas respectivas expressoes. Além
disso, como a transformagao é adiabética, d@ = 0:

gN/chTb = —P,dV,

f NkpT,
“Ngpdly, = —————dV
B Rpalyp v,
S ALy _ dVy
2 T, VW
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2 () o ()
() (2
2 Ty0 Vb0

Como a massa nao se altera, o volume é inversamente proporcional & densidade:

. In (Tb) —In (pb0>
2 Ty Pb
() - (%)
Ty Pb

Tb—f/2 Py = Tl;of/2 “ Pb.0

Da definicao de coeficiente de Poisson:

1+ 2
v = z
f
f_ 1
2 1—v
Assim:
T

Dessa expressao, finalmente se deriva as duas requisitadas. Para isso, fazemos surgir a
varidvel P a partir da multiplicagao entre T e p:

(Tbl/(lfv) .p;/(1*7)> .pll;/('vfl) . (Tl/(lf“v) _pl/(lf'r)) .pl/(’vfl)

Po = \4p0 5,0 b,0 " Pb,0

1/(1— -1 1/(1— -1
Pb/( v) ,pz/(v ) _ Pb,/O( 20, 'PZ,/OW )

Pypy” = Poopypg

Analogamente:

Tbl/(lfv) TN (T ) = Tb%(lﬂ) -beol “(Tv,0 " po,0)

T;Y/O*’Y) A Pb — T;éﬂ*"/) 'Pb,O

P, Tbv/(l—"f) = Py ,Tbvé(l—v)
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(b) Considere a casca de espessura dr. Ela esta sob a agao de trés forgas: a pressao que a
casca debaixo exerce, a pressao que a casca de cima exerce, e a gravidade. Pelo equilibrio
de forgas:

A-Pv70=mg+A'Pv

Se dr for muito pequeno, podemos considerar que a densidade nao varia significativa-
mente e que o volume da casca pode ser aproximado para a area vezes a espessura:

A-P,o=A-dr-pyo-g+A-PF,

P’u,0=dr'pv,0'g+Pv

PU - PU,O = —Pv,ong

dP,
dr = —Pv,09
(c) Inicialmente, havia equilibrio, portanto,
Pyo=P,o
Tyo =Tyo
Pb,0 = Pv,0

Como estamos desprezando a resisténcia da bolha & expansdo, o fenémeno ocorre até
que as pressoes interna e externa se igualem:

Pb:P'u

dP, = dP,

dP,
dr

AP, = =2 - dr

de = —Pv,09 " dr

A variagao de P, pode ser relacionada as variacoes em p;, e T a partir das formulas
encontradas no primeiro item:

(Pyo +dPy) - (po.o +dpy)" = Poo - pyg
dP, _ d - _
Pb,O'(1+}:,l))'pbg'<1+mj) =Pb70'pbg
b,0 ’ Pb,0 ’

—
(1+dp”> : (1+dp”) —1
Py Pb,0
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dpy )
Pv,0

dPy, ~

d T,
dP, ~ Pyﬂ _Pv,0kBLv0
Pv,0 14

T,
dPy ~ 7 B0 g,

Analogamente:

(Poo +dPy) - (Tyo + dT3)" """ = Py - T(Zé(l_ﬂ

dP, _ AT, /(=) -
Pyg- (1 + b) -Taé(l . <1 + b) = Pyo .Tz;fé(l ¥)

de) < dTb)’Y/(l_’Y)
1+ 14+ = =1
( Py Ty

<1+ de> _ (1+ dTb>“f/(7—1)
Py Ty

dP, Ty
Py vy—1 Tyo

vy dTy  pookBTyo

APy ~ —— .
vy—1 Typo I

Y _Pv,oﬂBdTb

dPy, ~
b ")/—].

Finalmente, podemos substituir na expressao de dP,. Comegaremos pela densidade:

kBTy0
’YTUde = —py,0g - dr
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Para a temperatura:

T PeORB g pyog - dr
y=1 p

—1
T, — _(r=Yng dr
YRB

(d) Da equagéo das transformagoes gasosas:

(Ty0 +dTv)(poo +dpy)  Tyopoo

Pv,0+de B PU,O
dr, dp,
(1+ ><1+ p)
Tv,O Pv,0 -1
14 Lo
PUO

dTv) ( dpv) de
1+ 1+ 1+
( Tv,0 Pu,0 P,y

Desprezando o termo com a multiplicagao dT, - dp,:

dT dp, dP,
V+ Pv _ Gy

Tv,O Pv,0 PU,O

dTy dpv ,UdR)
e e
Too  pvo  PuvokBTuo

Substituindo a expressao para dP,:

dTh dpy
V+P_

Py, 0gdr
Tvo = Pvo Pu,0kBTy 0

dp, _ dT, Ky

Pv,0 TU,O KBTU 0

dpy _ pvo ATy pgpuo
dr E),O dr HBE;,O

(e) Pela segunda lei de Newton:
m-dit = py - Vi, - g —mg

po- Vo di=py-Vo-g—py-Vo-g

Podi =py-g—ps-g
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(pv,o + dpp) - di* = (puo + dpy) - g — (pvo + dpp) - g

Aproveitando que os parametros sao iguais no equilibrio:

(Po,0 +dpy) - dif = (dpy — dpy) - g

Substituindo as expressoes para dp, e dpy:

v dT’U v v
_poo 4T, pgpoo +M.M).g.dr

ot dpy) - dif =
(Pv,0 pp) - d ( Tyo dr kTvo kB Tvo

T, 1-
dT, . py( 7)>~pv’0-g-dr

T
(P + dpy) - di ( - R

Utilizando o resultado obtido em itens anteriores: dTp = pug(1 —v)/vxp

dTb dTv) Pv,0
- —_— g . d/)"

(pv,0 + dpy) - dit = (dr ~ar Too

Assumindo dpy < py,0, podemos desprezar esse termo na soma:

. dTb dTU pv 0
vo dif = [ —2 — B
P00 < dr dr > Ty0 g-ar
di _ (T, _dL)
dr — \ dr dr Ty0 g

Da equacgao, avaliamos que, se a bolha se tornar mais quente que o meio, dT; > dT,,
a aceleragao sera positiva, o que indica que a bolha tenderd a subir. J& se a bolha
se tornar mais fria que o meio, dT; > dT,, ela tenderd a descer. Caso uma bolha se
locomova no sentido contrario a essa tendéncia, a forga sera restauradora, caracterizando
um equilibrio estéavel. Assim, podemos concluir a impossibilidade de uma conveccao
invertida, a priori.

2. Gas de Férmions degenerado (40 pontos)

O estudo dos gases de Férmions degenerados remonta ao inicio do século XX, quando fisicos como
Albert Einstein, Wolfgang Pauli e Satyendra Nath Bose desenvolveram as bases teoricas para
compreender o comportamento das particulas fundamentais, como elétrons e protons, em condi-
coes extremas de temperatura e densidade. A aplicagao desses conceitos tem sido essencial para
a compreensao de fend6menos astrofisicos, como o colapso de estrelas em anas brancas e estrelas
de néutrons. Nessa questao, exploraremos um modelo simplificado para estudar o fendmeno.

Observagao: Para todos os itens, & excegao do ultimo, desconsidere efeitos relativisticos.

Observagao: Para todos os itens algébricos, deixe sua resposta em funcao das variaveis solicitadas
e de constantes fisicas, a saber, a massa do elétron, m., a massa do préton/néutron, m,, a
constante de Planck reduzida, &, a constante da Gravitacao, GG, a constante de Boltzmann, kg, e
a velocidade da luz, c.

(a) Considere um modelo em que um elétron em estado estacionério esta preso dentro de um
cubo no qual o potencial é nulo. Encontre os possiveis valores de energia do elétron. Deixe
sua resposta em fungao da aresta L do cubo e de inteiros ndo-negativos N, Ny e N.
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Suponha agora que haja N, » 1 elétrons dentro do cubo. Pelo principio da exclusao de
Pauli, dois elétrons ndo podem apresentar o mesmo conjunto de nimeros quénticos (N, Ny,
N, e o namero de spin, +1/2) simultaneamente. Supondo que o cubo estd em seu estado
fundamental, determine a maxima energia, £z, de um elétron no cubo. Deixe sua resposta
em fungao do nimero atémico médio Z, do niumero de massa médio A, e da densidade, p.
Dica: vocé vai precisar contar a quantidade de solugoes naturais de uma inequagao. Pense
numa analogia geométrica: qual o lugar geométrico dos reais que seguem essa condigao? O
que as triplas naturais representariam nesse espaco?

O gas de elétrons é dito degenerado quando a energia térmica média é inferior & energia do
primeiro estado nao ocupado. Determine a relacao entre a temperatura, T, e a densidade, p,
a fim de que haja degeneragao. Deixe sua resposta em fungao do ntmero atéomico médio, Z,
e do namero de massa médio, A.

Considere o seguinte modelo para a pressao de degeneragao: os elétrons sao tratados como
particulas classicas colidindo elasticamente com as paredes de um recipiente ciibico de aresta
L. A energia média de um elétron é 3 - /5. Encontre uma expressiao para a pressao de
degeneracao. Deixe sua resposta em funcdo do ntumero atéomico médio, Z, do numero de
massa médio, A, e da densidade, p.

Estime uma relacao entre a massa e o raio de um ntcleo degenerado. Para tal, assuma que
o nucleo tenha densidade homogénea e que seu centro seja sustentado exclusivamente pela
pressao de degeneracao. Deixe sua resposta em funcao do nimero atémico médio, Z, e do
namero de massa médio, A.

Avalie o raio de uma ana-branca de carbono-oxigénio de uma massa solar. Compare sua
resposta com o valor esperado.
Dados:

e Massa do elétron: m, = 9,110 kg

e Massa do préton/néutron: m, = 1,67 - 10727 kg
Constante de Planck reduzida: k= 1,05-1073*Js
Constante Gravitacional: G = 6,67 - 107! Nm? kg2
Massa solar: Mg = 1,99 - 1039 kg

Raio de uma ana-branca de carbono-oxigénio de uma massa solar (valor experimental):

My = 6-10m

Percebe-se que nosso modelo nao prevé um limite de Chandrasekhar. Uma das hipoteses que
tragamos foi o regime nao-relativistico. Avalie a velocidade associada ao méximo momentum
de um elétron no nucleo da estrela do exercicio anterior (utilize o raio experimental). Os
efeitos relativisticos poderiam ter sido desprezados? Quais outras simplificagoes podem ter
contribuido para essa imprecisao?

Dado: A velocidade de uma particula relativistica se relaciona com seu momentum da
seguinte forma:

1

V1 —v2/c?

p:mo.v.

Dado: Velocidade da luz: ¢ = 3,00- 108 ms™!

Solugao:

(a) Se o elétron esta em estado estacionario, entdo a aresta do cubo deve ser um maultiplo
ou semi-multiplo do comprimento de onda em cada eixo:
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O momento total é dado por:

p= —” /N2 + N2+ N2

Como o potencial é nulo, a energia do elétron serd somente a cinética:

c— 4
2 M,
W 2 2 2
:72~me~L2'(Nx+Ny+NZ)

Em que N., N, e N, sao inteiros positivos.

(b) Suponha um octante de raio R inteiro positivo. Para cada ponto de coordenadas inteiras
nao-negativas contidas nesse s6lido, vamos associar ao vértice de um cubo unitario.
Conforme R tende ao infinito, a soma dos volumes dos cubos tende ao volume do
octante.

Sabemos que o octante representa todas as triplas (x,y, z) tais que:
V2 +y?+22<R
22 + % + 22 < R?

h? - 2 h? . 2
—— (T + Yy + 2 — . R?
2-me - L2 ( v’ ) 2-me - L2
Se R? = N2 + N2 + N2, entdao a quantidade de triplas (z,y, 2) inteiras e positivas
sera a quantldade de estados (sem considerar o spin) para os quais ¢ < ep. Ainda, a
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quantidade dessas triplas é igual & soma dos volumes dos cubos, que por sua vez tende
ao volume do octante. Considerando o spin, basta multiplicar o resultado por dois (cada
tripla de N, N, e N, pode ser ocupada por dois elétrons, um de spin +1/2, outro de

spin —1/2).

N.~2 = -R?

il
6

3/2
N.~ - - (N2 + N; +N?2)

T
3

3'Ne)2/3

N§+N3—|—N22%<
: ™

Substituindo na expressao para a energia:

E€F

R2-r2 (3-N\Y?
_2-m€~L2.< T )

h2 N 2/3
Ep = . (37‘(’2' e)

2 M, 3
2
EF = 5 'hm . (37?2 -n)2/3

A densidade numérica de elétrons pode ser escrita como:

elétrons nacleos atdémicos  massa
nucleos atoémicos massa volume
1
n=42- p
A-m,y

Assim:

h2 Z-p \"*
EF = '(371’2- P >
2-me

(¢) A energia térmica é dada por:
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(d) Vamos analisar o movimento de um tinico elétron no eixo i. O tempo entre duas colisoes
sucessivas em uma mesma parede desse eixo (ou seja, entre ir e voltar) é:

2-L
At =
v;
2-me- L
At = 2 Me
Di

Se a colisao é elastica, o elétron alcanga a parede com momentum p; em um sentido, e
se afasta com momentum p; em sentido oposto. Logo, a transferéncia de momentum é

2 *Pit
Ap=2-p;
A forga:
Ap
F'=—
At
2
p.
F/ — 7
Me - L
A pressao:
2
p,
P/ — (3
me - L3

Essa é a pressao exercida por um elétron. Para encontrar a pressao total, precisamos

contabilizar todos os elétrons:

p;  Ne
p= i ¢
me L3
2
Pzp—’n
Me

Em média, o momentum em um eixo se relaciona com o momentum total por meio de:

p’=3-p}
Assim:
1 2
p=—_-.r
3 Mme
2 p2
p==. .
3 2-me

Em que p?/2m, representa a energia média de uma particula:

P = “Ep-mM

Wil N
o] w
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23 o \2/3
P=35 g B
p— h? (37r2)2/3- 5/3
5-me
o w23 (Z  p 5/3
Pl 6 (50 )

(e) Pelo equilibrio do ntcleo:

. 3. . 2 .
47T7’2~dP:7G (4wr? - p/3) - (4wr - dr - p)

r2
dPZ*%'pz'T'd’l"
3
0 R
4rG
f dP:—J L-pQ-r-dr
Py o 3
2rG

Conforme hipoétese, a pressao no centro é sustentada pela degeneragao:

2 7 5/3
27;)(;.p2.R2:5h.(37r2)2/3.(.P>

Me A my,

3 h? as (Z 1\®
3 . p2_ 2" 2 . L
PR = o e BT (A )

o
27 - 1 75 1

. 6: . 4 . — —

PR = 500 75 G 3 (97%) (A5 mg>

243 - K8 - Z°

- RS =
P 1000 - G3 - m3 - mj, - A®
M o 2430872
4w - R3/3 1000 - G3 - m3 - m3 - A
MR 81 H0 .72 20

T 250 - GB-md - mj - A

(f) Tanto para o carbono quanto para o oxigénio, temos Z/A = 1/2. Assim:

81- k8- 72

M- R3=
250 - G3 -m3 - m3 - 25

Substituindo valores:

R=3-10°m

Nossa estimativa, portanto, ¢ metade do valor esperado.
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(g) Sabemos que:

Para encontrar p, recorreremos as equagoes vistas no item b:

h -
p:Tﬁ~4/N§+N§+N§

Em que:
N, 2/3
N?+ N} + N2~ (3 )
T
Assim:
_hew 3-N, /3
p= L T
N, 1/3
p:h (3'3'7T2>
Z-p 2 v
=h
b (3 A-my 7T)
z M /3
p=~h-|(3- 3 2
A-m, 4mR3
h (9 z M\
p_R 4 A my,
Substituindo:

p=28-10*kgms!

O que implica:

Sendo assim, os efeitos relativisticos ndo poderiam ter sido desprezados. Outros fatores
de erro que valem ser citados sao o desprezo das interagoes elétron-elétron e elétron-

nticleo, bem como a consideracao de densidade homogénea.
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3. Parte 1: Ferramentario (10 pontos)

Ao longo de seus estudos sobre cartas celestes, vocé deve ter desenvolvido ferramentas para cons-
trugoes graficas dentro desses objetos. Nessa primeira parte, exploraremos mais uma: como tracar
um circulo méximo a partir de um ponto e uma tangente. Assuma proje¢do de Ayris.

Considere dois pontos, de distancias zenitais z1 e z2. Vamos definir um sistema de azimute que
parte do vertical do primeiro ponto, em direcao ao vertical do segundo, de tal modo que o primeiro
ponto sempre tenha azimute nulo, e o segundo azimute 0 < A < 180°. Além disso, vamos definir
uma medida x, feita com régua sobre a carta, que representa a distincia fisica entre as
representacoes dos pontos na carta (assumindo R = 7/2u). Por fim, a medida 6 (0 < 6 < 180),
feita com transferidor sobre a carta, representa o dngulo entre dois segmentos orientados: o
que liga o zénite & representacao do ponto 1, e o que liga as representagoes dos pontos 1 e 2.

(a) Considere o circulo maximo que passa pelos pontos 1 e 2, em que intervalo se encontra o
azimute Ag do polo visivel desse circulo méaximo? Com base em sua resposta, avalie Ag em
fungao da tan~! (tan(Ap)), e avalie cos(Ap) em funcio da tan(Ay).

(b) Seja zp a distancia zenital do referido Polo, prove as seguintes igualdades:

tan(z1) — cos(A) tan(zz)

tan(Ag) = sen(A) tan(zo)

tan(z1)

cot(zg) = ———F——
(z0) 1+ tan?(Ap)

(¢) No limite quando z tende a zero, e convertendo z; em radianos, prove que essas equagoes
convergem para:

=22z - cot(0)
tan(do) = sen(2z1)
2sen?(z1)
cot(zp) =

 \sen2(22;) + 422 - cot?(6)
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Parte 2: Que horas sao? (20 pontos)

A seguinte carta celeste mostra um céu hipotético de uma noite com cometa. A cauda do cometa
oposta ao Sol esta representada em laranja.

(d) Uma forma de encontrar o Polo Norte Ecliptico é prolongar o arco que liga Almach (-
And) a Navi (y-Cas) duas vezes na dire¢do de Navi. Na carta, faca esse prolongamento com
uma reta, medindo a razao de 2:1 com régua; denomine-o "PNE;". Depois, faca o mesmo
prolongamento utilizando trigonometria esférica; identifique-o por "PNEy". Marque cada
um dos polos com marcagao em X.

(e) Na carta, trace a linha da Ecliptica; identifique-a por "ECL".

(f) Se quisermos tragar o circulo maximo que contém a cauda do cometa oposta ao Sol (laranja),
com que precisdo vocé consegue medir o Angulo 07 Justifique sua estimativa. A partir dela,
encontre uma faixa de valores para Ag e zg.

(g) Os valores reais sdo Ag = 249° e zy = 53,8°. Na carta, marque com um X esse polo visivel,
bem como o circulo méximo; identifique-os por "PV'"e "CM".

(h) Determine a hora solar verdadeira no momento de observagao.
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Solugao:

(a) O circulo maximo conecta pontos opostos do horizonte. O polo esté no meridiano zenital
perpendicular. Podemos pensar que os limites extremos ocorrem quando os pontos a se
conectar estiverem proximos ao limite do horizonte, nesse caso:

™ 3T
— <Ay < —
2 0T

Em que Ay = 7/2 corresponde a percorrer o azimute no sentido mais préximo do polo,
e Ay = 37m/2, percorrer no sentido mais distante, sendo necessario ultrapassar todo o
circulo méximo (metade da carta), além do angulo reto. Assim:

Ag =7+ tan"* (tan(Ap))

1

cos(4p) = ————
(4o) 1 + tan?(Ap)

(b) Sabemos que a distancia angular entre o Polo e qualquer ponto do circulo méaximo é
90°. Pela lei dos cossenos:

cos 90° = cos(z1) cos(zg) + sen(z;)sen(zy) cos(Ao)
€0s 90° = cos(z2) cos(zg) + sen(z2)sen(zp) cos(4g — A)
A primeira equagao, desenvolvemos:

0 = cos(z1) cos(2p) + sen(z1)sen(zg) cos(Ap)
—cot(z1) cot(zg) = cos(Ap)

cot(z1) = — tan(zp) cos(Ap)

tan(zo)

cot(z1) = ———
(1) 1+ tan?(Ap)

Ainda, podemos trabalhar com aquele par de equagoes:

— cos(#2) cos(zo) _ sen(zq)sen(zg) cos(Ag — A)
—cos(z1) cos(zp) sen(z1)sen(zg) cos(Ag)

cos(z2)  sen(zz)cos(Ag — A)

cos(z1) sen(z1) cos(Ap)

cot(z2) _ cos(Apg — A)
cot(z1) cos(4p)

tan(z1)  cos(Ap) cos(A) + sen(Ap)sen(A)

tan(z2) cos(Ap)
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Ezizg = cos(A) + tan(Ag)sen(A)
fan(Ag) = 20G1) — cos(A) tan(z)

sen(A) tan(zz)

(¢) Como o raio da carta foi convencionado em 7/2, as medidas de um comprimento /; que
liga o vértice ao ponto 1 € igual a distancia zenital z;. Vamos relembrar a figura:

Lei dos cossenos:

2

22 = 2% + da? — 2z1dx cos(m — 6)

(25 — 2}) = da? + 2z1dx cos(6)
(22 + 21)(22 — 21) = da [dx + 221 cos(0)]
Seja dz = z9 — 21:

(221 + dz)dz = dx [dx + 221 cos(0)]

Desprezando dz e dxr na comparagao com termos que nao sao arbitrariamente baixos:

2z1dz = 2z1dx cos(0)

dz = cos(0)dx

Agora, aplicando lei dos senos no tridngulo:
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di ! +dz
dA  sen(m —0)

Desprezando dz na comparagao com zj:

sen(6)

21

dA = dx

Agora podemos substituir:

tan(z1) — cos(dA) tan(z; + dz)

An) —
tan(4o) sen(dA) tan(z + dz)
tan(z1) + dz
tan(Ag) = ) — tan(z)dz
o) dAtan(z)
_ tan(z1) — (tan(z1) + dz) (1 + tan(z;)dz)
tan(4o) = dAtan(z)
tan(z1) — (tan(z1) + dz + tan?(z1)dz)
An) —
tan(4o) dAtan(z)
—dz (1 + tan?(z1))
A =
tan(4o) dAtan(z)
—2dz
Ag) = — 2%
tan(4o) dAsen(2z)
Substituindo dz e dA:
—2z; cos(f)
Ag) = <1
tan(4o) sen(f)sen(2z)
=2z -cot(0)
tan(4o) = sen(2z1)
Substituindo na expressao para zg:
cot(z0) = %
1+ tan (A())
cot(z0) = sen(2z1) tan(zy)

© \sen2(2z1) + 4 - 22 - cot2(0)

cot(z0) 2sen?(21)
z2n) =
0 /sen2(2z21) + 427 - cot?(6)
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(d) A marcagio com reta esta sendo mostrada. Para a marcagao com trigonometria esférica,
precisamos utilizar o seguinte tridngulo:
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Pela lei dos cossenos:

cos(f) = sen(zy)sen(za) + cos(zn) cos(za) cos(AAN, 4)

Como 0 < 0 < 180°, a fungao arcocosseno é suficiente para descrevé-lo:

0 =21°

Pela lei das cotangentes:

cos(zn) cos(AApn, 4) = sen(zy) cot(za) — sen(AAn, 4) cot(7y)

Como 0 < v < 180°, a fungao arcocotangente ¢é suficiente para descrevé-lo:

v = 66°

Novamente por lei dos cossenos:

cos(zpng) = cos(zy ) cos(20) + sen(zy)sen(26) cos(180° — )

A funcgado arcocosseno é novamente suficiente para descrever o angulo, dado que 0 <

zpNE < 180°

zpnE = 54,3°

Novamente por lei das cotangentes:
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cos(zn) cos(180° — ) = sen(zn) cot(260) — sen(180° — ) cot(AApnE,N)

Graficamente, j& podemos descobrir que o angulo AAp g v serd menor que 180°, pois
o Polo Norte Ecliptico esta na constelagao do Dragao, que esta contida numa diferenca
de azimute (partindo de Navi em sentido oposto a Almach) menor que 180°.

Outra forma de observar isso seria afirmar que o seno de zpy, 20 e 180° — « s@o todos
positivos. Logo, por lei dos senos, o seno de AApyg, v também sera.

AApng N = 48,9°

(e) A Ecliptica esta tragada na carta. Para isso, basta observar que ela tem como Polo o
ponto PNE,. Ou seja, seu cruzamento com o horizonte é perpendicular ao vertical desse
Polo, e sua maxima aproximagao dista um raio (proje¢ao de Ayris) do mesmo. Outros
pontos da Ecliptica podem ser obtidos forcando o angulo de 90° entre a Ecliptica e o
Polo Norte Celeste.

(f) Existem muitos critérios para os quais se pode estimar uma tangente. Por exemplo,
considere a reta que liga o centro do cometa ao final da cauda, bem como aquela que
¢é levemente mais aberta que a parte externa da representacao da cauda do cometa.
Ambas as retas sdo secantes ao circulo maximo, mas entre elas esta a tangente. Sendo
assim, podemos estabelecer:
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O maior objetivo desse item é mostrar a imprecisdo da medida, e seu efeito no resultado
final. Portanto, qualquer heuristica valida para conter a reta tangente com uma precisao
razoavel deve ser avaliada como correta.

Na abordagem que fizemos,

124° < 0 < 138°

Dessa afirmagao, deduzimos:

242° < Ay < 252°

46° < zp < H8°
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(g) Ao marcarmos o ponto PV, percebemos que ele coincide com o PNE,. Assim, o circulo
CV coincide com a Ecliptica. As marcagdes se encontram na Carta logo antes do item

(d).

(h) O intuito desse item é comparar a diferenga entre as marcagoes de PNE; e PNE,.

Perceba que o ponto anti-solar dista 90° do Polo Norte Ecliptico (o Sol esta sobre a
Ecliptica), bem como 90° de PV (o Sol é coplanar & cauda ionica do cometa). Sendo
assim, o Sol é um dos polos do circulo maximo que conecta aqueles dois pontos: PNE e
PV. Desse modo, podemos aplicar as equagoes desenvolvidas no item (b) para encontrar
o ponto anti-solar (AS).

Assumindo Polaris como Polo Norte, calculamos o angulo horério:
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cos(zpnc) cos(AAas,pnc) = sen(zpne) cot(zas) — sen(AAag pne) cot(24h — Hug)

Graficamente (ou pelo argumento de que sen(AAsg pnc) > 0), percebemos que a
funcao arcocotangente é suficiente para descrever o dngulo horario:

Hag = 20h40min

O angulo horario do ponto anti-solar é o tempo solar verdadeiro:

t = 20h40min

Ja para PNE,, como coincide com PV, o dngulo horario solar é indeterminado!

Como o comando da questao nao ficou tao claro, deixando a intuir que a resposta seria
um angulo horario bem determinado a partir de PNE3, o item nao serd pontuado.
Provavelmente, o problema teria sido melhor aproveitado com uma imagem na qual PV
coincidisse com PNE;.
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