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Instrucoes Gerais

1. Cada aluno deve enviar um arquivo tnico por lista no formato PDF pelo Gradescope da seletiva.
Na plataforma, o aluno devera marcar quais paginas correspondem a quais questoes.

2. A lista é composta por 4 problemas, totalizando 50 pontos.
3. Antes de enviar o arquivo, verifique se a sua solucao esta legivel.

4. Caso opte por deixar uma questao em branco, faca upload de uma péagina escrita "em branco"e
associe & questao.

5. Evite que as solucoes de duas ou mais questoes estejam em uma mesma pagina;

6. No canto superior esquerdo das paginas informe: “N° aluno - Q(N® questao) ". Por exemplo,

“48 - Q1”, e no canto inferior direito informe o niimero da pagina, por exemplo, “p.1.”

7. Use apenas dados presentes nos enunciados e na tabela de constantes para a resolucao das
questoes, a nao ser que a questao peca o contrario.

8. A lista é totalmente individual.

9. Boa sorte e bons estudos!
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Permissividade magnética do vacuo (ug)
Ao medido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 -105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.-m2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

47 -1077 H/m

656 nm
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Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Problemas

1. Tamanho Angular em Func¢ido do Redshift (10 pontos)
Um objeto de tamanho linear L (perpendicular a linha de visada) subentende um pequeno angulo
«a. Suponha que o o objeto e o observador sao ambos comoéveis e que o redshift do objeto é z.
Para um tamanho linear fixo, o angulo é uma fungéo do redshift: o = «(z).

(a) Se a? « 1, aoc L. Encontre a constante de proporcionalidade para um universo de Einstein-
de-Sitter (k = 0 e acct?/?). Deixe sua resposta em termos de z, da velocidade da luz, ¢, e do
tempo atual, tg.

Dica: Se necessario, utilize que

¢ 1
J 2" dx = m(m"“ —xpth

Zo

(b) Encontre o valor de z para o qual o é minimo.
Dica: Se necesséario, utilize que

d

() [9(2)]?

2 flo@) = £/ (o(a))g/ (@)

(c) Se as galaxias se formaram ha muito tempo e tém um mesmo tamanho tipico de 5kpc,
qual é o tamanho angular minimo de uma galaxia em um universo de Einsten-de-Sitter, em
milissegundos de arco (mas)?

d f(z) _ f(x)g(x) — f(z)g'(x)
dz g

Solugao:

(a) Sabemos que « e L estao relacionados por meio da distancia angulo didmetro, d4:

L

‘T da

Ainda, d4 € igual a distancia propria do objeto no momento de emissao, ou seja,
dg = dp(te) = aedy(to)

Onde a. é tal que
1

1+ 2

i) - | s

Como o universo é de Einsten-de-Sitter, sabemos que

Qe =

e dy(to) é dado por

Subsituindo na integral:

_ 42/ o dt _ 9 42/3.,1/3  ,1/3
dp(to) = cty \ ﬁ*36t0 (tg"" — ")
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Que também pode ser escrito como

d. (to) = 3t l1 _ (iz)l/sl

Utilizando denovo a relagdo entre o tempo e o fator de escala:

ae (e 2/3_ 1
ao_ to _1+Z

<te>1/3 =(1+2)7Y?

to

Substituindo na expressao da distancia propria:
dp(t(]) = 3Ct()[]. - (1 + Z)_1/2]
Assim, a distancia dngulo didmetro é dada por

_ 3Ct0[1 — (1 + z)_l/Q] _ SCto[(l + 2)1/2 _ 1]

d
A 1+z2 (1+ 2)3/2

Finalmente,

L (1+42)3?

T et [(1 1 2) 2 — 1]

(b) Devemos minimizar a seguinte expressao:

(1 + 2)3/2
[(1+2)1/2-1]

Derivando e igualando a zero:
%(1 + )21+ )2 - 1] - %(1 +2)%2(1+2)7 Y2 =0
Multiplicando ambos os lados por 2 e dividindo por 1 + z:
31+2)7 [ +2)2-1]-1=0

3—(1+2)7"Y=1
Isolando 1 + z: 5
(1 + 2)1/2 = 5

(¢) Substituindo o valor de z encontrado na expressao de a:

L (3/2° 9L
Omin = 5 =
3ctg (1/2)  4deto

Para encontrar o valor de t(, utilizaremos a definicao do pardmetro de Hubble:

a d 2
H=-=—(1 = —
a dt(na) 3t
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No tempo atual,
2
Ho = —
%7 3,
. 2
0~ 3H,
Dessa forma,
27THyL
Qin, = 0~ ~ 786,6 mas
8c

2. Incerteza de Medidas Fotométricas (10 pontos)
Geométrico planeja determinar a magnitude de varias estrelas na banda B (centrada em A\p =
436 nm) ao longo de uma semana. Para isso, ele utiliza seu equipamento formado por um teles-
copio e um detector de fotons. Como os detectores sao governados pela estatistica de Poisson,
quando esperamos observar N fétons vindo de uma fonte num dado intervalo de tempo, o ntimero
realmente detectado flutua por um valor de ++v/N.

(a)

(d)

Em um dos dias da semana, o céu observado por Hemétrio estéd extremamente limpo, de
forma que o ruido de fundo é desprezivel. Ele, entao, decide determinar a magnitude mpg
de uma estrela na banda B. Sabendo que mp = 20, quantos fétons precisam ser detectados
para que a medida realizada por Geométrico possua precisao de +0,02? Vocé pode utilizar
que a eficiéncia de deteccao do sistema telescopio-+coletor é igual a 100%.
Dica: Se necessario, utilize que
1

2 %8 T
Qual seria o tempo de exposi¢ao necessario com um telescopio de didmetro igual a 1 m para
medir a magnitude mp = 20 com a precisao do item anterior?

Durante um dia um pouco mais nublado, Geométrico decide observar uma estrela mais fraca
do que a anterior (my = 24) com a mesma precisdo. Assuma que o brilho superficial de
fundo do céu ¢é de 22,5 mag - arcsec”2 na banda B e que os efeitos atmosféricos fazem com
que a luz das estrelas seja espalhada em um circulo com didmetro de 1 arcsec. Quantos fo6tons
sa0 necessarios para fazer a medida da magnitude dessa estrela?

Calcule o tempo de exposicao necessario para a medigao do item anterior com telescopios de
didmetro 1 m e 4 m, respectivamente.

Solugao:

ERRATA: No enunciado dessa questao, deveriam ter sido fornecidos a magnitude de uma
estrela de referéncia na banda B e seu fluxo nessa banda (por exemplo, para o Sol, mg g ~ 26,1
e Fpp ~ 1,0-10%). Como o candidato teoricamente nao poderia utilizar dados externos em
sua solugao, serao aceitas respostas utilizando a magnitude do Sol no visivel, como na solugao
abaixo (incorreta). Também serao aceitas respostas puramente algébricas ou utilizando dados
externos.

(a) A energia coletada por unidade de tempo pelo telescopio é igual ao fluxo da estrela na
banda B multiplicado pela area da objetiva do telescopio:
wD?
4

O nuamero de fotons coletados por unidade de tempo é igual a essa quantidade dividida

pela energia de um foton individual (he/Ap):
N _ 7TD2FB)\B
At 4hce

Ip
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B AN he
T wD2)\pAt

Pela equagao de Pogson, comparando a magnitude da estrela com a do Sol:

Fp

F
mp —mg = —2,5log <FB>
O]

Substituindo a expressao de Fg:

4Nhc )

— —925log [ — "
mp =me = 25log (ﬂDQABF@At

Assumindo que podemos medir o intervalo de tempo At com incerteza desprezivel, a
unica fonte de erro na determinacao de mp é o numero de N de fotons coletados.
Podemos escrever, sendo C' uma constante aditiva:

mp = —2,5log N +C
Pela formula de propagacao de erros:

25
" NIn10

6mB

N AN

A’ITLB—’

Como o erro da distribuicio de Poisson é AN = +/N:

2,5
AmB = lnIO\/N

2
No (25
AmpIn10

Assim, o nimero de fotons necessario é dado por

2,5 2 ,
N=(—") ~295-10°
<AmBln10> ,95 - 10

Isolando N:

No item anterior, obtemos a seguinte equacao:

4Nhe )

=g — 2,5log [ —o e
mE = Mo — %0708 <7rD2/\BF@At

Isolando o intervalo de tempo:

4Nhe

— 710-&-0,4(m3—m6)
DIk

At

Ainda, podemos escrever o fluxo do Sol como sendo

Lo
FA =
© 471'(1(33
Substituindo e calculando os valores:
2
At — 16Na@h610+074(m3—m®)
D2\pLg
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()

A magnitude do brilho de fundo do céu M., p na regiao da estrela é dada por

wﬁi/4>

Meew,B = Heeu,B — 275 IOg <

Onde ficey, B € 0 brilho superficial do céu na banda B e § = larcsec. Substituindo os
valores:
Meeu,B ~ 22776

Seja N o numero total de fotons coletados pelo detector e Nge,, 0 nimero de fé6tons
coletados vindos do céu. O ntmero de fotons vindos da estrela é, entdao, Ny = N — Neey.
Pela equagao de Pogson:

/ N_Nceu
Mp = Meeu,B — 2,0 l0g N

Onde, dado um valor de intervalo de tempo, podemos obter N, através de uma equagao
semelhante a encontrada no item (a):

’/TDcheu,B)\B

At
4he

Nceu =

Pela formula de propagagao de erro:

Neew AN 25 /N

=2
75N — Neew Neew In10 In10 N — Neey,

Podemos obter N, em fungao de N a partir da equagao obtida anteriormente:

N — N..,
m'g = Meeu,B — 2,510g (Nm>

!/
AmB

_ N
T 1 4+ 10-04(ns —meeu,5)

ceu

Substituindo na equagdo de Am/y:

At — 2.5 [1+10+074(7n/13_mceu,3)]
B 1n10 VN

Resolvendo para N e substituindo os valores:

7 2
2,5 []_ + 1O+0’4(m5*mceu,3)]
N =

N ~ 5,02-10%

Da solugao do item anterior, o nimero de fétons vindos do céu coletados é

N
14+ 10—074(7"35—”%9,“,13)

Neew = X 3,80 . 104

Em analogia com o item (b), temos a seguinte equagdo para o tempo de exposigio
necessario:

2
At — M10+0,4(MCW,B*WO)
D2)\BL@
Para D = 1m:
‘Atl ~ 988s ~ 1675 Hlln‘
Para D = 4m:

\At4 ~ 61,85 ~ 1,03min\
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3. Radiagao Sincrotron (15 pontos)
Nessa questao, estudaremos um modelo simplificado visando estudar a radiagdo sincrotron de
estrelas de néutrons e, com isso, obter importantes parametros para a astrofisica dos pulsares.

Para o que segue, assuma que o campo magnético de uma estrela de néutrons possa ser modelado
como a de um dipolo magnético m em seu centro, de tal modo que, em coordenadas polares:

5 Hom

= 3 (2 cos OF + sin 66)
o

em que 0 é o angulo polar contado a partir do polo norte magnético da estrela no sentido horéario.
Além disso, considere que o dipolo esté inclinado de o em relagdo ao eixo de rotacdo da estrela.
Considere também que o campo magnético na superficie do equador magnético da estrela é dado
por By, que sua massa é M e que seu raio € R. Uma vez de posse disso, podemos modelar a
radiacao eletromagnética emitida pela estrela.

Nota: Embora a equacao acima e outras que serao apresentadas ao longo da questao tenham se
originado do eletromagnetismo, neste problema nao é necessario saber nada de eletromagnetismo,
e precisa ser utilizado apenas as equagoes dadas. Em muitas questoes de olimpiadas internacio-
nais, como IOAA e OLAA, isso ja é um padrao e, portanto, adotamos-o para os treinamentos.
Recomenda-se também a consulta do livro Apostila Magna.
Dado: Se necessario, use as seguintes relagoes ao longo da questao:

dz™ n+1
dx

X

+C
n+1

=nz" ! e fx"dx:

Momento de inércia de uma esfera maciga de raio R e massa M:

_ 2MR?
5

1

(a) Mostre que o modulo do momento de dipolo magnético da estrela pode ser escrito da forma:

47TB()R3
m= ——
Ho
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Pagina 9

Uma vez que a estrela esta rotacionando, o seu vetor de dipolo magnético m ir& variar com
o tempo em dire¢ao, porém nao em magnitude. Mostre, a partir disso, que:

17| = w?msina

em que w é a velocidade angular de rotagao da estrela e m é a segunda variacao temporal do
vetor m.

Sabendo que a poténcia irradiada por um dipolo magnético acelerado pode ser escrita na
forma: .
po|mi[?

6mre3
calcule a poténcia dissipada devido a radiagao sincrotron emitida pela estrela em fungao de
By, R,w, a e constantes fisicas.

Pot=_

Calcule também a frequéncia v das ondas eletromagnéticas emitidas na forma de radiagao.
Uma vez de posse da poténcia dissipada pela estrela, mostre que a variagao temporal de sua
velocidade angular, devido a radiacao sincrotron, pode ser escrita da forma:
20m B2 R1w3 sin®
3ugMc3

Conclua, a partir do resultado anterior, que a velocidade angular da estrela em fungao do

tempo é dada por:
wo

“0 = I

em que wy é sua velocidade angular inicial, e determine o valor de 5 em fungao de By, wg, M, R, «
e constantes fisicas. Responda também qual deve ser o valor ¢ para que w — 0. Para esse
modelo, podemos afirmar que o momento angular da estrela se conserva? Justifique dizendo
se ha ou nao um torque dissipativo atuando no sistema.

Sabendo que o Pulsar do Caranguejo possui os seguintes parametros:

M (Mg) | R (km) [ a (o) [ w (rad/s) | w x 107° (rad/s?)
1,40 10,5 90,0 189 -2,39

calcule o campo magnético By na superficie de seu equador magnético, seu momento de
dipolo magnético m e a frequéncia v das ondas eletromagnéticas emitidas devido a sua
radiaga@o sincrotron (deixe sua resposta no sistema internacional de unidades).

Uma boa estimativa para o tempo de vida de um pulsar corresponde ao tempo para que sua
velocidade angular reduza pela metade. Com base nisso, determine, por fim, o tempo de
vida do Pulsar do Caranguejo.

Solugao:

(a) Nesse caso, podemos utilizar a férmula dada no enunciado e o fato de que B = By no

equador da estrela (6 = 90°), para obter que:

Hom
B =
7 4rR3
desse modo:
47TR3B0
m=—— -0
Ho
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(b) Como o dipolo esta rotacionando, o seu vetor ird variar em dire¢do, porém ndo em
magnitude. Por analogia & aceleragao centripeta em movimentos circulares, sabemos
que:

a=wrsina

No contexto da questao, a — |m| e r — m, tal que:

71| = w?msina

Solugoes alternativas que utilizam de derivagdes mais exatas e complexas também serao
aceitas.

(¢) Sabemos que:
41w’ R3 By sin a

Ho

2

M| = w?msina =

Logo, substituindo na férmula dada, obtemos:

8mw* RO B sin? o

P, =
¢ 3#063

(d) Nesse item, basta perceber que a frequéncia das ondas eletromagnéticas emitidas devido
a aceleracao do dipolo acelerado seré igual a de seu movimento circular. Logo:

Solugoes alternativas que considerem a energia do féton como F = hv estao erradas e,
portanto, serao penalizadas.

(e) Para resolugao desse item, devemos perceber que a poténcia dissipada pela radiagio
sincrotron desacelera o pulsar, de modo que sua velocidade angular ird diminuir ao
longo do tempo. Apresentaremos duas solucoes:

Solugao Sem Célculo:
Py =71w

em que 7T é o torque dissipativo que atua no sistema. Sabemos, contudo, que:
T=—Iw

Desse modo:
Py = —ITww

Substituindo o valor de P,; e de I, obtemos que:

8mw* RO B2 sin? o 2M R%w

3ppcd - 5

de modo que, manipulando, obtemos:

207mw? R* B? sin? o
uoMc?

w=—

A seguir segue uma solucio alternativa também vélida.
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Solugao Por Calculo:

dE
Pot - E
ou seja:
I dw?
ot — 5?
logo:
P, = Tww

Substituindo o valor de P,; e de I, obtemos que:

8nwiRC B2 sin® _ 2M R*ww

3puoc? B 5

de modo que, manipulando, obtemos:

207rw3R4Bg sin® a
3ugMc3

w=—

Novamente, apresentaremos duas solugoes.
Solugao sem Calculo:
Substituiremos nossa variavel w pelo periodo P de rotagao do pulsar. Tal que:

_27r

P

w

Consequentemente, considerando uma pequena variagao:

2 2T

AV=Pp AP P

Para pequenos valores de AP, podemos utilizar as aproximagoes binomiais, de modo
que obtemos:

27
dividindo ambos os lados por At, obtemos que:
. 21 -
Assim: ) 5
2rP  20mR'B3sin’a (27
P2 3ugMdc3 P
ou seja:

. 80m*R'B3sin’a 1
- 3poMc3 P
de tal modo:

P 3RAB26in o &
ZPAP:&)WR 5 sin aEAt
o 3ugMc? 5

Perceba que o primeiro somatoério é equivalente & area do grafico da reta f(P) = P e o
segundo ¢ igual a t, tal que:
P?—P?  80m*R*Bisin’«
2 - 3uoMc3
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substituindo novamente os valores de P em funcdo de w e manipulando, obtemos que:
wo
14 40mwi R B sin? o
?),Ll{)]\fC3

w =

tal que:

40mwg R* B sin? o
3uoMc3
quando w — 0, temos que ¢t — 0. O momento angular nao é conservado e, portanto,

ha um torque dissipativo atuando no sistema, como vimos anteriormente.
Solugao por Calculo:

8=

Acompanhe:
. dw 20mw® R B2 sin? a
YTw T ugMc?
entao:
“dw  20nR'Bj sin? a tdt
LU Wb 3ugMcd fo
logo:
1/1 1 20w R* B2 sin® o
2 (oﬂ a w%) - 3pgMe3
ou seja:

1 1 40mR*B?sin® o
w? W 3poMc3
Tal que, manipulando, obtemos, por fim:
wo
\/1 n 40mwi R BE sin® o
3uoMc3

w =

tal que:

B 40mwg R* B sin® o
B 3uoMc3

quando w — 0, temos que t — 00. O momento angular nao é conservado e, portanto,
ha um torque dissipativo atuando no sistema, como vimos anteriormente.

B

(g) Pelas formulas obtidas anteriormente, sabemos que:

M
By = 3’“‘—%:3,63“0%
20m R4w3 sin” «

47TBQR3
m= ——_
Ho

= 4,20 x 10*" Am?

v=2—30,1Hz
2

(h) Nesse caso,
wWo wo

2 v1+ Bt

Assim:

t= % = 3,77 x 10 anos
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4. Medindo o Universo Acelerado (15 pontos)
Neste problema, mediremos a aceleragao do universo.

Na Lista 3, aprendemos que para um universo de geometria euclidiana ("plano"), a distancia de
luminosidade pode ser escrita como:

dp(z) = (1 + z)HiO OZ %.

Podemos aplicar a lei de Pogson (modificada para distancias expressas em Mpc ao invés de pce)
pode ser escrita como:
w(z, L) =m(z) — M(L) = 5logodr + 25

(a) Use a tabela no fim da pagina e a expansao de Taylor proxima de z = 0 de dj:

c 1
= (1 — 2
dr, o <Z+ 2( QO)Z>

G
CaH?’

e obtenha uma estimativa com incerteza para a constante de Hubble, Hy e uma estimativa
para ¢o, sem incerteza.

onde

qo =

Dica: Vocé pode usar sua calculadora para realizar uma regressao quadratica.

(b) Mostre que num universo somente com matéria e energia escura,
1
qo = §Qm,0 — Q-

(c) Calcule Q4 o sabendo que €, o = 0.32
Tabela:

z [
0.010000  33.113069
0.014737  33.961197
0.019474  34.577963
0.024211  35.056811
0.028947  35.451737
0.033684  35.789394
0.038421  36.081266
0.043158  36.341311
0.047895  36.575505
0.052632  36.787591
0.057368  36.981852
0.062105 37.162193
0.066842 37.328641
0.071579  37.485179
0.076316  37.631392
0.081053  37.769490
0.085789  37.900369
0.090526  38.023944
0.095263 38.142016
0.100000  38.254524
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Solugao:

(a) Primeiro, temos que converter a tabela para uma de z e dy,. Assim, temos:

Tabela:

Z

dr,

0.010000
0.014737
0.019474
0.024211
0.028947
0.033684
0.038421
0.043158
0.047895
0.052632
0.057368
0.062105
0.066842
0.071579
0.076316
0.081053
0.085789
0.090526
0.095263
0.100000

41.938588
61.978263
82.336538
102.650767
123.125328
143.839710
164.533070
185.465101
206.586054
227.781370
249.098091
270.669051
292.232289
314.076758
335.952904
358.012343
380.254008
402.521238
425.013965
447.615173

fazendo uma regressao, temos:

d, = A+ Bz + C22.
A=2-10"3 Mpc, B = 4163.08957 Mpc, C = 3132.28708 Mpc

Podemos desprezar a contribuicao de A, assim temos:

Hy = 72.01
g = —0.50

Para pontuagao completa em relagao aos valores (ndo as incertezas), serdo aceitos valores
de Hy entre 72.10 e 79.90 e de gg entre 0.51 e 0.49. Para metade dos pontos, serao aceitos
valores de Hy entre 72.30 e 79.70 e de qg entre 0.52 e 0.48

Em relacao a incerteza, a maneira de estima-la é a seguinte:

e primeiro, é necessario entender os pardmetros da regressao como pardmetros de

um modelo.

e Segundo, se vocé obtiver uma estimativa de d;, usando esse modelo, vocé nao obtera
exatamente os mesmos valores que os dados.

e Terceiro, usando essa diferenga, mais especificamente a diferenga fracional

5pdy dr, modelo — AL, dado

)

dr, dado

podemos obter uma estimativa da incerteza fracional. Aqui estamos usando
para significar a incerteza fracional, e ndo a incerteza absoluta.
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e Por ultimo, como estamos desprezando a incerteza em ¢y e desprezando uma con-
tribuicao de A, relacionamos ambas as incertezas usando uma relagcao conhecida
de analise de dados:

O0rHo = dpdy,

Assim, temos a seguinte tabela:

ds4dr
7.484575511926276041e-08
9.860529630472184010e-07
6.589282878048996936e-07
1.153421614271613489e-08
2.707457241718254501e-08
9.279146249634903363e-08
1.048608385270575261e-07
7.815897721167439500e-08
6.356499346682421724e-11
5.720907371284308242e-09
3.564532996543798380e-08
1.465525968856519544e-08
1.459562321826397369e-08
1.441288240034279224e-08
4.471090761221952600e-11
7.696203957526817047e-10
2.867888727307997314e-08
9.520153457651147181e-13
2.251638215752793399¢-09
4.098929681832619940e-10

Supondo que cada medigao é completamente independente das outras e que todas elas
advém de uma mesma distribuigao estatistica, pode-se adicionar os quadrados dos ter-
mos e dividir pelo ntimero de linhas N = 20 na tabela menos o nimero de graus de
liberdade (nesse caso, 1), podemos obter uma estimativa conservadora da incerteza de
Hy. Com isso:

5 Hy =

OH, = H() * 5fH0 = 0.024

Aqui, optaremos por usar 20 como incerteza. Assim, temos:

Hy =72.01+0.05

Serao aceitas incertezas entre 0.01 e 0.10.

Observagao: muitos alunos transformaram esse problema num problema de regressao
linear, usando como variavel dependente dr,/z. A partir disso, se utilizaram de formulas
classicas de regressao para incerteza dos coeficientes. Apesar disso funcionar neste caso,
ja que usamos dados simulados, nao era parte do intuito do problema. O intuito do
problema era fazer o estudante pensar em outros modos de estimar incertezas, que
muitas vezes sao Uteis numa prova de analise de dados. Dito isso, se o seu valor estiver
dentro dos valores aceitos mencionados acima, a pontuacao completa relativa a incerteza
seré conferida.
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(b) Para mostrar que o parametro de desaceleragao g é igual a %Qm — QA em um universo

composto de energia escura e matéria nao-relativistica, comegamos a partir da defini¢ao
do parametro de desaceleragao:

onde a é o fator de escala do universo. A segunda equacao de Friedmann pode ser usada
para encontrar a:

a 47G

o ="—5 (p+3p)

Para um universo com energia escura e matéria nao-relativistica, a densidade total p e a
pressao p sao as somas das contribuigbes da matéria (que tem pressao desprezivel) e da
energia escura. Se denotarmos p,, como a densidade da matéria e pp como a densidade
correspondente & energia escura (com uma equagao de estado py = —pa ), entao:

P = Pm + pA, p:0+pA:*PA

Substituindo estes na segunda equacao de Friedmann, obtemos:

a 4G 4G
-—=—— +pr—3 =—— -2
" 5 (Pm +pa—3pa) 3 (Pm —2pn)
Para expressar isso em termos dos parametros de densidade §2,, e Q4, que sdo definidos
2
como €, = p‘i’:t e Q) = p’:;‘it, onde peiy = % ¢ a densidade critica, usamos a

equacdo de Friedmann H? = %p para expressar p,, € ppn em termos de €, e Qy,
respectivamente:

ISHESH

_ 747TG Qmpcrit
3 2

1
- 2QApcrit) = *iHQQm + HzQA

. . 02 . . ~ . .
Substituindo H? = % (da primeira equacdo de Friedmann) e reorganizando, encontra-
mos:

1,0 Q
i=—sa?" 4 g2t
2 a a

Agora substituimos de volta na definicao de g:

aa 1 1

Isso nos da a expressao abaixo para o parametro de desaceleragao:

1
S o M o'
q 9 A

Finalmente, colocando no tempo atual, temos:

1
qo = §Qm,o —Qap

(¢) Imediatamente usando a equagdo obtida no item anterior, o valor de ¢y obtido no item

(a) e o valor de €, 0 dado no enunciado, temos: Q2 ¢ = 0.66.

Lista 4 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2024
TOTAL DE PAGINAS: 16



