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Instrucoes Gerais

. Identifique seu numero de candidato(a) em TODAS as folhas de respostas. Nao

coloque mais nenhum meio de identificagao pessoal;

. Escreva o Numero de cada Questao nas folhas de respostas;

. A duracao da prova é de 4 horas;

A prova é composta por 9 questoes (totalizando 250 pontos) e tem peso 3 na
composicao da média final.;

A prova é individual e sem consultas;
O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/graficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, calculos e respostas das questoes devem ser feitos nas
folhas de respostas;

Folhas de rascunho serao disponibilizadas e nao precisam ser entregues junto com
a prova e as folhas de respostas;

Os célculos na solugao de cada questao sao obrigatorios! Eles devem ser feitos a
caneta esferografica. Utilize para isso o espago reservado em cada uma das folhas
de respostas. As respostas, ainda que corretas, mas sem o desenvolvimento, seré
associada a nota zero.

Ao final da prova devolva o caderno de questoes e as folhas de respostas.

Uma tabela de constantes com informacgoes relevantes para a Prova Teorica estéa
disponibilizada.
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Questoes

1. Declinagao Lunar (15 pontos)

No dia 20 de margo, Paulo decide estimar a declinagao de seu objeto astronémico favorito: a
Lua! Para tanto, ele utiliza seu telescopio newtoniano e alinha a montagem equatorial ao polo
celeste elevado. Inicialmente, ele mede o tempo que o centro do Sol leva para percorrer o didmetro
do campo de visao da lente ocular do telescopio, obtendo to = 312 s. Mais tarde, ele repete o
procedimento, mas apontando para a Lua, cronometrando t; = 346 s. Sabendo que o dia lunar
tem duracao de T, = 24h50min, qual o moédulo da declinagao da Lua, em graus, estimada por
Paulo?

Solugao:

Sendo o experimento conduzido no dia 20 de margo, trata-se de um dia de Equinécio e, assim,
a declinagdo do Sol é §g = 0°. Ademais, como a montagem do telescopio esta alinhada ao
polo celeste elevado, pode-se esbogar:

£y

Equador

Desse modo, para o caso de &ngulos pequenos, em que ¢y tende a um segmento de reta, tem-se

fg =r-0

lg=R-B
em que [ é o campo de visao da lente ocular. Como o enunciado pede apenas o médulo da
declinagao, nao é necessério se preocupar a respeito de qual o Polo Celeste (PC) elevado.

Ainda da figura anterior,

r=R-cosd
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Sabe-se que o Angulo @ é percorrido pelo astro durante o tempo At que ele leva para atravessar
o didmetro da ocular. Assim,

360°
0= - At
T
Logo,
360°
8= T At - cosd

Como Paulo utiliza a mesma configuragdo do telescopio em ambos os experimentos, o valor
de 8 deve ser idéntico em ambos os casos. Assim,
360° 360° T, to

~te - cos O = -ty -cosl|dp| = cos|d;| = —-
T, © ® L |61 61| P

- cos 0

Substituindo-se os valores, lembrando-se de utilizar as duragoes de dia solar (T; = 24h) e
lunar (Ty, = 24h50min),

24.60-60+50-60 312
or| = o1 = 4
000 | 24-60 - 60 346 0,9330

‘6L‘ x 21,10

2. Encontre a estrela (10 pontos)

Uapyle estava acompanhando a trajetéria de sua estrela favorita no céu. Duas horas depois de
nascer, ela atingiu uma altura igual ao numero da sorte de Uapyle.

Ele queria tirar uma foto da estrela a essa altura, mas se distraiu e a perdeu. Ajude-o e calcule
qual o menor tempo que ele precisara esperar para que a estrela tenha novamente essa altura.
Dado: a estrela passa T' = 10 horas no céu.

Solugao: Fagamos o esquema da trajetoria da estrela na esfera celeste:
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Figura 1: Em pontilhado esta representado a trajetoria da estrela na esfera celeste e de azul
estao os pontos em que a estrela tem a altura mencionada

O tempo desde o nascimento até a culminacao superior é %, assim, o tempo que falta para a

culminacao superior é t = L — 2 e, o tempo que Uapyle precisara esperar é

2
10
At:2t=2<22>=

3. Os Satélites (15 pontos)

Shell decidiu langar alguns satélites caseiros para gerar imagens da Terra. Ele estava particu-
larmente interessado na regiao da Linha do Equador e optou por comegar seu experimento com
satélites geoestacionarios.

(a) (10 pontos) Qual é a menor quantidade de satélites que Shell precisa langar para conseguir
captar simultaneamente imagens da totalidade do Equador?

(b) (5 pontos) Insatisfeito com as imagens obtidas na sua primeira tentativa, Shell decidiu
trazer os satélites inicialmente geoestacionarios para uma orbita ainda equatorial e circular,
mas um pouco mais proxima da Terra. Qual deve ser o raio minimo da nova orbita para que
Shell ainda consiga gerar imagens de toda a Linha do Equador simultaneamente sem precisar
aumentar o nimero de satélites?

Solugao:

(a) O primeiro passo é determinar o raio orbital de um satélite geoestacionario:

Prova Teérica P1 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2024
TOTAL DE PAGINAS: 15



Pagina 5

mvé GMm 9 GM 3 GMTGQa
=T W= e =

r r2

Substituindo os valores numéricos na expressao:

i/6,67 x 10=11 x 5,98 x 1024 x (23h56min04s)?
r =

1 —r=422x10"m

Com base no diagrama a seguir, é possivel determinar o dngulo a que cada satélite
consegue cobrir:

1 6
cos (g) = Liic) —> a = 2 arccos <6’38 x 10 ) =163°

2 r 4,22 x 107
A quantidade minima de satélites corresponde ao menor ntimero natural que gera um
resultado maior ou igual a 360° ao ser multiplicado pelo dngulo «. Dessa forma, Shell

precisa de pelo menos trés satélites.

(b) O raio minimo corresponde ao caso em que cada um dos trés satélites cobre um angulo
de 120° (um tergo da circunferéncia):

Rg

=2Rgp =2 x 6,38 x 105 = 1,28 x 10" m

4. Estrela de Néutrons (20 pontos)

RX J1856.5-3754 ¢é a estrela de néutrons conhecida mais proxima a Terra. Entre todas as estrelas
de néutrons, ela é uma das tnicas com espectro puramente de corpo negro, pois seu espectro nao
é afetado pela contaminacao da atividade magnetosférica, de uma nebulosa circundante ou de um
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resto de supernova.

Ela possui um raio de R = 3,05Rgs, em que Rg € seu raio de Schwarzschild, esta localizada a uma
distancia d = 120 pc da Terra e sua magnitude bolométrica é my, = 14,1. Da Terra, observa-se
que o pico de seu espectro é em A5 = 6,7 nm.

A velocidade radial da estrela é relativamente pequena e pode ser desprezada para o célculo do
redshift. A féormula do redshift gravitacional é dada por

142, = .
g 17%

(a) (10 pontos) Encontre a temperatura efetiva Tor da estrela.

(b) (10 pontos) Encontre a massa M.

Solugao:

Aobs

(a) Como 1+ z5 = =gt

, temos pela formula do redshift gravitacional:

/ R
)\O=)\obs 1—%=>)\0=5,5nm

Portanto, pela Lei de Wien, concluimos que

b

Tot = —
£ "

= \ Tor = 530.000 K

(b) Comegamos calculando a magnitude absoluta bolométrica da estrela:

Mpol — Mbol = 510gd7 5= M = 8,70
Agora, calcularemos a luminosidade da estrela comparando-a com o Sol através da

equagao de Pogson

L
Myo — Mg = —2,51og <L®> = L=105-10%W

Pela Lei de Stefan—Boltzmann, encontramos o raio da estrela:

L
L=4nR*T4t=R=,|—— = R=138km
N 47rc7T(j1f

Por fim, como R/Rg = 3,05, obtemos a massa através da equacdo do raio de Schwarzs-
child:

2GM
=

R =3,05Rs = 3,05 —
C

\M — 3,05 10¥ kg = 1,53 Mg

5. Velut Luna (35 pontos)

- Pelo luar, céus, obri...
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Maritana sorria para a Lua, e a Lua sorria para Maritana, mas o lengo negro da noite nao eclipsou
a variavel cruel das selenatas:

- ...Afinal, quanto de ti eu vejo em teu sorriso?

Seja 6 o angulo entre a Lua e o Sol para um observador na Terra (0 < 6 < 180°), determine
a expressao que relaciona o angulo 6 & porcentagem da area superficial da Lua visivel para esse
observador.

Obs: Por 7 area superficial da Lua”, entenda a area fisica da superficie esférica do astro, nao a
“area projetada” do disco lunar

Solugao:

Perceba que, independente da posigao do Sol, a parte iluminada da Lua serd sempre um
hemisfério (semi-esfera). Ja a parte observavel da Lua, como o observador esta suficientemente
distante, também sera sempre um hemisfério. A intersecgao entre dois hemisférios é chamada
fuso-esférico, e tem suas extremidades diametralmente opostas

O plano contém o centro da esfera e os polos dos dois hemisférios (vermelho e verde)
A interseccgao entre o hemisfério vermelho e o hemisfério verde é o fuso amarelo
Perceba que os extremos do fuso sao diametralmente opostos, e perpendiculares ac planoc (quando vistos a partir do centro)

Observe o esquema da situagio:
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Por simetria, a area de um fuso esférico é diretamente proporcional ao seu dngulo diedro.
Sendo assim, a porcentagem referida é dada por:

6. Sistema Solar Eclipsante (25 pontos)

Uma estrela de raio Ry = R € orbitada por dois planetas, um mais interno que o outro. O
primeiro possui raio igual a R, = 7 - 10"m e possui uma orbita eliptica de semi-eixo maior
a = 0,5UA e excentricidade e = 0,7. Ja o planeta externo apresenta uma oOrbita circular de raio
r = 1UA. A 6rbita dos planetas é coplanar, de forma que o planeta interno eclipsa parcialmente a
estrela a cada periodo sinédico, quando observado do planeta externo. Sendo assim, observando
a partir do planeta externo, calcule a maior diferenga possivel entre a maior e a menor magnitude
da estrela, ambas durante os auges dos eclipses (que néo sdo necessariamente consecutivos).

Solugao: A diferenca de magnitude da estrela entre os eclipses se dé pela variagao do tamanho
angular do planeta eclipsante quando visto pelo observador. Como a luminosidade do sol
durante o eclipse é proporcional a sua area angular visivel,

L L A
2 L r=r(1-22
A, — A, A, ( AS>

A area angular do planeta depende da distancia do planeta até o observador (d, que é variavel),
bem como de seu raio,
252
Ap=7R;/d

igualmente ocorre para a estrela, porém a distancia até o observador é fixa (r),

Ay = TR?/r?

Inserindo essas expressao na equagao de Pogson,
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P L
mp —mo = —2,5log 5 = —2,5log I/Q
2
Ry
- (%)
2
R,
1- (%)

Basta entao determinar dy e do. Estes valores sao, respectivamente, as diferencas do raio da
orbita do planeta externo pela distancia do planeta interno quando no apoastro e no periastro.

mp —mo = —2,5log

dy=r—a(l+e)

do =1 —a(l—e)

1- (R (r—a 1+e))

mi1 — Mg = 72,5 IOg

L- (R(r a(l— e))

2
1= (R = <a/r>(1+e>>

1-—

myp — Mo = 72,5 IOg 3
(—Rsuf(a/?)(lfe)))

inserindo os valores,

mi1 — Mo = 0,633

7. JWST (40 pontos)

Em 24 de Janeiro de 2022, o telescopio espacial James Webb (JWST) atingiu seu destino final.
Ele esta localizado nas redondezas do ponto de Lagrange Lo do sistema Terra-Sol, que encontra-se
“atras” da Terra. A escolha desse ponto é justificada: para um corpo em L, as forgas gravitacionais
do Sol e da Terra balanceiam seu movimento orbital, de forma que o corpo permanece parado em
relagdo ao nosso planeta, tornando esse ponto um verdadeiro estacionamento espacial. Nos itens
que seguem, considere a orbita da Terra circular.

(a) (12 pontos) Calcule a distancia entre o ponto de Lagrange Ly e a Terra, em km. Vocé pode
utilizar a aproximacao (1 + z)" ~ 1 + nz, para |z| « 1.

De forma a estudar o langamento do JWST até Lo, faremos algumas simplificacoes. Considere
que, apo6s lancado da Terra, o telescopio—no referencial heliocéntrico—segue em uma trajetoria
curva até Lo, sujeito & atracdo gravitacional do Sol e da Terra e sem quaisquer manobras de
assisténcia. A velocidade de langamento é escolhida de tal forma que, ao chegar em Lo, o JWST
deve ter exatamente a velocidade necesséaria para manté-lo em uma o6rbita circular heliocéntrica.
Vale ressaltar que, na vida real, o satélite encontra-se nao em Ly exatamente, mas em uma pequena

orbita em torno desse ponto.

(b) (20 pontos) Diante do cenario descrito, calcule a velocidade de langamento vy do JWST, em
relagdo a Terra, em km/s. Na resolugao desse item considere, para fins de célculo, somente
a atracao gravitacional do Sol.
Dica: Visto da Terra, o satélite segue essencialmente em uma linha reta até Lo. O que isso
nos diz sobre a direcao da velocidade de langamento nesse referencial?

Para refinar nossa resposta levando em conta a influéncia da Terra, considere agora a seguinte
situagao no referencial da Terra: o JWST é lancado da superficie terrestre com uma velocidade
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ug, € chega a uma distdncia muito maior que o raio da Terra com a velocidade vy encontrada no
item passado.

(c) (8 pontos) Calcule ug, em km/s. Aqui, leve em conta nos calculos somente a atracao
gravitacional da Terra, e ignore a sua rotagao do em torno do proprio eixo.

Solugao:

(a) Chame de x a distancia entre Ly e a Terra. Para uma massa de prova m em Lo, a soma
das forgas gravitacionais - no referencial do Sol - deve atuar como resultante centripeta
de forma a manter um movimento circular com velocidade angular w igual aquela do
movimento da Terra em torno do Sol. Sendo assim, pela 2a lei de Newton:

Fg + Fy = F., = mw’ry,

GMgm GMgm
_|_
x? (rg + x)?

= mw?(re + z)

M, M, -
¢ @+G2@<1+x) = mw?(rg + z)

2 % r®

GMg
%

Efetuando a aproximagao binomial dada no enunciado e lembrando que w =

M, M, 2x M,
o Mo (2 Mo
x T@ T@ ’I"@

Desenvolvendo as contas, obtemos:

.| M,
x:r@dﬁ ~ 1,50 x 10% km

(b) Para a resolugdo deste item, utilizaremos a conservagao energia mecanica do satélite na
orbita de transferéncia. Sendo v{, a velocidade do JWST no referencial do Sol ao ser
langado da Terra e vy sua velocidade final ao alcancar Lo, temos:

Emeci = EmeCf

ln GMg 1, GMo

20 Te 72f TLy

Em que rp, = rg + = ¢é a distancia de Lo até o Sol. Como vy deve ser a velocidade
necessaria para manter o satélite em uma orbita circular heliocéntrica, temos que vy =
wr,. Assim:

GM, 1 GM,
o T2 = Slelre + o)) - 0
e T+ T

<

N
<
S

2GMpr  GMg [(r@ + z)? N 2z ]

(rg +o)rg T & (rg + z)
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Substituindo os valores numéricos, obtemos v ~ 30,38 km/s.

Resta agora relacionar v{, (velocidade de langamento no referencial do Sol) com vy
(velocidade no referencial da Terra). Para isso, empregamos a mudanga de referencial
entre a Terra e o Sol:

UJW ST—Sol = VJWST—Terra T UTerra

! G M,
Em que VywSsT—Sol = Vg € VJWST—Terra = V0, € UTerra = T®® ~ 2978 km/s

Agora, usamos o fato apresentado na dica de que, no referencial girante—isto é, que
acompanha o giro da Terra em torno do Sol—terrestre, o JWST deve seguir em linha reta
(desprezando a Forga de Coriolis) em diregdo & Lo, onde chega em repouso. Para tanto,
sua velocidade de lancamento em relagao & Terra deve ser perpendicular a velocidade
da Terra (UywsT—Terra L Urerra)- Logo, pelo Teorema de Pitagoras:

vy = vg + v = |vo ~ 6km/s

(¢) Aqui, utilizamos novamente a conservagao da energia mecanica. Temos:

Como a distancia final é muito maior que o raio da Terra (ry » Rg), desprezamos o
altimo termo. Assim, isolando ug:

2G Mg,
Rg

ug = 'Ug'i-

Substituindo os valores numeéricos tem-se, por fim:

ug ~ 13km/s

Perceba que essa velocidade é levemente maior do que a velocidade de escape da Terra,
Vese & 11,2km/s.

8. Funcido de Massa (45 pontos)

Durante sua estadia no Hotel Fazenda Ribeirao, Hugo observava a estrela Plo I com seu telescopio.
Comparando o seu espectro com o de outras estrelas, ele descobre que Plo I é uma estrela de
néutrons e estima sua massa como sendo M; = 2Mg. Ele também observa que Plo I possui
variagoes senoidais em sua velocidade radial ao longo do tempo e conclui que Plo I deve fazer
parte de um sistema binario com outro corpo celeste, Plo II. Observando a curva de velocidade
de Plo I, Hugo também determina que Plo I possui uma orbita circular de periodo P e velocidade
radial maxima K. Porém, ele nao sabe qual é a massa My de Plo IT e nem qual é a inclinagao 4
do plano orbital do binario em relagao ao plano do céu, representada na figura a seguir.
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Normal do planoorbital

Linha devisada
LB - o o

(a) (30 pontos) A partir da 3% lei de Kepler e da 2? lei de Newton, encontre uma expressao
para a funcao de massa do sistema binario formado por Plo I e Plo II em termos de P, K
e constantes universais. Vocé pode utilizar que a fungao de massa é dada por:

M3 sin® i

f - (M1 + M2)2

(b) (10 pontos) Utilizando suas medidas, Hugo calcula que a fun¢do de massa do binario é
f =46,2Mg. Desejamos encontrar o valor minimo Ms ,,,;,, para a massa de Plo II, sabendo
que ele corresponde ao caso em que ¢ = 90°. Suponha My in » M;. A partir disso,

determine M3 ;5. Seu resultado é condizente com a hipétese? Responda SIM ou NAO,
justificando com calculos.

Dica: (1+z)" ~ 1+ naz, se |z| « 1

(¢) (5 pontos) Com base em sua resposta do item anterior, conclua: é mais provavel que Plo
IT seja um exoplaneta, uma ana branca, uma estrela de néutrons ou um buraco negro?

Solugao:

(a) Seguindo a dica do enunciado, pela 32 lei de Kepler, temos que

P2 B 472

? G(Ml + Mz)

Utilizaremos a 22 lei de Newton para nos livrarmos do semi-eixo maior a do binario na
equagao acima. Seja v; a velocidade de Plo I em sua orbita circular e a; o raio dessa
orbita. Pela 22 lei de Newton:

GM1M2 - Mﬂ)%
a? om

Ainda, pela definicao do centro de massa:

My
M1a1 = Mgag = a3 = — Q1
M,
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Agora, para encontrarmos a; em termos de a:

a=a +a a+M1a M1+M2a
= a1 2 =01 T 701 = —————Qa1
M> Ms
M,y
) = ——a
Y7 M, + M,

Substituindo na 22 lei de Newton:

G M, _ﬁM1+M2
2 a M2

a

Isolando a:
aM2

(M1 + MQ)'U%

Sabemos também que K é a componente da velocidade de Plo I paralela a linha de

visada:
K =vsini = v = £
sin i
Logo,
G M3 sin?i
“T M+ My)K?
Substituindo na 32 lei de Kepler:
(My + M,)3P?K* B 472
G3MSsin®i  G(My + Mo)

Tirando a raiz quadrada de ambos os lados da equagao e manipulado os termos, chega-
mos em

Misin®i | PK?®
(M1+M2)2 | 27G

(b) Como o caso em que i = 90° corresponde a My = My 1in, temos que

MS

2,min

U (M1 + Mas.min)?

M3

2,min

/ (14 M1/Ma min)?

=12

2,min

M -2
f_MZ,min'<1+ 1_ )

Estamos supondo Ms pin » M, assim:

M
f%M27min'<1_2 ! )

2,min

f ~ MZ,min - 2-2\41

My min ~ [ +2M;
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M2,min ~x 5OM@

Pelo resultado encontrado, observamos que nossa hipotese de que
M2,min » M 1
é valida.

(¢) Pelo resultado do item anterior, podemos afirmar que Plo II provavelmente é um buraco
negro.

9. Um distante sistema planetario... (45 pontos)

Em um distante sistema planetario, um planeta rochoso orbita sua estrela, idéntica ao Sol, em
uma 6rbita eliptica de semi-eixo maior de 1 UA. Um jovem habitante desse planeta constatou que
a estrela possufa, em um certo dia, as seguintes coordenadas equatoriais: (a; = 18,5°,5; = 16°)

(a) (25 pontos) Adotando que os sistemas de coordenadas equatoriais e elipticos sdo dispostos
da mesma maneira que na Terra, calcule, em graus, a obliquidade da 6rbita do planeta.

O jovem habitante, como um astrénomo curioso, decide observar alguns parametros fisicos que
dizem respeito ao ocaso da estrela em seu planeta.

Sabendo que o mesmo vive no equador,
responda as seguintes questoes:

(b) (8 pontos) Qual o diametro angular da estrela, em minutos de arco, nos momentos de
afélio e periélio da orbita, observado pelo jovem habitante? Considere que a Orbita possua
excentricidade e = 0,1 e que a longitude ecliptica do periélio seja igual a 90°

(¢) (12 pontos) Qual a diferenga entre a duragdo do por da estrela no momento de afélio e
periélio, em segundos, identificado pelo jovem em suas observagoes no equador? Considere
que a duragao de um ano tropical e de um dia sideral no planeta sejam idénticos ao da Terra

e que o tempo de Ocaso é dado pelo momento em que o disco estelar toca o horizonte até o
instante de seu total desaparecimento.

Solugao:

(a) (10 pontos) Primeiramente, desenhamos o seguinte triangulo esférico com vértices no
ponto vernal 7, na estrela E - sob a ecliptica - e sua projegao no equador E’

~E
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Assim, podemos escrever, a partir da lei dos 4 elementos, a seguinte expressao:

cot § sin @ = cos v cos 90° + sin 90° cot €

cotdsina = cote

Utilizando as coordenadas dada no enunciado, encontramos, a partir da equagao acima,
em |e=421°

(b) Para esse item, basta expressarmos as distancias afélicas e periélicas como funcdo do
semi-eixo maior a e da excentricidade e. Temos dgfeiio = a(1 + €) € dperictio = a(1 —e).
Sendo assim, teremos os seguintes didmetros angulares

o Afélio:
6, — 2R
a(l+e)
e Periélio:
6, — 2R
a(l —e)

Substituindo os dados do raio da estrela (igual ao do Sol), do semi-eixo maior e da

excentricidade, encontramos: |6, = 29,1' |e |6, = 35,6’

(c) Primeiramente, é importante notar que a estrela terd declinagdo maxima e minima,
respectivamente, devido ao fato da longitude ecliptica ser de 90°. Ainda, é importante
notar que a mudanga de velocidade angular do Sol nao alterara significativamente o
periodo de um dia solar, dado que o maior responsavel pelo movimento aparente do
Sol é o movimento de rotagao do planeta,que possui uma velocidade angular muito
mais significativa que a devida ao movimento de translagdo. Sendo assim, é uma boa
aproximagao considerar, para ambos os casos, um dia solar de 24 h. Sendo assim, a
unica mudanga que causard uma diferenga significativa na duragao do ocaso da estrela
serd a diferenca de seu didmetro para ambas as situagoes

Como a declinagdo é maxima, ela corresponde ao valor de €, e portanto a velocidade
angular do sol nesse paralelo sera

w =wcose

Assim o tempo para percorrer um didmetro solar sera:

0

W COos €

At =

Assim a diferenga do tempo de ocaso para o periastro e apoastro sera:

0, —0,

W Cos €

At
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