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Instrucoes Gerais

. Identifique seu niamero de candidato(a) em TODAS as folhas de respostas. Nao coloque

mais nenhum meio de identificacao pessoal;

Escreva o Numero de cada Questao nas folhas de respostas;

. Enumere as folhas de resposta em ordem crescente com o numero das questoes. A

enumeracao nao deve reiniciar a cada questao;

Se nao responder a uma questao, faga upload de uma folha escrito "em branco"e associe
as questoes correspondentes;

A duracgao da prova é de 3 horas e 30 minutos;

A prova é composta por 10 questoes (totalizando 300 pontos);

A prova é individual e sem consultas;

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programéveis/graficas;
Nao é permitido o uso de celulares ou similares, nem calculadoras de celulares;

Todo o desenvolvimento, célculos e respostas das questoes devem ser feitos nas folhas de
respostas. Serao desconsideradas as respostas que requererem, mas nao apresentarem,
as devidas explicagoes e desenvolvimentos matematicos.

Ao final da prova, devolva as somente as folhas utilizadas para resolucao.

Uma tabela de constantes com informagoes relevantes para a Prova Teorica esta dispo-
nibilizada.

Prova Teérica P3 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2024
TOTAL DE PAGINAS: 22



Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Préton

Ao Mmedido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%2 kg
1,74 - 105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%6 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10** m
206 265 UA

6,67-10" N . m?*.kg >
8,314 N-m-mol »K™!
6,63-10734 J -
1,38-1072 J. K !
5,67-108 W .m 2K™*
2,90-103 m-K

67,8 km - s 1-Mpc~t
3,0-10° m/s
1,67-1072" kg

656 nm
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Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Tridngulo Esférico:

Lei dos senos:
sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(A)  sen(B)  sen(C)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A)

Lei dos quatro elementos:

cot(b) - sen(a) = cot(B) - sen(C) + cos(a) - cos(C)

Forma Polar da elipse (a partir do foco):

_a(l—e?)
" 1+e-cos(d)

r(0)

Forma Polar da elipse (a partir do centro):

r=a(l —e-cosE)

Equacao de Kepler :
M =FE —e-senF

e Se necessario, use que:

Jd—lena:—kc
x
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Questoes Curtas

1. Entre Paredes (10 pontos)
Um observador esté localizado na latitude ¢ = 40° N, no ponto A. Duas paredes perpendiculares entre
si (com altura de 5 metros) estdo a sua frente. A figura abaixo mostra a vista do observador a partir
do zénite. A distancia do observador até cada uma das paredes é de 10 metros. Entre as estrelas que
estdo sempre visiveis ao observador, qual é a declinagdo minima? (a flecha da figura aponta em diregao
ao norte, ao longo do eixo de simetria das paredes).

Solugao: Seja P o ponto mais alto de interseccao das duas paredes e () o ponto superior mais
proximo do observador. Por geometria, as distdncias zenitais desses pontos sao

102
Zp = tan ™! <0;/7) ~ 70,53°

10
2o = tan™? (5) ~ 63,43°

Ainda, a diferenca de azimute entre QQ e P é AA = 45°. A borda superior da parede, projetada na
esfera celeste, forma um arco de circulo maximo. Pela lei dos 4 elementos, o dngulo 8 = ZQPZ é
tal que

cot Bsin AA + cos AAcos zp = cot zg sin zp

5 = tan~! ( sin AA

cot zg sinzp — cos AAcos zp
A distancia dp do ponto P ao polo celeste norte é

> ~ 51,57°

Sp = 2p + ¢ —90° ~ 20,53°

O complemento da declinagao da estrela pedida no enunciado corresponde & distancia entre o polo
celeste norte e o arco de ciculo maximo formado pela borda superior da parede. Pela lei dos senos:

sin 90° sin 8

sinop  sin (90° — Gpin)

Smin = cos™ ! (sin Bsindp) ~ 70,57°

2. Telescopio Kleperiano (10 pontos)
A objetiva e a ocular de um telescopio sao lentes simétricas duplamente convexas feitas de vidro com
um indice de refragao n = 1.5. O telescopio é ajustado ao infinito quando a separagao entre a objetiva e
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a ocular é Ly = 16 cm. Determine a distancia L que separa a objetiva e a ocular do telescopio ajustado
ao infinito quando ha Agua no espago entre a objetiva e a ocular (ny = 1,3).

Solucgao: Seja f,, o comprimento focal da objetiva e f,. o comprimento focal da ocular, sabemos
que a distancia inicial é dada por:

LO = fob +foc

Apos a adi¢ao de d4gua no tubo do telescopio, teremos que, pela Equagdo do Dioptro Esférico, o foco
efetivo f.y da objetiva podera ser calculado por:

1 n n—1

0 P1 Rob

o nw _nw—n
-p1 fer —Reop
Logo:
nw n—1 nw-—n
fer Rob * —Rop
ou seja:

nWRob

fef

Sabemos, contudo, pela Equacao dos Fabricantes de Lentes, que:

- 2n —nw — 1

Rob = 2(” - 1)fob

entao:
QTLW(TL - 1)f0b
fef =
2n — nw — 1

Analogamente, o foco efetivo da ocular f! s ¢ dado por:
= 2w = Dfoe
ef 2n —ny — 1

Assim, temos que:
L= fef + féf

Substituindo os valores numeéricos, obtemos que:

3. Transito Diferente (10 pontos)
Considere um planeta que realiza uma orbita eliptica de semi-eixo maior a = 4 UA e excentridade
e = 0.4 ao redor de uma Super Gigante Vermelha de massa M; = 25 M. Observadores na Terra
observam diminuigoes periédicas no fluxo da estrela devido & transitos planetarios que duram, em média,
At = 167 dias. Sabe-se que os momentos de alinhamento central dos transitos ocorrem sempre no
apoastro e que ocasionam em uma variacdo de magnitude Am = 0.000001. Com base nisso:

(a) (8 pontos) Encontre o raio R da estrela em termos do raio do Sol.

(b) (2 pontos) Encontre o raio r, do planeta em termos do raio de Jupiter.
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Solugao:

(a) Este item pode ser resolvido por simples geometria. Primeiramente, imagine um sistema de
coordenadas cartesianas com um eixo x no semieixo maior e um eixo y paralelo ao semieixo
menor, com origem no foco que contém a estrela. Uma vez que o observador estd vendo o
transito na diregao do apoastro, a coordenada y do planeta no inicio do transito corresponde
ao raio Ry da estrela. Podemos achar essa coordenada usando a famosa Equagao de Kepler:

M=F —esinFE

27t
Em que M = wt = 23 se trata da anomalia média e F é o que chamamos de anomalia

verdadeira. t é o tempo que se passou desde a ultima passagem do planeta pelo periastro.
Devido a segunda Lei de Kepler e a simetria da elipse, sabemos que:

P=2+At=t= P_Tm
A partir da Terceira Lei de Kepler:
P2 SX; o3
P = 584 dias
Logo:
t =125 dias = M = 1,3449 rad
Iterando, encontramos que E = 1,7392 rad. Da geometria, sabe-se que y = bsinE =

asin Ev/1 — e2. Com essa informacao, finalmente:

Ry = 776 Reol

(b) E uma aproximagao pertinente dizer que o fluxo observado da estrela é proporcional a sua area
que é observada. Dito isso:

Uma vez que temos a variacao total de magnitude, veja que, pela Equagao de Pogson:

Am = —25log (g)
0

O que nos leva a, finalmente:

Tp = 7,42 Rjup

4. Neutrinos Césmicos (15 pontos)
Neste problema, vamos calcular a relagao entre a temperatura da radiagao césmica de fundo e a tem-
peratura dos neutrinos cosmicos apds a aniquilagao de elétrons e positrons, usando a conservacao de
entropia.
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Sabemos que quando a temperatura do universo era aproximadamente 101K (~ 1MeV), os neutrinos
cosmicos se desacoplaram. Apos este evento, na temperatura de 5 x 10 K (~ 0.5 MeV), os pares elétron-
positron se aniquilaram e ap0s isso, nao interagiram mais com outras particulas.

A aniquilacao ocorre conforme a equacao:
et +e” >v+7
resultando na producgao de dois fétons. Esta producado de fotons retarda a taxa de resfriamento da
radiagao cosmica de fundo.
A lei de conservacao da entropia no universo é dada por:

d(sa®)

~-0
dt

onde a é o fator de escala e s é a densidade de entropia, que é dada pela soma das densidades de entropia
de cada particula compondo o universo. Assuma a seguinte expressao para a densidade de entropia de

um boson: )
2T
Sp = EQbe

onde Ty é a temperatura da particula, g, é o grau de liberdade ou niimero de espécies da particula. Para
um férmion, a expressdo é a mesma exceto por um fator multiplicativo adicional de 7/8.

Apoés a aniquilagao dos pares elétron-positron, calcule a razao entre a temperatura dos neutrinos
cosmicos e a temperatura dos féotons da radiagao coésmica de fundo. Sabemos que os elétrons e
positrons tém dois estados de spin cada um. Vocé pode considerar que apenas fétons, elétrons e positrons
contribuem para a entropia do universo de maneira significativa.

Solucgao: Inicialmente, hd uma alta temperatura e um equilibrio térmico entre f6tons e neutrinos.
Quando a temperatura diminui, os elétrons e poésitrons e aniquilam formando fotons, o que afeta
a temperatura dos fétons mas ndo a dos neutrinos, pois elas ja estao desacoplados. A densidade
de entropia do universo deve permanecer a mesma antes e depois da aniquilagdo dos elétrons e
positrons. Antes da aniquilagao, ela possui contribui¢oes de fétons, elétrons e positrons. Apods a
aniquilagao, ela inclui apenas contribuigoes de fétons. Para os fétons, temos g, = 2, pois possuem
dois estados de polarizagao. Para o elétron e o poésitron, g = g.+ = 2, pois possuem dois estados
de spin. Como f6tons sdo bosons e elétrons/positrons sdo férmions, a densidade de entropia antes

da aniquilagao é
7 272 11 272
=(24+=.4). 23 __.2_73
%0 <+8 ) 15 3 15 0
Apos a aniquilacdo, apenas os fotons contribuem:
272 3
sp=2 75 s

Como o fator de escala nao muda significativamente durante a aniquilagao, podemos igualar as duas:

11 4 3
?T%O =215

T%f B E 1/3
T,0o \ 4

Como os neutrinos se desacoplam antes da aniquilagdo, sua temperatura escala com a expansao do

universo: 1
Toc—
a
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Como a conservagao de entropia afeta somente a temperatura dos fétons, a temperatura dos neutrinos
depois da aniquilagao permanece relacionada com a temperatura antes da aniquilacao através de:

Tl«f = T%O

Assim, a razao entre T, y e Ty y é

Tu,f T"hf — <11)1/3

T%f T'y 0 4
T,
vl 0,714
T%f

Questoes Médias

5. Parametros de Distancia (30 pontos)
A distancia de luminosidade dj é definida em termos da relagdo entre a magnitude absoluta M e a
magnitude aparente m de um objeto astrondomico M = m — 5(log(dr) — 1), e a distancia de angulo

didmetro d4 é definida em termos do tamanho fisico x de um objeto e do tamanho angular 6 do objeto
. X C oAl s . , . N P
visto da Terra: dg = 2 A distancia radial comovel de é semelhante a distancia propria, mas leva em

consideragao a expansao do universo, resultando em uma distancia que nao muda no tempo; é igual para
a distancia prépria dp no momento.

(a) (10 pontos) Mostre que a distancia de luminosidade é dada por dr, = d¢(1 + z) e que a distancia
dc

1+2z

(b) (5 pontos) A intensidade luminosa de uma fonte distante depende do redshift da forma:

de angulo diametro é dada por ds =

Loc(l1+2)™

Determine o valor do expoente m.

(¢) (15 pontos) Em um universo Einstein-de Sitter (plano e composto apenas por matéria nao relati-
vistica), um objeto de magnitude absoluta M = 2,80 ¢ medido como tendo redshift z = 1 e abrange
102 kly de diametro. Determine seu didmetro angular 6 e magnitude aparente m como visto da
Terra.

Solugao:

(a) O fluxo de um objeto muda por um fator de a medida que o universo expande.

1
(1+2)2

acontece porque o comprimento de onda dos fétons aumenta por

O primeiro fator de

um fator de 1 + z, resultando no decrescimento da energia de cada féton por esse fator.

1
O segundo fator de 1 vem do fato de que o intervalo de detecgao desses fotons é (1 + 2)

z
vezes maior do que o intervalo entre duas sucessivas emissoes de fétons. Dai:

o Lo L
Ard? Amdi(1+ 2)?
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d
A distancia do didmetro angular é d4 = — onde D é o diametro do objeto e §0 =
00 dea(t)

Perceba que o D é medido no momento da emissao do foéton ¢q:

de

da =d.a(ty) = 12

(b) E meio intuitivo que:

(c) Perceba que:

2 1 2 24 3~ 1 1
- () - (TEEE) (- )
0 Tz S ipe — V2

=7,993-10*® m

d
dy= —S = .10%°
A 112 3,997 - 10*° m

102.000 anos — luz 9,461 - 1020 -
= =2 —2.41-1075 rad
3.997 1025 m 3,997-10% e

m = 46,37

6. Sinais de Radio (35 pontos)
Considere um satélite em orbita heliocéntrica com semi-eixo maior a = 3 UA, excentricidade e = 0.3 e
inclinagao orbital em relagao ao plano da ecliptica ¢ = 30°. Utiliza-se o satélite para pesquisas cientificas,
de modo que sao enviados sinais em frequéncia de radio fy = 100 Hz periodicamente a Terra. Sabendo
que no instante inicial (¢ = 0 d) o satélite esta em seu periélio e esta alinhado com a Terra, estando no
nodo ascendente de sua 6rbita, responda:

(a) (10 pontos) Calcule a anomalia verdadeira 6 do satélite passado 50 dias desde o instante inicial
de alinhamento.

(b) (10 pontos) Calcule as coordenadas eclipticas do satélite (Ag,bs) e da Terra (Ag, bg) passado 50

. . o . : i . (dX\s dbg
dias desde o instante inicial de alinhamento e suas respectivas variagoes temporais:

d g dbg
dat ’ dt )’
(c) (5 pontos) Encontre uma expressao literal para os vetores posi¢do do satélite g e da Terra g
passado 50 dias desde o instante inicial de alinhamento em fungao dos parametros mencionados no

enunciado e no item anterior. Obtenha também a expressao para o vetor da distancia 7 entre o
satélite e a Terra.

dt dt

(d) (10 pontos) Determine, por fim, a frequéncia f dos sinais do satélite recebidos pela Terra passado
50 dias desde o alinhamento.
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Solugao:

(a) Para resolugao desse item, devemos primeiramente calcular a anomalia excéntrica do satélite
passados 50 dias desde o instante inicial. Para isso, acompanhe:

M =F —esinFE

|GM
G—3t=E—esinE
a

substituindo os valores numéricos e iterando, encontramos o valor de F. Portanto, conseguimos
calcular a anomalia verdadeira € pela seguinte relagao:

substituindo o valor de M:

a(l—e?)

a(l —ECOSE) = m

ou seja:
0 1—e? 1
=arccos | ——— — -
e(l—ecosE) e

(b) As coordenadas eclipticas da Terra podem ser calculadas por:

)\@ = w@t

be = 0

Ja as do satélite, devem ser calculadas por trigonometria esférica. Acompanhe a figura:

Temos:

As = arctan(tan 6 cosi)

bs = arcsin(sin 6 sin1)

e suas variacoes temporais podem ser calculadas por:

A
e @
dbg
o _p
dt
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e
s sec? f cos i GMa(l — e?)

dt 1+ (tanfcosi)? r2
dbs cos fsini GMa(1 — e2)

dt /1 — (sinfsini)2 2
c¢) Nesse caso, teremos que:
(c) ; q
T = Te cos(wat)T + e sin(wet)y
r$ = TrgcosAcosbl + rgsin Acosby + rgsinbz

entao
7 =1rgcosAcosb — rg cos(wept)Z + rgsin A cosb — rg sin(wgt)y + rgsin bz

(d) Calculando o mo6dulo de 7, obtemos que:

r= \/ré + 1% — 2rgrs cosbeos(\ — wgt)
Entao, para obter a velocidade radial do satélite, basta derivar a expressao acima, tal que:

rsrs + rgrs sinbcos(A — wgt)b + rers cosbsin(A — wet) (A — wg)

Up =T =
\/7'(29 + r%. — 2rgrg cosbcos(A — wegt)

em que rg pode ser calculado por:

. G o
s =, | ———5<esin
§ a(l —e?)
entao, por fim:
fo o _vr
f
logo:
fo
f —
1+ =

7. Star Wars (35 pontos)
A nave Millennium Falcon, enquanto fugia dos soldados do Império Sith, adentrou uma nuvem esférica
de raio R preenchida uniformemente por poeira de densidade p. Sabe-se que as particulas de poeira,
durante o percurso da nave, sofrem colisoes eldsticas e, portanto, nao sao acretadas. Para essa questao,
pode-se aproximar a nave para um disco de espessura €, raio r e massa M. Sabe-se que a nave esté se
movendo com velocidades relativisticas, visando fugir o mais rapido possivel de seus inimigos, e que
sua velocidade inicial é vg.
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(a) (15 pontos) Mostre que a magnitude da forga de arrasto atuante na nave, no referencial do
laboratorio, é dada por:
B 8y2prev?

F
3
em que 7 ¢é o fator de Lorentz da nave.

(b) (20 pontos) Calcule o tempo total ty que a nave permanece na nuvem de poeira, no referencial do
laboratorio.
Dado: Se necessario, use que:

dx V1—22

=— C
224/1 — 22 T *

= arcsinhz + C

J dx
V1+a?

Solugao:

(a) Para calcular a forga de arrasto resultante, devemos considerar as colisdes das particulas de po-
eira na nave. Para o que segue, considere o seguinte esquema, supostas elasticas, no referencial
da nave:

A variagdo de momento na horizontal pode ser calculada pela expressao:
dp’ = vp'v(1 + cos 20)dV’

em que dV' é o volume percorrido pelas particulas de poeira até colidirem com o cilindro.
Perceba que, no referencial do laboratorio, vp = p’. Assim, usando que dV = vrdf cos Oedt’,
obtemos:

Ap' H
Fl = AIt)’ =72pv26j (1 + cos 26) cos 6do

jus
2
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Perceba que, pela transformacao de forgas na relatividade:

F,=F.
Assim: .
F, = v*pve J QW (1 + cos 26) cos 6db
-3
ou seja:
[ 8’}/2/;7‘61}2

(b) Para resolver esse item, precisaremos utilizar a Segunda Lei de Newton relativistica para a
nave. Ou seja:
dv 82 prev?

3
MG = 3
assim:
dv Sprev?
it T 3M
substituindo o valor de 7, usando que ¢ = 1, e manipulando:
v dv _ 8per J t it
vo v2 V31— v2 3M 0

Pelos dados do enunciado, obtemos entao que:

V1—02 \/l—vg_Spert

v Vo 3M

dx
dt’

2R to dt
Jy =]
0 0

2
- <3M«/1 —v3 + 8pervot>

manipulando e usando que v = obtemos que:

3M’U0

Utilizando as integrais dadas:

/1 — 2 2
2R = —SM (arcsinh <3M 1= v+ 8p67“vot0> — arcsinh (1 Y% >>
8per Vo

3M’UO
logo:
2 2
Yo Yo
3M . 16 Rper . 2 SMAJ1 - 2
to = sinh + arcsinh o —
8perc 3M 20 8pervy

Repare que colocamos ¢ apenas para ajustar as unidades.

8. Aboébolua (35 pontos)
A malvada bruxa Paula Henrica langou um feitigo na noite de Halloween que transformou a Terra em um
disco plano de densidade superficial de massa o e raio R. Brabinela, que inicialmente estava dormindo,
acorda exatamente no centro do disco. Assustada, ela corre desesperadamente para frente e acaba sendo
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presa, devido a sua acao precipitada, em pequenas oscilagoes radiais de amplitude ryp << R. Sabendo

que
que

a Terra mantém seu movimento de rotacao em torno de um eixo perpendicular a sua superficie e
passa pelo seu centro, porém com duragao sincronizada ao do periodo de oscilagao de Brabinela,

responda:

(a)

(15 pontos) Mostre que o modulo do campo gravitacional radial atuante em Brabinela, quando a
uma distancia r = nR do centro do disco, pode ser calculada pela expressao:

G V1= n2sin?
g:2Gaof In 1 sin 6+ 1 cos6 cos 0df
0 /1 —n2sin”0 —ncosh

(5 pontos) Mostre que para pequenas oscilagoes, ou seja  — 0, 0 médulo do campo radial atuante
em Brabinela se reduz para:

7Goor
R
e encontre a equacdo de movimento e o periodo de oscilagoes radiais de Brabinela no referencial
girante.

(10 pontos) Devido a rotagdo terrestre, em um referencial externo, Brabinela estard se movi-
mentando tanto radialmente quanto longitudinalmente. Sabendo disso, mostre que a trajetoria de
Brabinela, em relagao a um referencial externo, é uma elipse de curva:

_ A
" 1+ Becosf

r(6)

e encontre os valores das constantes A e B.

(5 pontos) Por fim, no referencial de Brabinela, a Lua movimenta-se rapidamente no céu, de modo
que seu movimento resulta na imagem aparente de uma abobora (elipsoide). Encontre o angulo
solido total 2 ocupado pela apavorante Abobolua no céu. Considere que a distancia da Lua a Terra
permanega inalterada e igual a dr;, >> R, que a Lua se localiza no eixo de rotacao da Terra, e que
seu raio é Ry >> rq.

Solugao:

(a) Para resolver essa questao, acompanhe a seguinte figura:
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Uma pequena area dentro de uma cunha na figura acima tem uma massa or drdf. Entao,
no ponto dado P, a magnitude do campo devido a esta pequena area é o(r drdf)/4meqr? =
o dr df/4megr. Mas apenas o componente vertical (no plano da pagina) sobrevive, o que traz
um fator de cos ), resultando em o cos 6 dr df/4megr. Se integrarmos isso de r = 0 até um dos
r1 ou ro na figura acima obtemos um resultado infinito. No entanto, a divergéncia de uma
cunha cancela a divergéncia da outra, porque o campo devido ao segmento curto da cunha
cancela o campo devido & parte da longa cunha até uma distancia r1. A parte nao cancelada
da longa cunha vem dos valores de r variando de r; até o final em r5. A componente vertical
resultante do campo das duas cunhas opostas na figura acima é, portanto,

- Go cos O drdf — Coln (r2

) cos 0 db.

o) T 1

Agora devemos integrar este resultado ao longo de 6. Podemos integrar de 0 a 7/2 e depois
dobrar o resultado; isso cobrirda todo o disco. A tarefa agora é encontrar r; e ro em termos
de 6. Podemos encontrar o usando a lei dos cossenos no tridngulo envolvendo ry na figura
anterior. Isso dd& R? = (nR)? + r3 — 2(nR)rz cos §. Resolvendo esta equagao quadratica para
ro e escolhendo a raiz positiva, temos

T =R<\/1n2s,in29+ncost9).

O processo envolvendo r; (com o tridngulo contendo o angulo m — 6) é o mesmo, exceto pela
substitui¢ao de cosf com — cosf. Entao, integramos o resultado na equagao anterior de 0 a
/2 e obtemos

/2 1— n2si 29 0
g= QGUJ. In \/ st U+ neos cos @ df.
0 V1 —n2sin®60 — ncos

(b) Vamos agora olhar para pequenos valores de 1. Podemos ignorar termos de ordem 72, entdo o
termo logaritmico na equagao acima torna-se

2
I (1 —l—ncos@) n ((1 + ncosf)

~ln(l+2 0) ~ 2 2]
1 —mncosf 1—172(:0320) n (1 + 2ncos0) 1 cos 6,

onde usamos In(1 + z) ~ z. Substituindo isso na equagao anterior da

/2 rGor

R

g = 4GU77J

. cos?0df = 4Gon (%) =
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Logo. no referencial girante, teremos que:

.. rGo 9
r=— R r+wr
Entao:
w? = % —w?
Tal que:
TGo
“=\2r
assim:

| 2R
T =21\ | ——
T mGo

A equacao da trajetoria nesse caso é dada por:

‘T(t) = rg cos(wt) ‘

Nesse caso, considere que inicialmente Brabinela se situava no eixo z, teremos que as suas
coordenadas x e y serao representadas por:

x(t) = r(t) cos(wt)

y(t) = r(t) sin(wt)
Substituindo o valor de 7(¢) e utilizando artificios trigonométricos, obtemos que:

o(t) = ro(1 + cos(2wt))
2
enquanto que:
T sin (2wt
y(t) = 72( )

Manipulando as duas expressoes algebricamente, encontramos que:

_T0)? 2_(7;0)2
(‘T’ 2) =13

que é a equagao de uma circunferéncia (elipse de excentricidade nula). Assim:

. T
ouseja,A:?OeB:O.
Nessa situacao, a area da Lua no céu vai ser equivalente & de uma circulo de raio:
r=—+R

5 L
entao: )

T

A=r (50 + Ry

assim, concluimos que o angulo solido da Abdébolua é dado por:

Prova Teérica P3 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2024
TOTAL DE PAGINAS: 22




Pagina 17

Questoes Longas

9. Separacao de Massa (60 pontos)
A separacao de massa em aglomerados estelares é um fendomeno que ocorre em aglomerados
estelares quando, apds muito tempo, as estrelas mais massivas se separam significativamente das mais
leves. Isso significa que, em média, as estrelas mais massivas sao encontradas mais proximas ao centro
do aglomerado, enquanto as mais leves sao encontradas em maiores distancias e algumas até escapam
do aglomerado.

Para simplificar o problema, assumimos inicialmente que as estrelas do aglomerado sao semelhantes em
termos de massa e velocidade, e definimos a massa total do aglomerado M, a massa de uma estrela
m, o raio do aglomerado R, a velocidade de uma estrela no aglomerado v, e o ntiimero de estrelas no
aglomerado N.

(a) (10 pontos) Usando o teorema do virial, obtenha a velocidade quadréatica média de uma estrela
no aglomerado em fungdo dos parametros do aglomerado. Suponha que a densidade estelar no
aglomerado seja uniforme.

(b) (10 pontos) Derive o raio efetivo de colisdo, r.sr, que é a distancia em que duas estrelas, em
meédia, colidem. Suponha que a energia potencial de uma estrela a uma distancia r. sy de outra seja
igual & energia cinética de cada estrela. Para os calculos, assuma duas estrelas idénticas de massa
média. Deixe sua resposta em termos de R e N.

(¢) (10 pontos) Calcule o tempo de relaxacao de uma estrela, t,cjq., que é o tempo maximo que uma
estrela pode se mover livremente no aglomerado sem colidir com outra estrela. Expresse este tempo
apenas em termos de N, R, e v.

(d) (20 pontos) Até agora consideramos que todas as estrelas possuem a mesma massa. De agora
em diante, a i-ésima estrela possuira massa m; e velocidade v;. Considere uma colisdo entre uma
estrela massiva de massa my4 e uma estrela leve de massa mpg, com m4 » mpg. Calcule a razao
entre os tempos de relaxacao da estrela leve e da estrela massiva apds a colisao.

(e) (10 pontos) Como vocé explicaria a separagdo de massa se muito tempo tivesse passado desde a
formacgao do aglomerado (¢ » treiaz)?

Solugao:
(a) Pelo teorema do virial, temos que
2K+U =0
Onde K ¢ a energia cinética total do aglomerado e U a sua energia potencial gravitacional.
Como sua densidade é uniforme, sabemos que a expressao para U é
3G M?
SR

Ainda, K é a soma de todas as energias cinéticas:

N 2 2
m;v Mo

K = E =
i=1 2 2

Substituindo essas duas expressoes na equacao do teorema do virial, obtemos a resposta final:

Yo [3GM
~V 5R
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(b)

Pelo enunciado, quando duas estrelas estdo a uma distancia r.fy uma da outra, a energia
potencial gravitacional é igual a energia cinética de uma das estrelas:

Gm?  mv?

Teff 2

2G'm
02

No caso médio, m = M /N e v ¢é a velocidade encontrada no item anterior. Substituindo:

10R
"I 3N

A estrela possui um raio efeito r.ys para colisdes. Quando ela se move por um tempo At, ela
varre um cilindro de volume
mﬁf FUAL

Nesse tempo, ela colide com um certo ntmero de estrelas, dado pelo volume varrido multipli-
cado pela densidade numérica de estrelas:

N ) 3er§ff
R 3 Tre AL = IR At

Quando At = t,ejqz, & estrela colide com apenas uma estrela:

3er3ff

Wtrelar =1

4R3
2
3ereff

trelaw =

Substituindo a expressao de 7¢y:

3NR
25v

trelaz =

Assumimos a colisdo como sendo frontal e elastica. Nas equagoes de conservacdo de momento
linear e energia a seguir, o subscrito 0 indica uma quantidade antes da colisao e f apos:

MAVAQ + MBUB) = MAVAf + MBUBF

2 2 _ 1 2 1 2
~MAVYy + zMBUBy = SMAVAy + 5MBUBy

2 2 2 2
Essas equagoes tém uma solugao conhecida do estudo de colisoes:
ma — mp 2mp
VAf = VAo + VB0
ma +mp ma +mp
2mp ma —mpg
VBf = VA0 — VBo
! ma + mp ma +mp

Sem perca de generalidade, podemos assumir que a estrela mais massiva estava se movendo
para a direita e as estrela mais leve para a esquerda antes da colisao, ambas com velocidade
de moédulo v. Ainda, utilizando a condigao ma » mp:

2mB

’UAf%U—miA’U%U
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vy ~ 2V +v = 3v

Do item anterior, sabemos que o tempo de relaxagao é inversamente proporcional a velocidade.
Assim, a razao pedida é dada por

trelam,B _ VAf _ 1

trelax,A UBf 3

(e) Do item anterior, sabemos que, a cada colisdo, uma estrela leve aproximadamente triplica sua
velocidade e diminui o tempo até a proxima colisao por um fator de um tergo. Assim, ela
passa a ter colisdbes mais frequentes do que uma estrela massiva, e adquire uma velocidade
consideravelmente alta, fatores que fazem com que ela tenha uma maior tendéncia a se afastar
do centro do aglomerado ou até escapar gravitacionalmente dele se sua velocidade for alta o
bastante.

10. Acrecao (60 pontos)
Considere sistemas binarios em que uma das estrelas é uma gigante vermelha e a outra é uma estrela
de néutrons. A estrela de néutrons atrai matéria da gigante vermelha, formando um disco de acregao.
Parte dessa matéria pode passar pelo ponto de Lagrange L; e formar um jato de acrecao ao redor da
estrela de néutrons, como mostrado na figura abaixo.

Radiacdo do disco de acrecdo

/ T N
—— ]

Gigante Viermelha

\ Disco de Acrecdo
Estrela de Neutron

A gigante vermelha é definida como tendo massa igual ao do Sol e a estrela de néutrons com massa igual
a 1.4 Mg e raio de 10 km. O disco de acrecao resultante tem um raio de 7,4, medido do centro de
massa da estrela de néutrons. Finalmente, 7,,;, é o raio da superficie da estrela de néutrons. A taxa de

acre¢ao m é constante e dada por m = AAT.

(a) (5 pontos) Se uma massa m se move com um raio r em uma orbita circular em um disco de acregao

de massa, mostre que a energia potencial gravitacional da massa é dada por F = fGé\{ m,

(b) (10 pontos) Prove que quando o raio orbital da massa muda de uma quantidade Ar << r, esse

raio brilhard com luminosidade Lyin, = Gé\fzm Ar.

(c) (8 pontos) Suponha que a energia de acregio seja dissipada como radia¢do térmica com tempe-
ratura T. Prove que a luminosidade total acima e abaixo do anel fino de espessura Ar no raio r é
obtida como Lyng = drroT*Ar.

(d) (6 pontos) Determine a temperatura da superficie na parte mais interna do disco de acregio,
quando a taxa de acrecdo é de 1.2 x 103 kg/s.

(e) (5 pontos) Calcule o comprimento da onda eletromagnética irradiada na parte mais interna do
disco de acregao.
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(5 pontos) Derive a relagdo entre a luminosidade L do jato de acre¢ao em termos da taxa de
acrecao m, da velocidade da luz ¢ e da eficiéncia de acrecao 7.

(7 pontos) A poténcia luminosa total de todo o disco de acre¢do de massa pode ser estimada a

partir da equacao:
I_ GMm ( 1 1 >

2 Tmin T"max

Sabendo disso, encontre a eficiéncia de acregao 7, quando a massa é transferida para o raio de
uma estrela de néutrons, neste caso, considerando 7,0z >> Tmin.

(12 pontos) Determine a eficiéncia de combustao das reacoes nucleares (eficiéncia de queima
nuclear) 7,,.. Compare-a com a eficiéncia de acregio 7,.. encontrada anteriormente.

(2 pontos) Qual processo é mais eficiente na liberagio de energia? Reagdes de fusdo nuclear no
Sol ou liberagao de energia através do mecanismo de acregao?

Solugao:

(a) Nesse caso, basta perceber que a velocidade orbital de um corpo em orbita circular é dada por:

muv? ~ GMm
ro 2
ou seja:
GM
v =
r

Portanto, substituindo na férmula da energia total,

2 M
o mv® GMm
2 r
encontramos que:
B _GMm
2r

(b) Para uma pequena quantidade de massa Am que é transferida de um raio r para r — Ar, temos

que:
~ GMAm GMAm

2r 2(r + Ar)

Utilizando aproximacoes binomiais, obtemos:

AFE

~ GMAm

AFE
212

Ar

Assim, utilizando o fato de que a luminosidade é dada por

AFE
L="xr

concluimos que:

_ GMm

L
2r2

Ar
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()

Nesse caso, precisamos primeiramente calcular a area do anel. Perceba que, como Ar << r,
podemos aproximé-la para a de um retangulo de comprimento 27r e espessura Ar, tal que:

A =2nrAr

Perceba que, na Lei de Stefan-Boltzmann, deveremos considerar tanto a area do anel de cima,
quanto a do anel de baixo, de forma que:

Acry =24
assim:
L=A.poT?
ou seja:
L = 4AxroT*Ar

Nessa situagao, devemos conservar a energia dissipada pela acregao com a emitida por radiagao

térmica. Logo:
GMnm

2r2
o (GMin 1
8mors3

T=63x10°K]|

drroT*Ar = Ar

ou seja:

Substituindo os valores numéricos:

Podemos, nesse item, aplicar a Lei de Wien, de modo que:

A= —
T

substituindo os valores numéricos, obtemos:

A = 0,46 nm

Nesse caso, podemos utilizar a equagao que relaciona massa e energia para obter a seguinte

relagao:

Nessa situacao, como 7,4z >> Tmin, Obtemos que:

GMnm
I =
2T'min
Com isso, obtemos que:
. 9 GMm
NaccMC =
2Tmin
e entao:
GM
Nace = Y
27 minC

substituindo os valores numéricos, concluimos que:
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(h) Podemos representar a equagao resultante de queima nuclear do Sol pela seguinte maneira:
4H — H, + 2v
Calculando a energia total liberada, obtemos:
AFE = my c* — 4m,c?

Desse modo, a eficiéncia total pode ser calculada pela energia liberada dividida pela inicial:

my,c? — 4myc?

Nnuc =
4dmy,c?
ou seja:
mHe
hue = 4 -
Mp

substituindo os valores numéricos, obtemos que:

Nnuc = 077%

(i) O processo de acre¢do é bem mais eficiente que as reagoes nucleares.
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