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Estudo do Efeito Estufa (10 pontos)

Em 2021, Syukuro Manabe e Klaus Hasselman dividiram o Prémio Nobel pelos trabalhos de modelagem
do clima terrestre e por preverem precisamente 0 aquecimento global causado pelas atividades industriais
humanas. Nesse problema, nds vamos examinar um modelo simples do aquecimento global devido ao efeito
estufa. Os gases do efeito estufa alteram as propriedades Opticas da atmosfera terrestre na transmissao e
absorcao da radiacao infravermelha, resultando no aumento da temperatura média da terra.

Todos os objetos, em temperaturas diferentes, emitem radiagao térmica. A quantidade w(\,T)d\ indica a
radiancia espectral (poténcia emissiva por unidade de area) de um objeto a uma temperatura 7' entre os
comprimentos de onda A € A + d\. De acordo com a teoria de Planck da radiagdo do corpo negro, nds temos

2whc? 1
5 :
A €xp ()J?;T) -1

Onde he = 1,24 x 10%eV - nm e kg = 8.62 x 10~°eV /K. O comprimento de onda que corresponde ao maximo
u(A, T) € encontrado a partir da relagao A, T = b (Lei do Deslocamento de Wien). Usando a equagao (1), €
possivel mostrar que b = - h; , onde a quantidade adimensional z,,, € uma raiz nao trivial de uma equagéo da
forma f(x) = 0; vocé calculara f(z) nas préximas tarefas. O poder emissivo total é dado pela Lei de Stephan-
Boltzmann e vale T, onde ¢ = 5,67 x 10~8W/m2K*. Além disso, de acordo com a Lei da Radiagédo de
Kirchoff, um corpo em equilibrio térmico absorvendo uma certa fragao da luz incidente em um comprimento

de onda especifico, vai emitir a mesma fragcao da radiacdo de corpo negro no mesmo comprimento de onda.

u(\,T) = (1)

Nesse problema vamos assumir que o Sol € um corpo negro com temperatura equivalente a sua temperatura
média na superficie, que é de Ts = 5,77 x 10°K. O raio do Sol é Rg = 6,96 x 10°m e distancia média a
terra de d = 1,50 x 10''m. Nds denotamos por s a poténcia por unidade solar emitida por unidade de area
da terra normal a diregao da radiagao. A integral dessa quantidade em todos os comprimentos de onda, i.e.
So = [ usd), é chamada constante solar

No6s assumimos também que a terra estd em equilibrio térmico e possui a mesma temperatura em todos os
pontos da superficie. Sempre que for expressar uma quantidade desejada escreva a forma literal em termos
dos dados fornecidos no problema e encontre seu valor numérico com trés algarismos significativos. As
unidades estéo todas indicadas na folha de respostas.

A terra como um corpo negro (3 pontos)

Nessa parte, considere a superficie da terra um corpo negro e despeze as contribuicées da atmosfera terres-
tre.

AAd Encontre a constante solar, Sy. 0,6pt
A.2 Encontre a temperatura da terra, Tx. 0,6pt
A3 Encontre a fungado f(x). 0,4pt
A4 Calcule o valor numérico de z,,, e desse valor encontre o valor de b. 0,4pt
A5 Encontre A,,,., para o Sol e para a Terra. 0,2pt

Na figura 1 as fungdes yus e u(\, Tr) estao plotadas versus ), onde v € uma constante adimensional que
reescala g para que os valores dos picos coincidam.

A.6 Determine ~. 0,8pt
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Figura 1: o gréfico de u()A, T) em vermelho e de yigs em azul

Efeito Estufa (7 pontos)

Nessa parte, vamos introduzir um modelo simples no qual a atmosfera € modelada como uma fina camada
a uma pequena distancia acima da superficie da terra, de forma que a diferenca entre a area da camada
atmosférica e a area da superficie pode ser desprezada (veja a figura 2). No que se segue assuma que a maior
parte da radiagdo da terra e do sol estao proximos ao A, de cada um. Também assuma que a "camada
atmosférica’reflita uma fragéo r4 = 0,255 da radiagao visivel/ultravioleta de cima ou debaixo e transmite
completamente o resto. Assuma que a atmosfera ndo reflete qualquer radiagéo infravermelha, no entanto,
ela absorve uma fracao ¢ da radiacao infravermelha e transmite o resto. Por outro lado, a superficie da terra
reflete uma fracdo ry da radiagéo visivel/ultravioleta e absorve todo o resto da radiacao infravermelha.

Esse comportamento, conhecido como Efeito Estufa, muda a temperatura média da terra e da atmosfera.

ATMOSPHERE

Figura 2: fluxo térmico entre a terra

B.1 Assuma que ¢ = 1 e rg = 0, calcule a temperatura da terra Tr € a da atmosfera  1,0pt
Ta.

Agora assuma que rg # 0. Nesse caso, o sistema "Terra + atmosfera’reflete uma fragéo diferente da radiagéo
solar incidente, chamada de albedo e denotado por «.
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B.2

Determine o albedo o em termos de rz e r4. Entdo calcule seu valor numérico  1,6pt
pararg = 0,102 (e r4 = 0,255)

B.3

a) Expresse a temperatura da terra em termos de o, «, Sy € . 1,0pt

b) Usando os dados fornecidos e o albedo calculado, encontre o valor de ¢ para o
qual a temperatura média da terra é Tr = 288K, em acordo com os dados reais.

B.4

dTg

Encontre <2 e determine quanto a temperatura da terra aumento se ¢ aumenta  0,8pt

1%.

Assuma que T4 = 245K e Tp = 288K. Esses valores sdo de dados reais e podem diferir dos resultados
dos itens anteriores. Agora suponha um fluxo térmico nao radiotivo (isto é, convectivo) Jyr = k (Te — Ta)
mantido entre a Terra e a atmosfera, onde k& é uma constante. A quantidade Jyr é poténcia transmitida por

unidade de area.

B.5

Encontre e e k emtermos de Tz, T4, 0, a € S. 1,6pt

B.6

a) Diferenciando as duas equacgdes do item B.5 com relagao a ¢, encontre duas  1,0pt

= A fafati dT. dT
equagoes algébricas satisfetias por <4 e “72.

b) Usando essas equagdes encontre o valor que a temperatura da terra mudaria
caso o valor de e aumentasse em 1%.
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Aprisionando lons e Resfriando Atomos (10 pontos)

Nos ultimos tempos, aprisionar e resfriar atomos tem sido um tdpico fascinante para fisicos, com varios
prémios Nobel tendo sido distibuidos para essa area. Na primeira parte dessa questao, nés vamos explo-
rar uma técnica de aprisionamento de ions, conhecida como “armadilha de Paul”. Wolfgang Paul e Hans
Dehmelt dividiram o Prémio Nobel de Fisica de 1989 pelos seus trabalhos. Na proxima parte vamos investigar
a técnica de resfriamento Doppler de atomos, um dos trabalhos citados no comunicado de imprensa para o
Prémio Nobel de Fisica de 1997, entregue a Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji e Willian Daniel Phillips
"pelo desenvolvimento de métodos para resfriar e aprisionar atomos com luz laser”

Armadilha de Paul (5,6 pontos)

No6s sabemos que com campos elétroestaticos nao é possivel criar um equilibrio estavel para particulas car-
regadas. Entdo, criar equilibrio estaveis para ions requer técnicas mais sofisticadas. A armadilha de Paul é
uma dessas técnicas.

Considere um anel de carga com raio R e densidade linear de carga A\. Uma carga positiva Q de massa m é
colocada no centro do anel.

Figura 3: Um disco de densidade de carga positiva A e raio R. A origem do sistema de coordenadas esta no
centro do anel.

A1 a) Em coordenadas cartesianas (z,y,z), encontre o campo elétrico do anel 1,5pt
carregado nas proximidades do centro em primeira ordem em %, % e &.

b) Encontre a frequéncia angular de pequenas oscilagoes da particula carregada
na direcdo em que um equilibrio estavel existe.

A fim de capturar uma carga @ completamente, ndés queremos aplicar campos alternados para produzir um
equilibrio dinamico. Assuma que a densidade de carga é A = \g + ucos ), onde g, u € Q sdo ajustaveis.
Ignore os efeitos de radiacao e a equagao do movimento para pequenas oscilagdes em torno do centro do
anel na diregao perpendicular ao seu plano se torna:

Z= (—l—k‘z + a0 cos Qt) z (2)

A.2 Escreva a e kK em termos de parametros conhecidos. 0,4pt

No6s queremos obter uma solugao aproximada para o equacéo (2) fazendo as hipo6teses simplificadora que
a < 1, Q> kand a? > k. Dessa forma, é possivel dividir a solugdo em duas partes z(t) = p(t) + q(t),
onde p(t) € uma componente que varia lentamente e ¢(¢) € uma componente com amplitude pequena que
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varia rapidamente e possui valor médio igual a zero. Em outras palavras, p(¢) pode ser assumido constante
para poucas oscilacdes de ¢(t) (Veja a figura 4).

VA

:

Figura 4: Uma solugao tipica para a equagao (2) — p(t) é um movimento geral e ¢(t) representa pequenas
oscilagdes em torno desse movimento. A elipse na direita € um aumento de uma parte da trajetéria.

A3 a) Usando as aproximagdes acima, encontre uma equacao diferencial para ¢(t) 1,8pt
em funcado de a, Q2 e p.

b) Resolva a equagédo considerando as condigdes iniciais apropriadas para as pro-
priedades dessa fungéo.

A4 a) Usando a média da componente de rapida variacdo encontre a equagdo 1,5pt
diferencial efetiva para p(t).

b) Investigue a estabilidade do ponto de equilibrio e encontre a condi¢cdo para
equilibrio estavel.

Assuma que )\ = 8 x 1079C/m e R = 10cm. N6s queremos um aparelho que capture um ion com carga +e
e 100 vezes mais pesado que o hidrogénio.

A5 Calcule 0 k. Assuma que a = 0,04 e estime a menor frequéncia para estabilizaro  0,4pt
movimento do ion. Use os dados fornecidos no final da questéo.

Resfriamento Doppler (4,4 pontos)

Pode ser necessario resfriar um fon ou um atomo capturado. Assuma que o atomo capturado tem massa m e
dois niveis de energia com diferenga de E, = hw,. Elétrons no nivel mais baixo podem absorver um féton e
saltar para o nivel mais alto, mas apds um periodo 7 eles retornam para o nivel mais baixo e emitem um féton
com frequéncia predominantemente dentro do intervalo [ws — ', w4 + I

A1l Use o principio da incerteza de Heisenberg para encontrar I". 0,5pt

Por um motivo similar, se nds incidirmos um laser em um atomo capturado e a frequéncia angular wy, estiver
no intervalo [ws — I',wa + I'], 0 &tomo pode absorver o féton. Assuma que a frequéncia w;, € ligeiramente
menor que w,. Para um determinado aparelho a taxa de absorcao de fétons por um atomo no seu préprio
referencial & dada na figura 5.

Os fétons absorvidos sdo reemitidos em uma diregao aleatéria. Para tornar as coisas mais simples nés
consideramos o problema unidimensional, isto €, assumimos que os atomos podem se mover apenas na
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direcdo x e o laser incide de ambos os lados (esquerda e direita). No referencial do atomo, a luz tem uma
frequéncia maior ou menor devido o movimento dos atomos. Ja que a velocidade v dos atomos € muito
pequena, nds sé consideramos termos de até primeira ordem em v/c. Além disso, m > hwa/c?, de forma
que a velocidade quase nao muda depois de absorver um foton.

S (Rate of photon absorption)

SL

k‘“
— L >

77 wL a)A i

Figura 5: A taxa de absorcdo de fétons como funcédo da frequéncia para essa armadilha — a frequéncia
correspondente a difereca de energia entre os niveis atdbmicos é w4 e frequéncia do laser ligeramente menor
é wr,.

A mudanca na frequéncia devido ao efeito Doppler € muito pequena comparada com w4 = wy,, de forma que
a fungdo para s na figura 5 pode ser aproximada pela fungao linear:

s(w) =sp +a(w—wp) 3)

Onde s é o nimero de fétons absorvidos por unidade de tempo, s;, é o valor para w = wy, € a é ainclinagao da
reta tangente a curva em wy. A frequéncia do féton re-emitido € quase igual a frequéncia do féton incidente,
mas ele é emitido com a mesma probabilidade entre as diregbes x e —z. NO6s vamos de fato considerar que
as duas frequéncias sao idénticas. Note que vamos considerar todo o processo no referencial do atomo.

B.2 a) Assuma que atomo capturado esta se movendo com v = v, no referencial 1,7pt
do laboratério. No referencial do atomo, calcule a taxa de colisdo de fétons,
incidentes das duas direcdes com os atomos (denotadas por s, e s_) e a taxa de
absorcao de momento em cada diregao (denotadas por 71 e 7_).

b) Determine a forga efetiva que o atomo sente como uma fungao de v, k;, = wy,/c,
h e a, no referencial do laboratério. Assuma que s;, < awr,.

No6s queremos encontrar a menor temperatura que pode ser atingida usando essa técnica. Suponha que a
velocidade de um atomo foi reduzida para exatamente zero e nesse momento ele absorve um féton (que vem
de qualquer direcao) e re-emite em uma direcao qualquer, com basicamente a mesma frequéncia. Assuma
que o processo ocorre a cada T unidades de tempo.

B.3 Considere o momento de um atomo depois de um processo com as duas possi- 1,0pt
bilidades de final (o féton re-emitido para esquerda ou direita), calcule a poténcia
média absorvida pelo atomo.

B.4 Considere a forga calculada no item B.2 e calcule a poténcia que ela fornece e  0,8pt
entdo calcule o valor médio de v? no equilibrio. Usando seu conhecimetno de
teoria cinética dos gases estime a temperatura dos atomos.
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B.5 Estime essa temperatura para um atomo 100 vezes mais pesado que o hidrogénio.  0,4pt
Assuma que wy, = 2 x 10%%rad/s, 7 =5 x 107 %s e a = 4.

Massa do atomo de hidrogénio: my = 1,674 x 10~ 2"kg
Carga do elétron: e = 1,602 x 10~19C
Permissividade elétrica do vacuo: ¢ = 8,854 x 10~ 2F /m
Constante de Boltzmann: kp = 1,381 x 10723J /K
Constante de Planck normalizada: 4 = 1,055 x 10734] - s
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Pulsar Viuva Negra (10 pontos)

Um namero significante de estrelas observadas sao binarios. Uma ou as duas podem ser estrelas de néutrons
girando com uma alta velocidade angular e emitindo ondas eletromagnéticas; essas estrelas sao chamadas
de pulsares. As vezes as estrelas que as acompanham sdo tdo massivas que gradualmente ejetam sua
massa para dentro da estrela de néutrons e fazem sua massa aumentar (figura 6-a). Dessa forma, a estrela
de néutrons gradualmente "engole”uma parte da massa da estrela companheira e por essa razao a estrela
de néutrons é comparada com uma aranha vilva negra (ou aranha de costas vermelhas) que, ap6s a copula,
come partes do seu companheiro. O aquecimento do gas que entra na vilva negra gera radiagcdo que pode
ser observada. As estrelas de néutrons mais pesadas geralmente sao vilvas negras, que sao Uteis para os
laboratérios testarem a fisica elementar. A figura 6-b mostra a figura da estrela companheira da estrela de
néutrons PSR J2215+5135, tirada por um telescépio de 3,4 metros do Observatério Nacional do Ira. Nao é
possivel ver a estrela de néutrons nessa imagem, apenas a estrela companheira.

Figura 6: (a) Os gases caindo dentro da estrela de néutrons e (b) A estrela companheira PSR J2215+5135

Sistema binario (5 pontos)

Considere um modelo simples no qual a vilva-negra e sua estrela companheira sdo representadas por duas
massas pontuais M; e My que se movem em uma 6rbita circular em torno do seu centro de massa. Para
investigar a dindmica do sistema considere um sistema de coordenada que gira no qual os dois corpos estao
parados. Tome o centro de massa para ser a origem do sistema de coordenadas. Assuma que as duas
massas pontuais estao no eixo = e espagados por uma distancia a um do outro, estando M; do lado negativo.
Em um ponto arbitrario (x,y) no plano do movimento o potencial efetivo ¢(x,y) para uma massa teste € a
soma do potencial gravitacional e do potencial centrifugo.

AA Escreva ¢(x,y) em termos de My, Mo, G e a. 1,0pt

A2 Assuma que M; > M, e plote a fungéo ¢(z,y) qualitativamente. 0,7pt

Suponha (apenas para o item A.3) M> = M; /3 e assuma que M, esta cercada de gas rarefeito (com densi-
dade muito baixa). A massa de gas é insignificante e nds ignoramos seus efeitos gravitacionais. Se o tamanho
do envelope for maior que um determinado limite o gas ira ser engolido por M;. Suponha que esse fendmeno
ocorra quando x = .

A3 Encontre o valor numérico para “2 com precisao de dois algarismos signficativos.  0,5pt
Vocé pode usar a calculadora.

Tome o periodo de rotacédo das estrelas em torno do seu centro para ser P. Assuma que o fluxo de massa de
M, para M; por uma taxa muito pequena dM; /dt = 3. Essa taxa é tdo pequena que o periodo é praticamente
constante em uma rotagdo. De qualquer maneira, depois de um longo periodo de tempo, a distancia entre as
estrelas muda, enquanto o movimento permanece circular.
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A4 Determine a texa de variagao de a e P em termos de 8, M, Ms, G € a. 0,6pt

O gas que sai de M- forma um disco que gira em torno de M; e aquece devido ao atrito (figura 6-a). Conforme
0 gas perde energia, ele cai em espiral sobre M; e finalmente alcanga ela. No estado estacionario, o fluxo de
massa tem uma taxa constante 3, de M5 para o disco e do disco para M;. Ao mesmo tempo, o disco aquecido
emite radiacao térmica como um corpo negro. O disco se forma bem perto da estrela de néutrons, de forma
que os efeitos gravitacionais de M; podem ser ignorados, da mesma forma que a capacidade térmica do gas.

A.5 Determine a temperatura do disco a uma distancia r do centro da estrela M; em  1,0pt
termos de 8, M1, G e o (constante de Stefan-Boltzmann).

No sistema binario PSR J2215+5135, a massa da estrela de néutrons € Mys = 2,27M; € a massa da
estrela companheira € Mg = 0,33M, onde M, = 1,98 x 103°kg € a massa do sol. O periodo rotacional
€ P = 4,14 horas, a constante de Stefan-Boltzmann ¢ 5,67 x 10~8W/m?K* e a constante gravitacional é
G = 6,67 x 10~"'m?3/s2kg. Assuma que o fluxo de massa é 8 = Myg = 9 x 10700, /ano

A.6 Calcule a temperatura no disco em um raio » = {5 em kelvin. 0,5pt

Assuma que depois de uma explosao subita a estrela M; ejeta parte de sua massa para fora do binario a uma
velocidade muito alta e sua massa se torna M. A velocidade de M relativa a M, depois da explosdo € v’.

A7 Determine o valor maximo de v’ em termos de Mj, Ms, G e a para que o novo  0,7pt
binario permanecer ligado. Assuma que a explosao € isotrépica, qual € o minimo
valor de M para o sistema permanecer ligado?

Analise da estabilidade da estrela (5 pontos)

Nessa parte n6s vamos estudar a estabilidade de uma Unica estrela. Considere uma estrela contendo um
tipo especifico de matéria com a equagao de estado p = Kp?, onde K e v sado constantes. Seja p(r) e p(r)
a pressao e a densidade a uma distancia r do centro da estrela, respectivamente. A pressao e a densidade
no centro sé@o p. € p., respectivamente. Em todos os itens dessa parte tome os vetores apontando para fora
como positivos.

B.1 Determine a aceleragao gravitacional préximo do centro da estrela em termos de  0,2pt
r e das constantes G e p..

B.2 Derive uma equagcao diferencial para determinar p(r) no equilibrio e escreva-ana  0,6pt
forma:

d

o[ %] + rarrp =0 @

Encontre as fungdes h; € hs.

B.3 Construa uma quantidade r, na forma G!p™ p" com dimensdo de comprimento. 0,4pt

B.4 Reescreva a equacao de B.2. na seguinte forma: 0,3pt

% {Al (uw)iih;] + Ay(z)u(z) =0 (5)

Onde z = - e u = /. Encontre as fungdes A (u, ) e Az(x).

To
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B.5 Para v = 2 encontramos u(z) = 1@)  determine fa). 0,6pt

T

Assuma que para uma estrela particular %, como uma funcéo de x é dado pela curva abaixo, na figura 2:

X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-0:2]

-0:4

du
dx

-0:6]

-0.8]

-1.0

Figura 7: Gréfico de 2“

B.6 Usando o compartamento da curva na figura 2 nas proximidades de z = 0, encon-  0,8pt
tre ¥ com 3 algarismos significativos. Use uma régua se for necessario.

Para analisar a estabilidade de um sistema, nés assumimos que a estrela desvia levemente do seu equilibrio:
uma casca esférica que tem raio r no equilibrio agora tem raio 7, similarmente a g, p € p mudaram para g, p e
p respectivamente. Por conveniéncia, considere apenas pequenos r’s proximos ao centro da estrela, para o
qual podemos assumir 7 = r (1 + ¢(t)), onde €(t) < 1.

B.7 Encontre 5 e g em termos de p e g na primeira ordem em e. 0,9pt

B.8 Usando a equagao do movimento de Newton para uma camada esférica com raio  0,6pt

2 ~ - - 5 5 . .
r encontre % em termos de g, p, K, vy € %. (por % entenda a derivada parcial

de p com respeito a 7 em um tempo ¢ constante).

2 Y
B.9 Obtenha % em termos de e e constantes dadas no problema. Encontre o minimo  0,6pt
valor de v para o equilibrio estavel e encontre a frequéncia angular de oscilagdes
da estrela.




