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Q1 - Atomo de Hélio (20 pontos)

Neste problemas, exploraremos um sistema atéomico simples mas que s6 pode ser satisfatoriamente compreendido
em meados do século XX: o atomo de Hélio, ilustrado na Figura 1. Diferente do hidrogénio, que admite uma
solugao analitica relativamente simples, a determinagao dos estados eletronicos do atomo de Hélio exige a
realizagao de aproximacoes fisicas ou o uso intensivo de recursos computacionais.

e
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Figura 1: Diagrama esquematico corpuscular do dtomo de Hélio.

/

Essa questao é dividida em 4 partes: A, B, C e D. Na parte A, apresentamos o sistema de unidade atoémicas,
que simplifica bastante as contas a serem realizadas nas demais partes. Na parte B, obtemos resultados tuteis a
partir do estudo do fon He™. Na parte C, conseguimos estimar algumas propriedades fisicas do dtomo de He.
Finalmente, na parte D, apresentamos como o conceito de carga nuclear efetiva pode ser naturalmente extraido
dos resultados obtidos.

Cada uma das quatro partes contém itens que podem ser resolvidos de forma independente dos demais itens da
prova.

Se necessario, use:

o 1
/ re” “"dr = —;, paraa > 0.
0 a

e 2
/ e dy = —, paraa > 0.
0 a

Para simplificar as contas envolvidas na resolucao deste problema, os fisicos costumam utilizar o sistema de
unidades atomicas (SUA). Nesse sistema, as unidades de massa, comprimento, tempo e carga elétricas sdo
escolhidas de tal forma a se obter valores unitarios para as seguintes constantes fisicas:

e Carga elementar e = 1,602.1071° C;
e Massa do elétron m, = 9,109.1073! kg;

=9.10° N.m?/C?;

e Constante eletrostatica do vacuo K =
TED

e Constante reduzida de Planck /& = 1,055.10734 J.s.

Dessa forma, pode-se suprimir todas essas constantes fisicas de nossas contas. Valores numéricos podem ser
obtidos utilizando conversées de unidades e as férmulas simplificadas obtidas podem ser convertidas para o
sistema internacional de unidades (SI) mediante uma simples anélise dimensional.
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Al Determine o valor de 1 unidade de comprimento (1 uL.) do SUA no Sistema Inter-  1,0pt
nacional de Unidades.

A.2 A unidade de energia no SUA é chamada de hartree (1 H). Calcule o valor de 1H  1,0pt
no SI.

Comecaremos o nosso estudo de sistemas eletronicos pelo fon Het com Z = 2 prétons no ntcleo e um tinico
elétron. Por ser um sistema monoeletronico, esse ion ainda pode ser descrito pela teoria semiclassica de Bohr.
Nessa teoria 0 momento angular do elétron L é quantizado e o elétron orbita o nicleo em Orbitas r, discretas.

B.1 Quais valores numeéricos podem ser observados para o momento angular L do elétron  0,5pt
no fon He™ no sistema atémico de unidades? Expresse seu resultado livre de qual-
quer constante fisica.

Observe que certas quantidades atdémicas podem ser facilmente expressas no SUA. A partir desse ponto, expresse
todas as suas respostas nesse sistema de unidades, exceto quando pedido explicitamente.

B.2 Utilize o modelo semicléassico do &tomo de Bohr para determinar os valores numéricos 1,5pt
da energia E; e do raio r; do estado eletronico fundamental do fon He™ no SUA.

Na teoria quéantica moderna, o elétron ndo é mais representado como uma esfera orbitando o nticleo, mas como
um sistema fisico cujo estado quantico pode ser representado como um funcao de onda (7). Fortuitamente, as
previsoes de espectros de energia feitas através do modelo do dtomo de Bohr levam a valores corretos.

Além disso, os valores de érbita previstos admitem uma relacdo simples com os orbitais atomicos. Uma 6rbita
circular de raio r1, por exemplo, pode ser associada a uma fungao de onda esfericamente simétrica dada por
)y
'(/Jl(F) = 1416 / L (23)

A funcao de onda v (7) nao tem significado fisico direto, mas o seu médulo ao quadrado pode ser interpretado
como uma densidade volumétrica de probabilidade de se encontrar a particula em uma determinada regiao
infinitesimal do espago. Assim, a probabilidade P de se encontrar o elétron em alguma regiao €2 do espago pode
ser calculada como

P [[[ Wk (24)

O valor da constante A; pode ser obtido em funcao de r; usando argumentos de probabilidade total.

B.3 Calcule o valor da constante A; para o estado ;. Deixe sua resposta em termos  2,0pt
de r1. Lembre-se que o atomo de hélio é um sistema tridimensional.

Deixar a resposta do item anterior em funcao de r1, assim como de outros resultados a seguir, serd conveniente
para andlises feitas na parte C deste problema.

Em termos eletrostaticos, essa natureza deslocalizada do elétron pode ser representada matematicamente por
uma densidade de carga elétrica dada (no SI) por

p(F) = —el()2. (27)

Nessa aproximagao substituimos o modelo do sistema atomico baseado em interagao entre particulas por um
modelo de interagao entre o nticleo atémico e os elétrons na sua vizinhanga, conforme ilustrado na Figura
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Figura 2: Tlustracao da substituicao do modelo de particulas puntiformes por uma densidade de carga no caso
do dtomo de Hélio neutro. As esferas amarelas representam o nicleo atémico, os elétrons podem admitir uma
interpretagao como particulas (& esquerda) ou como uma nuvem de carga deslocalizada (& direita).

B4 Calcule a energia eletrostatica de interacdo nucleo-elétron, UY, , segundo o modelo  2,0pt

ne’
quantico proposto. Deixe sua resposta em termos de 7.

A energia cinética quantica do elétron no fon He™ pode ser estimada de diferentes formas. Utilizaremos o
funcional de von Weizsécker, que fornece o valor da energia cinética de um elétron, em fungdo da densidade de
carga associada a ele. A expressdo desse funcional para uma distribuicao de carga esfericamente simétrica p(r)
pode ser obtida por meio de uma integragao em todo o espago dada por

em que p’(r) representa a derivada da fungao p(r).

B.5 Calcule a energia cinética, Kj, segundo o modelo quantico proposto. Deixe sua  1,5pt
resposta em termos de 7.

B.6 Compare as energias K; e U, previstas pelo modelo corpuscular de Bohr e o modelo  0,5pt
quantico proposto, que representa o elétron como uma distribuicao de carga p.

A mecanica quantica apresenta um formalismo matemético que descreve com muito sucesso uma grande diver-
sidade de sistemas fisicos. Entretanto, as equag¢des matematicas envolvidas tendem a ser muito sofisticadas. O
atomo de He neutro, por exemplo, ja é um sistema bem desafiador de ser descrito de maneira exata.

Nessa terceira parte do problema, apresentaremos um caminho para alcangar uma descricao aproximada do
estado fundamental desse sistema fisico através de consideragoes fisicas relativamente simples. Admita que,
nesse estado, ambos os elétrons tém uma parte espacial da sua funcao de onda dada por

W2(F) = Age ™", (34)

similar ao estado quantico do elétron no fon Het, mas com o seu valor original perturbado devido & interacao
coulombiana entre os dois elétrons. Essa hip6tese nao viola o principio da exclusao de Pauli, porque cada elétron
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pode ter um numero quantico de spin diferente.

A hipétese de fungoes de onda 11 (r) e ¥o(r) similares permite reaproveitar uma série de resultados do sistema
quantico monoeletronico para o sistema de dois elétrons. O valor de o pode ser estimado a posteriori de
diferentes formas.

C.1 Aproveitando os resultados da parte B, escreva o valor da interacdo U, do nicleo  1,0pt
com um dos elétrons do atomo de Hélio, assim como a energia cinética de cada
elétron, Ko . Deixe suas respostas em funcao de rs.

Caso vocé nao tenha resolvido a parte B, utilize as seguintes expressoes para U,. e Ks:

_ ey _ B
Upe =17y e Ko =cary,

em que ci, Co, « € [ sdo constantes numeéricas adequadasE]

O principal desafio em modelar sistemas com muitos elétrons é a interacao de coulombiana elétron-elétron U,,.
Neste modelo, podemos estimar o valor dessa interagao considerando a interagao repulsiva de uma distribuigao
eletronica pa(71), do primeiro elétron, associada ao estado quéntico to(7) com uma segunda distribuigao
eletronica po(7) idéntica a primeira, mas associada ao segundo elétron.

C.2 Indique uma expressao de U, em termos de uma (ou mais) integral(is). Nao é  2,0pt
necessario encontrar o valor numérico da integral, basta indicar sua resposta em
termos da funcdo ps(7) e fatores geométricos convenientes.

O calculo do valor dessa(s) integral(is) exige de um trabalho algébrico razodvel. Vocé néo precisa calcular o seu
valor agora. Para que vocé possa continuar a desenvolver o modelo do dtomo de He, assuma que U, pode ser
escrito em termos de r9 como

Upo = —

e = g (38)

C.3 Escreva a energia total do d4tomo de Hélio, conforme as aproximagoes realizadas  2,0pt
para as componentes cinéticas e eletrostaticas relevantes. Suponha que o nicleo do
atomo permanece em repouso. Deixe sua resposta em funcao de rs.

Conforme dito no inicio desta parte, o parametro 7o foi inserido de forma arbitraria e carece da determinagao
de seu valor numérico. O seu valor pode ser estimado mediante diferentes tipos de argumentos fisicos a partir
das quantidades calculadas até aqui.

C.4 Ofereca uma estimativa do melhor valor possivel de 79, segundo o modelo apresen-  2,0pt
tado. Calcule o valor numérico da energia total do d4tomo de He no SUA.

C.5 Calcule a energia de ionizagao do dtomo de He. 1,0pt

Nesta ultima parte do problema, discutiremos algumas interpretacoes que podem ser extraidas dos resultados
obtidos na Parte C. Ainda que vocé nao tenha resolvido a parte anterior, tenha em mente que algumas das
tendéncias observadas podem ser esperadas mediante uma anélise qualitativa do sistema.

IDica: Se suas respostas nao ficaram parecidas com essas expressdes. Revise suas contas e verifique se suas respostas estdo
escritas no SUA.
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D.1 Qual dos dois raios efetivos é maior: 1 ou ro? Ofereca pelo menos uma razao fisica  1,0pt
para que isso acontega em poucas palavras.

O modelo do atomo de Bohr estabelece uma relagao simples entre o raio r; e o nimero atéomico Z = 2 do fon
de Het. Para sistema com muitos elétrons, é possivel estabelecer uma relacio analoga entre o raio efetivo do
sistema, atomico e uma carga nuclear efetiva Z.s do nicleo ‘sentida’ pelo elétron mais externo.

D.2 Calcule a carga nuclear efetiva Z.; do dtomo de Hélio. 1,0pt
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Q2 - Sistemas multi-energéticos e temperaturas absolutas negativas
(20 pontos)

Este problema consiste de quatro (4) partes, todas relativas ao estudo de sistemas termodindmicos multi-
energéticos, em equilibrio ou ndo, nos quais a entropia tem um papel fundamental. A parte A trata de sistemas
que possuem dois niveis de energia. Na parte B estudaremos a temperatura como uma fungao estatistica da
energia do sistema. Por fim, nas partes C e D, passaremos a abordar aspectos de sistemas de trés niveis de
energia, um pouco mais complexos.

Uma breve introducgao

A temperatura de um sistema composto por um grande nimero de particulas pode ser convenientemente consi-
derada como um parametro que determina a distribuigdo de energia entre as particulas. Quando a temperatura
é baixa, a probabilidade de encontrar a particula em estados de alta energia é pequena. Em certos sistemas pode
acontecer que a probabilidade de encontrar particulas em estados de alta energia é maior que a de encontra-las
em estados de baixa energia; a temperatura desses sistemas pode ser considerada negativa. A distribuigdo de
spins fracamente interagentes, em um sistema de nticleos atéomicos (s = 1/2), acontece entre dois possiveis
estados energéticos, para varias temperaturas. A “linha” U representa o nivel de alta energia e a L, a de baixa
energia. O numero de spins em cada estado energético é proporcional ao nimero de setas em cada linha. As
diregoes das setas indicam as duas possiveis diregoes dos spins.

U
(a) AN I S I S | LT=0
YYVYYYVYVYVYYVY
A
(b) II|IIIIIII T=+T1
YY YYYVYYVY
A A 4 4 A
(©) |||||||||| UT= +0
v v v v v e
Ah AAAAAAL
(d) 1 N I N B T=-T,

T = 'menos zero'

Figura 3: Diagrama de niveis de energia e diferentes temperaturas possiveis.

Para processos reversiveis, a segunda lei da termodindmica prevé a relacao entre a entropia S e a energia E de
um sistema da forma:

1 ( aS >

T ok N.X

considerando a entropia e a energia funcées multivariadas, isto é, funcbes de N, E e uma variavel
“generalizada” X que pode representar qualquer pardmetro externo (volume, campo elétrico, campo magnético
ete).
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Nesta parte, analisaremos o caso simples de um sistema de Ny spins no estado fundamental de energia nula
(e = 0) e Ny spins no estado excitado de energia € > 0, tal que N = Ny + Nj é fixo. Os Ny spins seréo
considerados “down” () e os Ny spins, “up” (1). Suponha que os spins sejam distinguiveis, pelo qual o nimero
de estados nos que podem acomodar este arranjo é dado por:

N!

Q= ——
No!Ny!

Entao, a energia e a entropia de Boltzmann deste sistema sao, respectivamente:

EZGNl

S = thlQ = /ﬂB (NlnN— NolnN() — N1 1nN1)

A expressao anterior é resultado da aplicagao da férmula de Stirling.
Inn!=nlnn—n

O coeficiente kg é a constante de Boltzmann. A seguir vocé pode considerar kg = 1, por simplicidade de
notacao.

Al A partir da definicdo de temperatura relacionada com a energia e a entropia do  2,0pt
sistema. Mostre que as fragoes de spins “up” e spins “down” em relacao ao nimero
total de spins do sistema sao dadas por:

Ni exp{—¢/T}
N 1+exp{—¢/T}
No 1

N 1+exp{—¢/T}

respectivamente.

A energia livre de Helmholtz de um sistema termodinamico esta relacionada com a energia e a entropia através
da seguinte equagao:
F=FE-TS

A.2 Prove que a energia livre do sistema, em funcdo de suas “varidveis naturais”, T' e  1,0pt
N, pode ser escrita na forma:

F(T,N)=—-TNIn(1+ exp{—¢/T})

- . ., . . . . , OF Nexp{—¢€/T

Na expressao anterior, a varidavel conjugada a energia por spin ¢ é —— = ,M = —Nj. Isto faz
Oe 1+ exp{—¢/T}

N; a varidvel natural para descrever o arranjo dos spins no sistema, para o qual, o plano N1 — € é anédlogo ao

plano P-V comum.

A.3 Considere agora as duas possibilidades seguintes: T'> 0 e T < 0. Esboce o grafico  2,0pt

Ny < o
de N em funcao de € e apresente os valores principais.

A4 A partir da equacdo para a energia livre do item A.2, mostre que a entropia por  1,0pt

spin, N neste tipo de sistema, s6 depende da razao ¢/T, e encontre seu valor para
e/T — 0.

A expressao encontrada no item anterior representa a entropia por spin do sistema de dois niveis de spins.
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A Figura[drepresenta, de forma esquemética, o comportamento da entropia em fungao da energia de um sistema
termodinamico de dois niveis. As tangentes do grafico em E; e Fy sao verticais.

B.1 A partir da andlise da Figura[d] faga um esbogo do comportamento da temperatura  1,0pt
absoluta em funcao da energia do sistema termodindmico, T (E).

Figura 4: Esbogo da dependéncia entre entropia e energia. Fonte: adaptacao de “Negative Absolute Tempe-
ratures” Charles E Hecht. Brooklyn College, The City University of New York, Brooklyn 11210. Journal of
Chemical Education, Volume 44, Number 3, March 1967.

A linha tracejada vertical na Figura [4] marca a méxima entropia do sistema, correspondente a temperaturas
infinitas segundo a defini¢ao fornecida. A regiao da esquerda corresponde as temperaturas “mais frias”, enquanto
regiao a direita corresponde as temperaturas “mais quentes”. Ao longo da diregao positiva do eixo da energia
se estabelece um gradiente de temperaturas que pode ser interpretado a partir da Figura

A densidade populacional de certo nivel energético i, excitado, responde & estatistica de Boltzmann n; = A

0
exp{—e¢;/kT}, onde N; e Ny sdo as populagdes dos estados i e o estado fundamental, respectivamente.

O fator de Boltzmann pode ser usado para expressar a probabilidade de transigao entre dois niveis cuja diferenca

Ae
de energia é Ae, P(Ae) ~ exp{kT}, aqui prescindimos de constantes numéricas. Observe, por exemplo, que,

para temperaturas positivas, transicoes com aumento de energia sao mais raras do que transigoes com decréscimo
de energia.

B.2 Explique por que estados termodinamicos com temperatura absoluta negativa sao  1,0pt
mais energéticos do que configuracoes a temperatura positiva.

Considere uma méquina térmica que trabalhe com um ciclo de Carnot. Suponha que um dos reservatorios
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Figura 5: Gradiente de temperaturas. Fonte: adaptagao de https://questcosmic.wordpress.com/2016,/08/12/uma-
termodinamica-quantica-antes-que-o-inferno-congele/

possui temperatura absoluta positiva, como usualmente, mas que no outro negativa, isto é Ty > 0> Tp, Ty e
Tp sao as temperaturas dos reservatérios A e B, respectivamente. Assuma |T4| > |T5].

B.3 Mostre que, numa maquina como esta, os calores envolvidos AQ 4 e AQp terdo o 2,0pt
mesmo sinal.

O resultado do item anterior se mostra diferente do usual, onde os calores tem sinais diferentes, isto é, um
reservatorio cede calor enquanto o outro o absorve.

B.4 Compare os modulos dos calores envolvidos no funcionamento desta maquina. Mos-  2,0pt
tre seu resultado a partir da analise do gréafico da Figura [

Para maquinas desse tipo, o rendimento ainda pode ser definido como a razao do trabalho realizado e o calor
fornecido pela fonte quente.

B.5 Escreva o intervalo de possiveis valores para a eficiéncia desse motor. 1,0pt

Um sistema de trés niveis tem algumas caracteristicas novas nao encontradas nos dois niveis e langa mais luz
sobre os problemas associados a entropia de Gibbs. Neste tipo de sistema (por exemplo, um sistema de spins),
especificar a energia e o nimero total de spins é insuficiente para fixar todos os niveis populacionais. A seguir,
;T\To =0, onde Ny
é o numero de spins no estado fundamental, cuja energia é nula (¢p = 0). Também, neste sistema, o nimero
de spins total é conservado, assim como sua energia total. Considere que Ny, Na, €1 > 0 e €3 > €1 sao as
populacgoes e as energias do primeiro e segundo niveis, correspondente ao sistema em questao.

consideremos, neste sistema, que a condigdo de mdxima entropia (equilibrio) se cumpre se

C.1 Analogamente ao que foi feito na anélise do sistema anterior, de dois niveis, escreva  1,0pt
as expressoes do numero de particulas, da energia e da entropia deste sistema.
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C.2 Use as condigoes colocadas na introdugao para mostrar que 2,0pt
1. N;
—In— =C,
€; NO

em que o subindice i representa o nivel i de energia, sem ser o do estado fundamental,
representado pelo subindice 0. A constante C' é uma constante negativa, igual a

kgT’

Desta forma a populagdo do nivel energético i responde a estatistica de Boltzmann N; = Ny exp{— keiT}’
B

como assumido na parte C.

Um trabalho recentemente publicado na literatura modela o processo de infeccao linfaticas do tipo T-CD4%
pelo HIV, a partir de um automato celular. Estas células podem estar em trés possiveis estados: susceptivel,
infectada, e morta. Esses trés estados podem ser relacionados a um sistema de trés niveis de energia descrito
anteriormente.

Neste trabalho se usa o modelo de trés niveis energéticos baseado em “transicoes”entre estes os trés estados das
células linfaticas. As regras do autémato estabelecem que: uma célula saudédvel é infectada em fungdo da sua
vizinhanga (isto ndo constitui um processo probabilistico, em principio); uma célula morta pode ser recuperada
pelo organismo com uma probabilidade p,. As células que sao reincorporadas ao sistema podem ser susceptiveis
(saudéveis), com probabilidade 1 — p; ou infectadas, com probabilidade p;.

Células infectadas morrem espontaneamente depois de certo intervalo de tempo. A reincorporacio de células
mortas é representada, neste modelo, como uma transicao entre estados. A varidvel p,,_; representa a proba-
bilidade da transicao do estado mortas até o estado infectadas; por sua parte p,,_, simula a probabilidade da
transicao entre os estados mortas e saudaveis. As probabilidades associadas aos processos de reincorporacao sao:

Dm—i = pr X p; (transi¢io morta — infectada)

Pm—s = pr X (1 —p;)  (transicdo morta — sauddvel)

O esquema da Figura[6 mostra os niveis de energia e suas possiveis transi¢oes no estudo da dinamica do processo
de infeccao.

4 Energia
£1 Infectadas

-+ £9 Saudaveis

ﬁ_ ; \ , €3 Mortas

Figura 6: Niveis energéticos no modelo de infecgao por HIV. Fonte: https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.124239
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A densidade de células de cada tipo, envolvidas no processo, variam no tempo segundo mostrado no gréafico da
Figura[7]

1.0 45 O Infected cells
(O Healthy cells

0.9 | &I}I)IITTT_,_ A Dead cells
0.8 Ii LT+

0.7 i)

0.5

densities

0.4

0.3

TT1
L

e e i e

100 200 300 400 500
time (weeks)

Figura 7: Dinamica da infeccao por HIV. Os triangulos representam as células mortas, os circulos, as saudaveis
e os quadrados, as infectadas. Fonte: Adaptado de https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.124239

No gréafico de entropia em fungdo da energia S (F) mostrado na Figura, [8| podemos identificar o estado de
equilibrio no sistema como o atrator mais a direita, cujo valor da energia esta destacado em azul. A direita
do ponto de méaxima entropia no grafico, a temperatura estatistica do sistema é negativa, correspondendo a
uma inversao da populacao, que neste modelo significa o momento em que a densidade de células infectadas
ultrapassa a densidade de células saudaveis.

As seguintes equacoes caracterizam o sistema, a partir das densidades das espécies envolvidas, n;, das energias,
€;, e a entropia s, por particula, em qualquer instante de tempo.

n; (t) +ns () +nm (2) =1

€Ny (t) + €sMis (t) + EmNm (t) =€ (t)
—n;(t) Inn;(t) — ns(t) Inns(t) — np () Inn, (t) = s (t)

Apenas as duas probabilidades associadas as reincorporagoes sao probabilisticas, e sao suficientes para resolver
o problema. Considere que as probabilidades de transicao entre os estados das células podem ser associa-
das as diferengas energéticas entre os niveis de energia através do fator de Boltzmann P (Ae) ~ exp{—Ae}.
Consideramos aqui kg7 = 1 por simplicidade, o que faz com que as energias sejam vistas como grandezas
adimensionais.

D.1 Encontre uma expressao para a diferenca energética entre os “niveis” proprios deste  1,5pt
sistema. As probabilidades de transicdo entre os estados sdo: p; = 107° e p, =
0,99.

Nessa dinamica ilustrada pela Figura |7, podemos ver que depois de mais de 400 semanas, o sistema atinge o
equilibrio. Podemos ver que, nesse estado, as densidades de células saudaveis e mortas sao praticamente iguais
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Figura 8: Entropia  vs. energia ~no modelo de infeccado por  HIV.  Fonte:
https://doi.org/10.1016/j.physa.2020.124239

e bem menores que as densidades de células infectadas, que terao atingido um nivel elevado, levando ao declive
do sistema imunolégico, dando lugar a doengas “oportunistas”que acabam levando a morte do individuo.

D.2 A partir das condigoes de equilibrio do sistema, e do resultado do item anterior, 1,0pt
encontre os valores das energias de cada um dos niveis carateristicos do processo.
Use duas casas decimais.

No gréfico da Figura [7] percebe-se que, as méximas flutuagoes nas densidades dos diferentes tipos de células
acontecem no sistema justo quando ocorre a inversao nas populagoes de células, ao redor de 300 semanas apos
o inicio da infecgao. Isto ocorre, em geral, devido & instabilidade dos sistemas nesta fase. Esse ponto (instante)
é decisivo desde o ponto de vista clinico, e justifica o inicio da terapia antes de que isto acontega.

D.3 A partir da andlise do grafico de evolu¢do do HIV, faca uma estimativa da maxima  1,5pt
flutuagao da energia do sistema (use duas casas decimais), que pode ser expressa
pela seguinte definicdo de desvio relativo

de
€

O¢c =
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Q3 - Efeito de Poynting-Robertson (20 pontos)

Neste problema, analisaremos o Efeito de Poynting-Robertson, um efeito em que planetas em érbitas ao redor
de uma estrela podem sofrer uma espécie de forca de atrito. O que é mais surpreendente é que essa forca age
proporcional a velocidade, como se fosse uma resisténcia do ar, mesmo no vacuo! Esse atrito é uma consequéncia
da radiacao emitida pela estrela possuindo uma pequena componente tangencial, quando incidente nos planetas
em 6rbita. Neste problema analisaremos esse fenémeno e como ele afeta a 6rbita da Terra.

TBF 2024 Q3-1

Na Parte A, exploraremos o efeito da componente radial da pressao de radiagao na orbita, considerando um
planeta em uma 6rbita circular e em equilibrio térmico. Na Parte B, calcularemos o valor da forca de atrito,
em ambos no referencial do planeta e no referencial do Sol. Ja na Parte C, analisaremos a dinamica da érbita
na presenca da forca de atrito e, na Parte D, calcularemos valores numéricos das quantidades envolvidas.

Enfatizamos que as partes A, B, e C sao razoavelmente independentes entre si. Recomendamos ler todos os
problemas antes de comecar a solugao.

Ao longo deste problema, podem ser tteis as constantes fisicas definidas na tabela abaixo. Essas constantes
podem ser usadas conforme necessério e apenas na parte D o valor numérico delas serd relevante. Solicita-se
que utilize os simbolos abaixo.

Constante Simbolo Valor
Constante de Gravitacao G 6.67 - 10711 I\L‘Tr%z
Constante de Stefan Boltzmann o 5.67-1078 m¥¥<4
Temperatura do Sol Ts 5.77-10° K
Massa do Sol Mg 1.99 - 1030 kg
Raio do Sol Rg 6.96 - 10% m
Velocidade da luz c 3.00-10% m/s
Distancia Sol Terra lo 1.50 - 10" m
Raio da Terra rr 6.37-10% m
Massa da Terra mr 5.97-10%* kg

Nesta parte, comegaremos analisando o efeito da pressao de radiagao radial na érbita de um planeta ao redor de
uma estrela. Considere um planeta de densidade uniforme, massa m e raio r, orbitando uma estrela de raio R e
massa M a temperatura Ty. O planeta estd numa drbita circular de raio [ em volta da estrela. Adicionalmente,
assuma que o planeta é um corpo negro ideal em equilibrio térmico. Isto é, ele absorbe todo o calor incidente, e
todo ponto do planeta estd na mesma temperatura. Finalmente, ao longo de todas as partes da questao, assuma
o planeta e a estrela emitem radiagao segundo a Lei de Stefan-Boltzmann.

Al Calcule a velocidade de érbita do planeta em volta da estrela v, em fungao de I, M 0,2pt
e constantes, desconsiderando inicialmente o efeito da pressao de radiacao.

A.2 Calcule o calor por unidade de drea e tempo emitido pela estrela a uma distancia I  0,6pt
da estrela, em funcao de R, Ty, e constantes.

Como explicado, considerando que o planeta estd em equilibrio térmico, agora podemos calcular a temperatura
do planeta.

A.3 Calcule o calor por unidade de tempo ¢ p emitido pelo planeta em funcao de R, Ty, l,r  0,4pt
e constantes.
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A4 Calcule a temperatura de equilibrio do planeta T,q em fun¢ao de R,Ty,l,r e cons-  0,8pt
tantes.

Agora, vamos considerar o efeito da pressao de radiacao no planeta, e como essa forca afeta a velocidade da
orbita calculada no item A.1.

A5 Calcule a pressao de radiacao emitida pela estrela incidindo no planeta a uma  0,8pt
distancia [, em funcao de Ty, R,[ e constantes, desprezando a velocidade do pla-
neta em relacao a c.

A.6 Agora considerando o valor da pressao de radiagao, calcule o valor da velocidade de  0,6pt
orbita do planeta em volta da estrela.

Com o resultado obtido acima, podemos identificar para quais tipos de planeta o fendomeno é mais relevante.

A.7 Lembrando a hipdtese de uma densidade de massa constante do planeta, para que  0,6pt
tipo de planeta o efeito da pressao de radiagao é mais relevante comparado & gra-
vitacao? Para planetas com raio grande ou pequeno?

Na Parte D analisaremos numericamente o efeito da pressao de radiagao comparado a gravitacao, e poderemos
comprovar o resultado acima para o caso da Terra. Para a resolugao do resto da prova, despreze os efeitos da
pressao de radiacao radial na orbita do planeta.

Nesta parte, calcularemos o valor da forca de atrito descrita na introducao, e buscaremos explicar o fenémeno
nos referenciais do planeta e no da estrela. Comecgaremos nos items B.1-B.3 calculando a forca no referencial
do planeta. Similarmente a Parte A, vamos considerar um planeta em uma érbita circular, e utilize as mesmas
variaveis definidas antes. Por conveniéncia, assuma que o planeta orbita a uma velocidade v <« ¢. Note que,
neste referencial, os raios de luz emitidos pelo Sol chegam no planeta levemente inclinados (veja a Figura @a))
Que, por sua vez, causa a pressao de radiagcdo a possuir uma pequena componente tangencial a érbita.

(a) S (b) S
NN AN
PV | NS <~ A

Figura 9: a) Visualizacdo no referencial do planeta, onde os raios de luz da estrela S chegam levemente
inclinados. b) Visualizacao no referencial da estrela S, onde a emissao de radiagao pelo planeta nao é isétropica
devido ao movimento do planeta. Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Poynting},E2%80%93Robertson_
effect

Os fétons incidem no planeta levemente inclinados, isso leva a pressao de radiagao a possuir uma pequena
componente tangencial, causando a forca de atrito discutida. Nos items B.1-B.3 iremos calcular a forca no



https://en.wikipedia.org/wiki/Poynting%E2%80%93Robertson_effect
https://en.wikipedia.org/wiki/Poynting%E2%80%93Robertson_effect
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referencial do planeta.

B.1 Assumindo v < ¢, qual o valor aproximado do angulo ¢, definido como o angulo  1,0pt
entre a diregao radial, e a direcao dos raios de luz incidentes no planeta.

B.2 Com o resultado acima para ¢, ache o valor aproximado da forga de atrito sofrido  1,0pt
pelo planeta. Dé sua resposta em funcao dos parametros da Parte A.

Como a forga encontrada é tangencial e contraria a direcao de movimento, ela faz com que a 6rbita lentamente
perca energia. Na Parte C) analisaremos como isso afeta a dindmica do movimento do planeta.

B.3 Mostre que a taxa de dissipagao da energia total do sistema pode ser escrita da  1,0pt
forma
dE v?
=\, 53
dt 2 (53)

em que \ depende apenas de propriedades da estrela e do planeta, e nao da distancia
entre elas. Encontre \ em funcdo dos parametros da parte A.

Com os itens acima, mostramos que a forca no referencial do planeta é causada pelos fétons incidentes no
planeta inclinados. No entanto, este argumento nao consegue explicar a origem dessa forga no referencial da
estrela, ja que neste referencial os fétons sao emitidos perfeitamente radialmente. Notavelmente, a explicacao
do fendmeno no referencial da estrela tem uma origem muito mais sutil e é associada ao fato que a emissao de
calor pelo planeta nao € isotropica no referencial da estrela.

De fato, no referencial da estrela, a emissao de calor do planeta possui uma diregao preferencial, tal que mais
fétons sao emitidos na direcao de movimento do que contra a diregao de movimento. Este fenomeno gera uma
pequena forga contraria ao movimento, como retratado na Figura@] b). Para calcular essa forga no referencial da
estrela, consideramos um féton de frequéncia f emitido a um angulo 8 a direcao de movimento, como na Figura
No referencial do planeta, este féton é emitido radialmente, porém no referencial da estrela a frequéncia e
o angulo sao afetados por efeitos relativisticos. Para a resolugao dos items B.4 ao B.6 assuma v < c.

Féton
emitido

Diregdode
movimento do planeta

Figura 10: Visualizagao do planeta e um féton de frequéncia f emitido. No referencial do planeta, um féton é
emitido radialmente a um angulo 6 com respeito a dire¢ao de seu movimento.

B.4 Considere um féton de frequéncia f emitido pelo planeta a um angulo 6 no referencial ~ 2,0pt
do planeta. No referencial da estrela, qual o valor deste angulo 8’7 O angulo 6’ é
maior ou menor que 67 Justifique.
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B.5 Considere o mesmo féton do problema B.4. No referencial da estrela, qual o valor  2,0pt
desta frequéncia f'?

B.6 Utilizando os resultados anteriores, calcule a forca de atrito no planeta no referencial ~ 2,0pt
da estrela. Expresse seu resultado em fungao de v, ¢ e o calor emitido por unidade
de tempo ¢p calculado em A.3 . Compare com o resultado obtido em B.2..

Agora, analisaremos como a forga de atrito afeta a dindmica da 6rbita. Novamente, consideramos a mesma
situagao como nas partes anteriores. Considere que a variacao da energia do planeta calculada no item B.4
pode ser escrita como

dFE v?

R 69

dt 12 (69)
e deixe seus resultados da Parte C em fungao de A\. Usando a expressdo acima, acharemos uma expressao para
I(t), o raio da drbita em fungdo do tempo, e calcularemos o tempo para a for¢a de atrito causar o decaimento
total da orbita. Considere que o decaimento da érbita é lento.

C.1 Encontre uma expressao para %’ em funcao de M,m,I, % e constantes. 1,0pt
C.2 Com o resultado de C.1 e a equacao encontre uma expressao para %. 1,0pt
C.3 Resolva a equagao para [(t), assumindo que I(t = 0) = . 1,0pt

Embora seja apenas uma aproximacgao da realidade, consideremos que a érbita decai “completamente” quando
a equagao encontrada na parte C.3 satisfaz [(t) = 0.

C.4 Calcule o tempo aproximado tp para a Orbita decair completamente . 1,0pt

Agora, vamos computar alguns valores numéricos para analisar quanto esse fenomeno € relevante para a Terra e o
Sol. Em particular, mostraremos que a aproximagao nao relativistica que fizemos é valida. Calcularemos a razao
entre a forga da pressao de radiagao radial e a forga gravitacional, e concluiremos obtendo aproximadamente
quantos anos levard para que a orbita da Terra decaia.

D.1 Mostre numericamente que a aproximagao nao relativistica que fizemos ¢é valida. 1,0pt

D.2 Calcule o valor numérico da razao entre a forga da pressao de radiacao e a gravita- 1,0pt
cional.

D.3 Calcule o valor aproximado de tp em anos encontrado na Parte C.4. Comente sobre  1,0pt
a relevancia do efeito no sistema Terra-Sol.

O seu resulado da parte D3 acima deveria indicar que o Efeito de Poynting-Robertson nao é particularmente
relevante para a Terra. No caso, ela é mais importante para particulas de poeira césmica, onde esse efeito é
mais estudado.




