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1. (A Grande Aposta - 10 pontos) Juventino e Carrit estdo, cada um em sua nave, em uma
orbita circular em torno da Terra cujo raio € igual ao didmetro do nosso planeta. Eles decidem
entao apostar uma corrida: quem chegar primeiro a superficie da Terra, vence. Carrit opta por
uma transferéncia de Hohmann com perigeu na superficie do planeta. Juventino escolhe aplicar
um impulso de modo que sua nave fique com velocidade nula em relagao a Terra e caia em
direcao ao planeta. Calcule o tempo de viagem de cada um e conclua: quem venceu a corrida?

Solution: Primeiramente, calcularemos o tempo de viagem de Carrit usando a Segunda
Lei de Kepler. Para tanto, ele percorre a area hachurada abaixo:

Orbita i
Inicial Orbitar anstarencia

=Centro.l.en,a

Notamos que o semi-eixo maior da érbita de transferéncia é a = 3R/2. Sendo b o semi-eixo
menor da elipse e T o periodo, temos:
mab  mab/2
T At

Ou seja, o tempo de viagem é metade do periodo da érbita. Da Terceira Lei de Kepler, em




que M é a massa da Terra:

T? 472

@ GM
No caso de Juventino, usaremos o conceito de elipse degenerada. O caminho de sua nave
até a sua superficie pode ser considerado uma elipse com excentricidade tendendo a 1 (um
segmento de reta pode ser interpretado como uma elipse de excentricidade tendendo a 1).
Teriamos, entao, uma elipse de semi-eixo maior a = R, como ilustra a figura.

<= T = 2,60 horas

Orbita
B

Transferéncia

Se a elipse é degenerada, b — 0 e o arco compreendido pelos pontos B e C determina um

segmento de reta. Além disso, o centro da Terra coincide com um dos focos da elipse. Assim,

a area hachurada percorrida seria um quarto da elipse mais a area do triangulo retangulo.
wab  wab/4 + ab/2 T(m+2)

T A AT TR

Da Terceira Lei de Kepler, analogamente:

T2 472

ey <= T = 1,41 horas




Temos, por fim:
{Atcarm = 1,30 hora

AtJuventino = 0, 58 hora

Juventino vence a corridal

2. (Temperatura de Cor Linear - 10 pontos) O astrocurioso Nathan quer saber a temperatura
de uma estrela conhecida como 3, porém precisa trabalhar um pouco com alguns dados. Ele
sabe que a estrela 1 tem indice de cor intrinseco (B —V)g1 = 0,4 mag e temperatura 77 = 6880
K e aestrela 2 tem (B — V)2 = 0,8 mag e Tp = 5280 K, respectivamente. Também, tinha que
para sua estrela 3 (B — V)3 = 0,66 mag e a distincia era dz = 314 pc. Qual foi a temperatura
encontrada por Nathan? Considere que para a posi¢ao do corpo luminoso no céu, ay = 1,00

A
mag/kpe, - 4

0,4<(B-V)y<0,8.

= 3,0 e a relacao entre o indice de cor intrinseco e a temperatura é linear para

Solution:

Para encontrarmos a temperatura da estrela 3, precisa-se antes saber seu indice de cor
intrinseco (B — V')g,3 € 0 conseguimos com o excesso de cor:

Ep_y =(B=V)—=(B=V)o

A A
Ei = 3,0=> % = Eva,B = (B—V)3 - (B—V)o’g
B-V,3
A
(B—=V)os=(B=V)s— ;:’3

Para obter Ay 3 utilizamos a absor¢ao por unidade de distancia:
Ay =ay -d3
Substituindo os dados do enunciado nas expressoes acima (ds = 314 pc; ay = 1 mag/kpc;

(B —V)3 = 0,66 mag):
(B—V)o,3 =0,55533 mag




Para encontrarmos a temperatura utilizamos a relagao linear comentada no enunciado. O
grafico comparativo a seguir justifica a consideracao da linearidade:

Relacao de Temperatura de cor

—— tedrico-experimental
8000 —— interpolagao linear

7000 A
6000

5000

Teff (K)

4000 A

3000

2000 A

1000 +

O T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 L75

(B-V) (mag)

A relagdo linear descrita sera:

T—6880 5280 — 6880
(B-V)y—0,4 0,8-0,4

— T = —4000 - (B —V)o —0,4) + 6880

Além disso, o indice de cor intrinseco da estrela 3 atende as condi¢oes impostas no enunciado
para uso da expressao linear, entao, usando-a encontramos:

T3 = 6258,667 K

Ty = 6260 K

3. (Sol Verdadeiro - 15 pontos) Desconsiderando a excentricidade da 6rbita da Terra, calcule
os valores de declinagao do Sol verdadeiro nos quais a velocidade angular em ascensao reta do
Sol verdadeiro € igual & velocidade angular em ascensao reta do Sol médio. Quantas vezes essas
velocidades igualam-se ao longo de um ano trépico?

A velocidade angular em ascensao reta instantanea é definida como a taxa de variacao da as-
censao reta em relacao ao tempo.

Solution:

Primeiramente, é necessario desenhar a seguinte figura:




*A representacao da
situacao é andloga se
o Sol estiver no
hemisfério Sul

& = Declinacdo do Sol
& — Ascensio reta do Sol
€ —» Obliquidade da Ecliptica

W —» Velocidade angular total do

Sol (verdadeiro ou médio)
Ecliptica
Wa—> Velocidade angular so Sol

verdadeiro em ascensio reta

Equador
Celeste

Utilizando a lei dos senos:

sen(x) sen(90°)

sen(90° —e)  sen(90° — §)

cos(e)

cos(0)

sen(x) =

E possivel decompor a velocidade angular do Sol verdadeiro em dois componentes utilizando
o angulo x. Um desses componentes é a velocidade angular em declinagao. J& o outro
componente deve ser dividido pelo cosseno da declinacao para obter a velocidade angular
em ascensao reta. Portanto:

w * sen(x)
cos(0)

Wa =
Substituindo a expressao para o seno de x nessa férmula:

_ w#cos(e)
Yo = cos?(0)

Considerando que nos pontos em questdo a velocidade angular em ascensao reta do Sol
verdadeiro € igual a velocidade angular do Sol médio, que é igual a velocidade angular total:

_wx cos(g)
cos?(4)

w * cos(e)
cos?(9)

cos*(8) = cos(e)

cos(0) = 4/ cos(e)

Como —90° < § < 90°, apenas a raiz positiva é relevante nesse caso:




cos(d) = 4/ cos(23°27")

§ = arccos(0,9578)

0 = +16,70°

Dessa forma, a velocidade angular do Sol verdadeiro em ascensao reta é igual a do Sol médio
quatro vezes ao longo do ano. Em duas delas a declinagao do Sol verdadeiro é igual a 16, 70°
e nas outras duas, a —16, 70°.

4. (Lugar Geométrico - 15 pontos) Um fato curioso é que é uma esfera o lugar geométrico dos
pontos onde a forca gravitacional da Terra tem mesmo médulo que a forga gravitacional do Sol.
Encontre o raio e o centro dessa esfera. Para tal, considere o seguinte sistema de referéncia em
coordenadas retangulares:

e a origem dos eixos se encontra no centro da Terra;

e as coordenadas do centro do Sol sdo constantes e igual a (a,0,0), em que a é igual &
distancia Terra-Sol;

e 0 eixo y aponta para o polo norte ecliptico e o eixo z aponta para o mesmo sentido de
movimento da Terra ao redor do Sol.

Suas respostas devem ser algébricas e devem ficar em fungdo de a, Mg (massa do Sol) e Mg
(massa da Terra). Despreze a atragdo gravitacional de outros corpos do Sistema Solar.

Solution:
Do enunciado, temos que o lugar geométrico satisfaz:
GM, GM,
FSol :FTerra_) 726 = 72@
d d
© @D

Considerando um ponto (z,y,z) genérico no espago, podemos encontrar o quadrado da
distancia desse ponto ao Sol e a Terra:

e Distancia a Terra:
d2® =2® +y? + 27

e Distancia ao Sol:
de = (x—a)® +y° +2°
Substituindo na primeira equagéo, podemos escrever:
GMg _ GMg
(x—a)?+y?+22  22+y>+ 22

Com termos quadraticos, é perceptivel que a equacgao acima é uma esfera. Agora, basta
organizarmos os termos para descobrirmos tal lugar geométrico:

GMg - 2* + GMg - y* + GMg - 22 = GMg - (2* — 2azx + a*) + GMg - y* + GMg - 2* =
(GMg — GMg) - 2* + 2GMga -  + (GMg — GMg) - y* + (GMg — GMg) - 2* = GMga®




Dividindo a expressao por (GMg — GMg), encontramos:

2 QM@G

Mga?

2 2 ®

+ — -+ + 2% =
MG_M® Y

! - Mg — Mg

Agora, completaremos quadrado para encontrar a equacao da esfera:

2M, M, 2 Mga? M, 2
o R R (3 e e LS od
Mo — Mg Mo — Mg Mo — Mg Mo — Mg

Portanto, teremos a seguinte equagao:

1\4@(1 2 a 2
2 2

— | +y*+z2°=|—-=/ MMy

<CC lM@ 1”@) Y : (1‘46 1”@ )

Por ﬁm, teremos uma esfera com as seguintes caracteristicas:
. —Mga
e Centro: ((m) s 0, 0)

. . Mg M,
e Raio: a- —@—@—(A{®7M®)2

5. (Duas Estrelas - 20 pontos) Considere um sistema bindrio composto pelas estrelas A e B.
Para um observador na Terra, as magnitudes aparentes delas no filtro V sao: V4 = 6,45 e Vg
= 7,21. Considere que a estrela mais brilhante é uma estrela semelhante ao Sol. Além disso,
assuma que a extingdo interestelar equivale a ay = 1,00 mag/kpc e que a profundidade 6ptica
da atmosfera da Terra, no comprimento de onda do filtro V, é de 7 = 0,480. Caso necessério,
considere que a corre¢ao bolométrica do Sol é nula.

(a) (6 pontos) Calcule qual seria a magnitude aparente da estrela mais brilhante desconside-
rando apenas a extin¢ao atmosférica.

(b) (7 pontos) Calcule qual seria a magnitude aparente da estrela mais brilhante desconside-
rando a extingao atmosférica e a extingao interestelar.

(¢) (3 pontos) Calcule a distancia do sistema bindrio & Terra.

(d) (4 pontos) Calcule a magnitude absoluta da estrela menos brilhante

Solution:

(a) E possivel utilizar a Lei de Pogson para comparar a magnitude fora da atmosfera
V,) com a magnitude para um observador na superficie da Terra:
A

, F,
Va—V,=25-log <F1>
1

, F,-er
VA—VA=2,5-log( 1Fe )
1




Vy=Va—2,5-7log(e)
Vi, = 6,45 —2,5-0,480 - log ()

V, =5,93

(b) E possivel utilizar a Lei de Pogson novamente para comparar a magnitude ab-
soluta da estrela, que é igual a magnitude absoluta do Sol, com a magnitude
calculada no item anterior. £ importante levar a extingao interestelar em consi-
deragao:

Vy— Mg =5-log(d)—5+ay-d
5-log(d) —ay -d =V, — Mg +5
5-log(d) —1,00-107%-d = 5,93 —4,80 + 5
5-log(d) —1,00-1073-d = 6,13

Por tentativa e erro, é possivel obter o valor da distancia:

d =16, Tpc

Agora, é possivel calcular a magnitude aparente da estrela desconsiderando tanto
a extingao atmosférica quanto & extingao interestelar (V,):

Vi=Vy—ay-d
Vy=593-1,00-10"%-16,7
V, =5,91
(c) A distancia j4 foi calculada no item anterior.

d =16, Tpc

(d) A diferenca entre as magnitudes aparentes é igual a diferenga entre as magnitudes
absolutas. Dessa forma, a magnitude absoluta da estrela B no filtro V (Mp) é a
seguinte:

7,21 — 6,45 = Mp — 4,80

Mp = 5,56




6. (Telescépios - 20 pontos) Bruno, Katarine, Lais, Nathan e Shell observaram astros em uma
certa noite, cada um com um telescopio. Cada astro s6 era possivel de ser observado por
um telescépio que tinha todos os parametros necessarios para fazer a observagdo, ou seja, o
telescopio de Bruno néo poderia observar o astro que estava sendo observado por Shell, assim
como o telescépio de Shell ndo poderia observar o astro que estava sendo observado por Bruno,
nem por nenhum dos demais amigos.

(a) (12 pontos) A tabela a seguir apresenta dados de cada telescépio. Faga os cdlculos ne-
cessarios e complete a tabela.
Todos os telescopios eram equipados por um CCD de matriz quadrada, de 1024x1024 pixels,
com 20mm de lado

Observador | D(mm) | F(mm) | A(nm) | 0 () | 6, () | muim
Bruno 200 1000 700 0,88
Katarine 1500 630 0,79 2,69 13,6
Lais 500 1300 0,28 3,10 15,6
Nathan 500 450 0,23 2,37 | 15,6
Shell 800 2000 400 2,01 16,6

Sendo D o diametro do telescépio, F a distancia focal, A o comprimento de onda observado,
0r o poder de resolucdo, 6, a a escala de placa e my;,, a magnitude limite do telescépio

(b) (8 pontos) A tabela a seguir traz informagoes sobre trés astros. Faga os cdlculos necessérios
e indique quais foram as trés pessoas que observaram esses astros (associe cada uma das
trés pessoas a um dos astros).

Astro Descricao

1 Grupo com 30 estrelas, sendo que cada uma delas possui magnitude aparente igual
a 18 e ocupa uma regiao no céu de 45’. Considere todas as estrelas iguais.

2 Sistema bindrio eclipsante, no qual a separagdo angular das estrelas é de 0,25”e a
magnitude aparente do sistema ¢ igual a 16

3 Estrela dupla, na qual a separagao angular entre elas é de 1.3”e essa distancia
corresponde a 9,5.103mm no sensor da camera CCD .

Leve em consideragao que um telescopio seria considerado apropriado para realizar a ob-
servacao de um astro se o astro pudesse ser completamente visto no campo angular da
matriz e se sua magnitude aparente nao ultrapassasse a magnitude limite do telescépio.

Solution:

(a) Dados faltantes do telescépio utilizado por Bruno:

Célculo da escala de placa: O tamanho do lado de um pixel(L,) é dado dividindo
o tamanho do lado da matriz CCD pela quantidade de pixels naquele lado, ou seja,

20mm
Ly, = T0adpizers — 0> 02mm
L 0,02
0 = P — 2= —920-10%ad =4,13" =0 =4,13” 1
PBruno FBrun() 1000 Y ra Y =>’ PBruno Y ( )

Calculo da magnitude limite do telescopio:

Dolho

) = Mt = 2145108 (D) = 136 (2)
DBruno

Miim — Molho = —2,5 IOg (




®)

Foram utilizados os dados da magnitude limite do olho humano (mgpn, = 6) e do
didmetro da pupila humana (Dyp, = 6mm), fornecidos na tabela de constantes

Dado faltante do telescépio utilizado por Katarine:

Para o cdlculo do didmetro do telescépio (Dgatarine), utilizaremos o poder de re-
solucdo. E importante ressaltar que o diametro saird na unidade que for inserido o
comprimento de onda e que o poder de resolucao deve ser colocado em radianos.

)\Katarine
0 =122 ——mMm8—
Rkatarine y D Katarine
1,22 - Akatarine  1,22-630-1076
Dxatarine = = = 200
Kt ‘ HRKu.ta'r'ine 3,83 - 10-¢ o

= DKatarine = 200mm‘

Dado faltante do telescépio utilizado por Lais:

Para calcular o comprimento de onda observado (Arqqs), utilizaremos novamente a
expressao para o poder de resolucao do telescépio

)\Lais
0 o =1,22.- ——
Rrais ’ DLais
0, .. -Drais 1,36-107%.500- 1073
= Aais = 524 22L = 5 =5,57-10""m = 557nm
ALais = DDTnm (4)
Note que 0, ... = 0,28 = 1,36 - 10~ %rad

Dado faltante do telescépio utilizado por Nathan:

Para calcular a distancia focal do telescépio (D athan), utilizaremos a escala de placa

(Opnainan ). Note que L, = 0,02mm ja foi calculado anteriormente e que 6py,,,... =
2,377 =1,15-10"%rad
L L 0,02
0 = —F Fnathan = L = , = 1740 5
PNathan = = I'Nath 0y 115105 mm (5)

EFnathan = 1740mm (6)

Dado faltante do telescépio utilizado por Shell:

AShell —1.99 400 - 1079

0 =1,22- S
Rsnew = 225D e 800 - 103

=6,1-10""rad = 0,13” = |0, ., = 0,13”
(7)

(b) Astro 1:
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Sabemos que Fi,tq; sera a soma dos fluxos de todas as estrelas do aglomerado, portanto
Ftotal =30- Findividual

Findividual) _
Ftotal

Findividual 1
= —2,5log [ mdividual ) _ 5 5.00g ( — | =3,69
’ o8 (30 . Findividual ’ 8 30 ’

Mindividual — Mtotal = 723 510g <

Substituindo os valores
Mindividual — Mtotal = 37 69 = Mtotal = Mindividual — 37 69 = 14, 3 (8)

Com esse resultado, podemos excluir como opgdes os telescdpios do Bruno e da Ka-
terine, pois estes possuem magnitude limite de 13,6, sobrando entao os telescépios
da Lais, do Nathan e do Shell. Para verificar qual deles fez a observacao desse aglo-
merado, iremos utilizar a segunda informacao do enunciado, que diz que ocupa uma
regiao do céu de 45’, portanto, o campo angular da CCD deve ser maior ou igual a 45’

O campo da CCD ¢ calculado como sendo C' = 6, - n, sendo n o nimero de pixels em
um lado.

Telescépio Lais: C = 3,10 - 1024 = 286,7" = 53'. Esse campo é maior do que o
tamanho angular do aglomerado, portanto é possivel de ser observado nesse telescopio.
Observe que a escala de placa dos telescopios de Nathan e de Shell sdo menores do
que de Lais, consequentemente o campo da CCD sera menor e resultard em um valor
menor do que o campo do aglomerado.

Portanto, o Astro 1 foi observado por Lais
Astro 2:

O enunciado diz que o sistema binério possui magnitude aparente igual a 16. O tnico
telescopio capaz de fazer essa observacao era o telescopio de Shell porque os demais
possui magnitude limite menor do que a magnitude do astro.

Portanto, o Astro 2 foi observado por Shell
Astro 3:

Pelo tamanho da imagem na CCD, podemos encontrar a distancia focal do telescopio
pela relagao:

(tamanho angular do objeto) - (distancia focal) = tamanho da imagem na CCD

Sabendo que 1,3” = 6,30 - 10~%rad, temos que
6,30.10°°- F =9,5-107% = F ~ 1500mm (9)

Retornando para a tabela com os dados dos telescopios, vemos que apenas um dos
telescépios possui essa distancia focal, que é o telescépio de Katarine

Portanto, o Astro 8 foi observado por Katarine

7. (Latitude da Torre - 30 pontos) A imagem abaixo é uma fotografia via satélite feita de
uma torre no Hemisfério Norte. Sabe-se que a imagem foi tirada no dia 08 de outubro de 2019
as 10 h 18 min no horario solar local (desconsidere fuso-horarios). A altura da torre é de 150m
(sem se levar em consideragao a antena no topo). Sabendo que a linha rosa possui 25 m na escala
da figura, e que a razdo entre o tamanho da linha vermelha (sombra da torre) e o da amarela é

11



de 8,52, calcule:

(a) (10 pontos) A declinagdo do Sol no dia em que a imagem foi retirada. Considere que o
Equinécio de Outono se deu no dia 23 de setembro e que o Sol se move com velocidade
angular constante no decorrer da Ecliptica.

(b) (20 pontos) A latitude do local da torre.

Solution:
(a) Angulo percorrido pelo Sol na ecliptica:

360
365,24

15 dias = 14, 78°

Portanto, pela lei dos senos para triangulos esféricos:

sin (0) sin (0)

sin(e)  sin (90°)

sin (dg) = sin (€) - sin (¢) = sin (dg) = sin (23, 45°) - sin (14, 78°)

12



(b) Primeiro, vamos calcular a distancia zenital do Sol:

Fazendo as devidas conversoes de escala para encontrarmos o tamanho da sombra:

hsomb'r'a
8,52 =
’ 25

- hsombra =213 m

Agora, podemos calcular a altura e a distancia zenital do Sol no momento da imagem:
150
he = arctan <213> — ho = 35,15° e zg = 54, 85°

Agora calcularemos o Angulo Horério do Sol no momento da fotografia:

Ho =10h18min — 12 h = —1 h42min = —25,5°

Portanto , com a Lei dos Cossenos:

cos (zg) = sin(90 — dg) - sin(90 — ¢) - cos(Hg) + cos(90 — dg) - cos(90 — ¢)
cos (b4, 85) = cos(¢) - sin(95, 83) - cos(25,5) + sin(¢) - cos(95, 83)
[cos(54, 85) — sin(¢) - cos(95,83)]? = [1 — sin®(¢)] - sin®(95,83) - cos?(25, 5)

Fazendo x = sin (¢) e expandindo a equagdo, encontramos:
0,8166x2 40,1170z — 0,4748 = 0 — = = 0,6942 ou x = —0, 8375

Como o local se encontra no Hemisfério Norte, sin (¢) > 0. Logo, sin (¢) = 0,6942.

Desse modo, teremos que:

OBS:

e O item (b) seria mais imediato com o uso de outras ferramentas da Trigonometria
Esférica tais como a férmula do seno-cosseno ou férmulas de Bessel, por exemplo.

8. (Corpo Luminoso - 30 pontos) Um estranho corpo luminoso foi detectado no céu noturno
terrestre! Foi descoberto que este estava a uma distancia de 2,40 UA da Terra e que sua tra-
jetoria pertencia ao plano da Ecliptica. Soube-se, também, que havia um blueshift de 0,0650 nm
do corpo quando se observava sua emissao em um comprimento de onda de laboratério igual
a 524 nm. Sabendo que, no momento da observacao, o movimento aparente do corpo no céu
terrestre era de 35,0 7 /hora e que a distdncia angular entre o corpo e o Sol (visto da Terra) era
de 90, 0°, calcule:
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V (tangencial)

4—’ Objeto

V (radial)

V (terra)

Terra

(a) (5 pontos) A velocidade do corpo no referencial do Sol em km/s no momento da ob-
servagao. Considere, para fins de aproximacao, que o corpo se encontrava no zénite do
observador.

(b) (10 pontos) A distancia periélica do corpo em UA. Qual o formato da érbita? Desconsi-
dere a atragao gravitacional de qualquer planeta sobre o corpo.

(¢) (15 pontos) O intervalo de tempo decorrido (em anos) para o corpo ir da posigdo em que
estava quando foi observado até a posicao de seu periélio. Explique qualquer aproximagao
utilizada.

Solution:
(a) Pelo Efeito Doppler, podemos escrever:

& - —070650 _ _(VTETTG + Vradial)
Ao 524 c

GMg
a

VTerra =
Como o objeto esta no zénite do observador, a velocidade de rotagao da Terra nao é
importante para o calculo da velocidade radial do corpo.
Substituindo Ve na equagao do efeito Doppler, obtemos: Vi.qgiar = 7,40 km/s
Para a velocidade tangencial, teremos que:

df
Vtangencial = a - T
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Temos que r é a distancia do objeto a Terra e % é o movimento prépio do corpo como

visto da Terra. Fazendo as devidas coversoes, obtemos: Vigngenciat = 16,9 km/s

Com isso, podemos obter a velocidade do corpo em relagao ao Sol:

V:\/Vfadial + V2 gencial = 18,5 km/s

Distancia do corpo ao Sol:
d?> =1,00%2 +2,40> > d=2,60UA

Equacionando a energia do sistema, temos:

2 d

Logo, a érbita é | ELIPTICA

Desse modo, podemos igualar a soma da energia cinética e potencial com a energia
total da orbita:

V2 GM  -GM

—a= 1 ~
5 T a=3,8x10"m~2,60UA

Perceba que d ~ a. Portanto, podemos montar a seguinte figura:

Objeto

\
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Perceba que:

‘/radial 77 40
t = = — = 237 6°
o 6 V;Eangencial 167 9 B

2,4
tany = —— — v = 67,4°
any = =5 =7 ;

)

Assim, a partir da figura, podemos escrever:

cos(y—pf)=e—e=cos(43,8) > e=0,722

Deesse modo, a menor distancia sera:

] dperietio = a(l —e) = 0,723 UA\

(c) Pela Terceira Lei de Kepler, podemos encontrar o periodo da 6rbita do objeto:

a® (em UA)

LML)y 7 =419
T2 (em anos) ) anos

Da Lei das Areas (ou Segunda Lei de Kepler):

Objeto

Periélio
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Portanto, teremos:

b -b
Aelipse =mabe A = % - CL€2 sendo que b = av/1 — €2

Desse modo, podemos escrever:

wa’V/1—=e2  a’e1—e?
t = 4 2 T =
ma2+y/1 — e? 4

Substituindo os valores, encontramos:

’ t = 0,566 anos ‘

9. (Juventauro - 70 pontos) Juvelino é um amante da astrofotografia que passa noites a fio
observando o céu. Ele possui um telescopio refletor de didmetro 40 ¢cm e razao focal f/9,0. No
jornal astronomico, saiu a noticia que um novo cometa foi descoberto, o qual foi apelidado de
Juventauro pelo astronomo amador. Juventauro possui uma érbita eliptica, praticamente no
plano da ecliptica, com latus rectum | = 2,48 U A e excentricidade e = 0,71. Ele também se
move no mesmo sentido de translacao da Terra. Considere que esse cometa possui albedo 1 e é
um corpo esférico.

(a) (15 pontos) Quando o cometa se encontra na sua configuragao de menor distancia possivel
em relagao a Terra, sua magnitude tem valor 7 mag. Sendo assim, calcule a menor magni-
tude possivel do cometa quando o mesmo se encontra no afélio, por favor.

(b) (7 pontos) E possivel que Juvelino consiga ver Juventauro quando ele se encontra no
afélio? Justifique.

Para conseguir identificar melhor o cometa, Juvelino instalou uma camera CCD de 2048 x
2048 pizels, sendo cada pixel um quadrado de lado 9 um. O tempo minimo de deteccao da
camera é de 250 s para um objeto com magnitude 19 mag no filtro V.

(c) (8 pontos) O astréonomo conseguiu calibrar perfeitamente o sistema para que o telescépio
acompanhe Juventauro no afélio. Na configuragao do item a, qual o tempo minimo de
exposicao necessario para que Juvelino identifique o cometa?

(d) (8 pontos) Na verdade, Juvelino percebeu que o objeto demorou mais do que esperado
para ser identificado pelo CCD. Foram exatos 300 s de exposicao. Ele ja conhecia o tempo
teoricamente ideal (calculado no item c), porém nao sabia o valor da profundidade 6ptica
da atmosfera. Sabendo que o Juventauro se encontra no zénite, ajude-o e calcule esse valor.

Subitamente, quando o cometa se encontra no afélio, sofre uma explosao isotrépica, formando
uma grande nuvem de particulas que reflete toda a radiacao incidente. O grafico abaixo foi feito
por Juvelino e identifica a mudanga de magnitude do cometa, em detrimento da explosao, em
funcao do tempo. Ele ja possui corre¢ao de extingao atmosférica.
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Magnitude do cometa Juventauro em funcao do tempo
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(e) (16 pontos) Sabendo que, no momento da explosdo, Juventauro se encontra em oposicao,
estime a densidade de particulas no dia 1/11/2007. O diametro angular da nuvem é 1,83".
Considere que, nesse caso, a magnitude é proporcional a drea de reflexdo, a densidade
é pequena o suficiente para que as particulas ndo se sobreponham, e a distribui¢ao de
particulas na nuvem é isotrépica.

Aconteceu algo bem interessante. Algumas particulas, apds a explosdo, ficaram estaticas em
relacdo ao Sol. Para o item posterior, assuma que a radiacao é totalmente absorvida por essas
particulas estdticas, que elas sdo esféricas e possuem densidade p = 5,75.10% kg/m3 e que o
Sol emite monocromaticamente em A = 500 nm. Despreze a atracao gravitacional da prépria
nuvem e de planetas.

(f) (16 pontos) Calcule o didmetro delas. Se esse didmetro fosse duplicado, o que aconteceria?

Solution:

(a) Vamos achar os principais elementos da 6rbita usando a equagdo polar da elipse. No
latus rectum:

a(l1-¢€?)
1+ e.cos(90°)

O fluxo recebido pelo observador proveniente do cometa é proporcional a:

—-a=5UA—-r,=1,4UA—r,=8,55UA

g

2

F~
2
d@—cometad®—cometa
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Onde o ¢ a area de segao transversal do cometa, dg—_cometqa @ distancia do sol ao cometa, e
d@—cometa @ distdncia do observador ao cometa. Portanto, utilizando a férmula de Pogson,
temos:

(b) Como o didmetro da lente objetiva do telescépio é maior que o didmetro da pupila, a
magnitude limite observada pelo telescépio é maior que a magnitude limite observada pelo
olho humano, que tem valor 6. Entao:

Dcz)bjetiva

pupila

Portanto, como my;mm < Munin, Juvelino nao consegue observar Juventauro nessas condigoes.

(c) Para o objeto ser identificado pelo CCD, é necessério que uma energia minima chegue
ao pixel. Essa energia é proporcional a:

FEnergia ~ F't

Onde F é o fluxo recebido pelo objeto e t é o tempo de exposi¢ao. Dali, como na configuragao
do item a a magnitude é 17:

e Utilizando Pogson:

Fi;, Iy
17-19 = -2, 5log 217 — 217 _ 6 31
gFlg g

e Utilizando a proporgao:

F17 t'rnin = F19 300 s — tmin = 39a 6 s

(d) Utilizando a mesma proporgao do item anterior e chamando 7 de profundidade 6ptica,
temos:

Frecebido 39, 6s _
= =e " - = 2,02
= 3005 = °

(e) Para esse item, vamos assumir que o cometa, quando explodiu, foi dividido em N
particulas de mesmo tamanho. Sendo r o raio de cada particula e R o raio do cometa antes
da explosao, temos que, por conservagao de massa:

47rr3N747rR3 T
3 3

_ N—1/3

Pelo grafico, depreende-se que a magnitude apds a explosao é aproximadamente 2. Portanto,
utilizando a mesma relagao de proporcao do item a para relacionar a area total refletora e
a area do cometa, temos:
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Nrr? Nrr?
TR? TR?

217 =—2,5log =10 > N3 =10 > N = 10'®

Ou seja, o cometa foi dividido em 10'® particulas. Como o didmetro angular da nuvem é
4 . ,
de 1,83 , o raio da nuvem é:

”

1,83
Rpuvem = sin 5795 UA — Ryuvem = 5,01 10° m

Por fim, a densidade de particulas é:

N particulas
v n=210_373
7r 'n.Suve‘nL m

(f) Nesse item, vamos equilibrar a forga exercida pelos fétons que sdo absorvidos pela
particula e a forca gravitacional exercida pelo Sol.

e Forca gravitacional:

GM®p47TT'3
Fgrav = TS
e Forga exercida pela radiagao:
dNg
Froa = dC;tOH Pféton

dNtston

Precisamos entao calcular , que é o numero de fétons que colidem com a particula

dt
por tempo, e Pgston, que é o momento de cada féton. Como foi considerado que o Sol é
monocromatico:
dNtston Lo mr? Lo mr? Lor?
dt = drd? — Fraa = T2 Pfston = 5
md Efc')ton 4md Eféton 4d?c
Fazendo a igualdade:
Lo 3
Foraw = Fragg —|r=—"2—" =9.9810"" m
grav rad A 47TPGM®

Ou seja, a particula tem diametro de aproximadamente 2 ym. Com o dobro do diametro,
como a forca gravitacional é proporcional a r3 e a forca de radiacdo é proporcional a r2,
a forga gravitacional fica superior e, consequentemente, a particula caminha em direcao ao

Sol.

10. (Desaparecimento de Polaris - 80 pontos) Polaris (o« UM3) subitamente desapareceu!
Nathan, Katarine e Lais, astronomos de ponta, comecam um intenso debate: qual o melhor
método para determinar a posicao do Polo Celeste Norte? Cada um propoe um procedimento
distinto.

(a) (5 pontos) Ao aplicar qualquer método, obtemos a posi¢do de um Polo Imagindrio. A
distancia angular entre esse Polo Imaginario e o Polo Celeste real determina o erro atrelado
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ao método. Sendo assim, calcule o erro do método utilizado antes de Polaris desaparecer.
Para tanto, considere que o procedimento mais consagrado era simplesmente tomar Polaris
como o Polo Imaginério.

(b) (10 pontos) Nathan sugere um método semelhante ao que utilizamos no hemisfério sul:
prolongar a distancia entre Circitores (¢ UM3i) e Yildun (6 UM3) 1 vez no sentido norte,
partindo de Yildun. Obtemos, assim, o ponto PCN1. Calcule o erro do método de Nathan.

(¢) (10 pontos) Katarine tem uma ideia parecida: prolongar a distancia entre Merak (8 UMa)
e Dubhe (o« UMa) 5 vezes em diregdo ao norte, partindo de Dubhe. Obtemos, assim, o
ponto PCN2. Determine o erro associado ao método de Katarine.

(d) (30 pontos) Lais foi mais audaciosa: prolongar a distancia entre Merak (8 UMa) e Dubhe
(o UMa) e também a distancia entre Circitores (¢ UM4) e Yildun (§ UM?4). O ponto de
intersecgdo entre os dois prolongamentos seria o PCN3. Novamente, determine o erro
associado a este método.

(e) (5 pontos) Qual o método fornece um Polo Imagindrio mais préximo ao real apds o
desaparecimento de Polaris?

(f) (30 pontos) Carrit, um pesquisador muito atento, estava observando Polaris em seu ob-
servatério particular em South Bend (¢ = 41,67°) no momento do ”desaparecimento”do
astro. Ele notou que no exato instante da culminacao inferior da estrela, ela se desprendeu
da esfera celeste e continuou seu movimento com velocidade tangencial (constante) perpe-
tuamente. Apds um ano, quais as coordenadas de altura e azimute (medido a partir do
norte) de Polaris que Carrit medird em seu observatério? Determine também essas coor-
denadas apds um tempo extremamente longo. Assuma que a esfera celeste rotaciona e a
Terra permanece parada.

Dados:
Estrela | Ascensao Reta | Declinagao
aUMa 11h05m00s +61°38'24"
B8 UMa 11h03m05s +56°16'15"
a UM:1 2h58m15s +89°21'05"
6 UMi 17h25m38s +86°34'16"
e UMi 16h43m55s +82°00700”
Solution:

(a) Para o método atual, seja 64 a distancia angular entre o Polo Celeste Norte e o Polo
Imagindrio. Nessa primeira situacao, o erro é simplesmente a distancia angular entre

o Polo e Polaris: 84 = 90° — ¢, = 90° — 89°21'05” «— 6,4 = 38'55".

(b) Faremos uma representacao esquemadtica:
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BUMI

B>

eUMI

#, = erro angular do método
f = distancia angular SUMi — cU M

Para qualquer angulo 3, usaremos a notacao de angulo complementar: 5 = 90° — .
Definimos: Aa = a5 — . = 41m43s = 10,429167°

(i) Determinando 6 por lei dos cossenos:

cos B = sin J, sin d5 + cos 0, cos ds cos Ax
<« 0 = 4,668930°

(ii) Determinar B por lei dos senos:

in B in A
SY_SWMAY L B - 7,643552°
cos O sin 6

(iii) Calcular 6, a partir do tridngulo e — PCN1 — PCN:

cos 01 = sin d. cos 20 + cos . sin 26 cos B

— [0, = 1°45'46"

(¢) O método de resolugao serd bem semelhante: Aag = 1mindss = 0,479167°.
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aUMa

k = distancia angular entre aUMa e fUMa

cosk = sindgsindy + cosdgcosdocosAa

sinG _ sinf02 o _ 430587

cosb,  Sink
(iii)
cosy = sindgcosbk + cosdgsinbr.cosC < | by = 1°59'07"

Obs: Katarine é uma astronoma de ponta. Nem pense em dizer que Aas ~ 0 e
calcular apenas a diferenca de declinagoes! Isso levaria a um valor de 63 = 1°30'51”
(suficiente para ultrapassar o método de Nathan).

Para resolvermos esse problema, usaremos a lei dos 4 elementos. Além disso, os
resultados intermedidrios dos itens (b) e (c) serdo tteis.

PCN
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Aas = asuma — @gUuMa = 6h22min33s = 95,637500°

No item (c) vimos que o prolongamento 5 — « UMa passa bem préximo ao PCN, isto
é, acima de ¢ e § UMi.

Usaremos 2 vezes a lei dos 4 elementos:

' a

cosbcosC = cotasinb — cot AsinC

(i) Do primeiro triangulo:

PCN

sindgcos(Aas + E) = cothscosdg — cotCsin(Aag + E)

H4 duas incégnitas (E e 05 - C foi calculado anteriormente).

(ii) Para o outro tridngulo esférico:
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sind.cos(Aa + E) = cotbscoség — cotBsin(Aa + E)
Hé as mesmas duas incognitas da equagao anterior.

Sistema obtido:

sin dg cos (Aas + E) + cot C'sin (Aag + E) = cot 85 cos dg
sin 0. cos(Aa + E) + cot Bsin(Aa + E) = cot 03 cos .

Essa equagao é facilmente resolvida usando-se as identidades trigonométricas:

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

Desenvolvendo-se a expressao e rearranjando-a (cosE & esquerda):

cot C'sin Ax cot B sin A«
cos I/ | tan dg cos Aa + o eTs tand. cos Ao + — | =
cos dg cos O
cot C' cos Aa cot B cos Ax
=sin F |tan dg sin Aag — TS tan e sinAq + —
cos dg cos O

Substituindo-se os valores numéricos:

25, 385472

E = 29000 e
= 026651

— FE = 23,996286°

Retomando-se uma das expressoes do sistema, calcula-se:
03 = 1°35'06"

(e) Apesar de mais complexo, o método proposto por | Lais | possui o menor erro.
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(f) A esfera celeste e o eixo de coordenadas serdo:

No exato instante da culminagao:

(w = velocidade angular da esfera celeste
R = raio da esfera celeste

V; — wRcosdj — a velocidade de Polaris apenas altera a coordenada y
hyp=®—(90°—4§) =6+ P —90°

A, =0°
|zp| = Rcosh,,
Yp = 0

zp = Rsinh,

Substituindo-se alguns valores numéricos:

w= QT—” — Sendo T o periodo sideral
t=1 r;mo

0 = 89°21'05”

hp = 41,02°

Ap6s Polaris se deslocar:
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(-Tf: Yt 2t)

Tt = Tp
Y+ = 0 + ypt = wRcosdt — t é o tempo decorrido desde o desprendimento da estrela
2t = Zp
Temos, assim, apos 1 ano:
2t Rsinhy,

tanh = =
Vi tu?  (Reosh,? + (@Rcos o0

 [i=137]

Apés um tempo muito longo, y tende a infinito e tan hy tende a zero:

tanhy = Rsin by — 0
\/(Rcos hp)2 +| (wRcosdt)? | — oo
-
Para o azimute:
Z
)
Y
xTr

27




Ty cos h
cosA = P

Vi +y? - 4/ (cos hy)? + (w cos bt)?

Apés 1 ano: | A = 88,34°

Se t for muito grande, a fragao tende a 0 e, portanto:

Tt

— | Ay =90°

cosAy =
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