PROVA TEORICA 2 - GABARITO

e
g ’ﬁ/ \ SELECAO DAS EQUIPES BRASILEIRAS

OLIMPIADA BRASILEIRA DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE 2021

ASTRONOMIA E ASTRONAUTICA

10.

Instrucoes (erais

. Cada aluno deve enviar um arquivo tnico no formato PDF pelo Classroom da seletiva;

O titulo do arquivo deverd seguir a formatagao: “ ‘N aluno’ - P2”. Por exemplo, se seu niimero
¢ 19, envie o arquivo com titulo “19 - P2”;

As solugoes de duas ou mais questoes nao podem estar em uma mesma péagina;

No canto superior esquerdo de TODAS as pdginas informe: “N° aluno - Q(N° questao) ”. Por
exemplo, “19 - Q1”7 e no canto inferior direito informe o nimero da pagina, por exemplo, “p.1”;

A duragao da prova é de 3 (trés) horas e meia e o tempo extra para escanear é de 20 (vinte)
minutos, sem possibilidade de tempo adicional, a nao ser em casos de imprevistos;

A prova é composta por 10 questoes (totalizando 300 pontos), divididas nas seguintes categorias:

e Questoes Curtas - 5 questoes, sendo uma valendo 6 pontos, duas valendo 10 pontos e duas
valendo 12 pontos.

e Questoes Médias - 2 questoes, sendo uma valendo 20 pontos e uma valendo 25 pontos.
e Questoes Longas - 3 questoes, sendo uma valendo 55 pontos e duas valendo 75 pontos.

A prova é individual e sem consultas. Uma tabela de constantes com informagoes relevantes
para a Prova Tedrica esta disponibilizada na pagina 2, assim como no Classroom da seletiva;

O uso de calculadoras é permitido, desde que ndo sejam programdveis/graficas/com acesso a
internet;

As resolugoes das questoes, numeradas de 1 a 10, podem ser feitas a 14pis (bem escuro) ou caneta
e devem ser apresentadas de forma clara, concisa e completa. Faga um retangulo ao redor da
resposta de cada item. Recomendamos o uso de borracha, régua e compasso;

Vocé pode utilizar folhas de rascunho para auxiliar no processo de resolugao da prova, mas elas
nao devem ser entregues no formuléario.

Instrucoes Especificas

. S6 serao aceitos arquivos em pdf. Em caso de duvidas, leia o passo a passo da OBA de como

escanear suas solugoes disponivel no Classroom;

Os alunos s6 poderao se comunicar com o fiscal de sua sala por meio do chat da plataforma
Zoom. Sao vedadas quaisquer duvidas em relacao ao conteido da prova;

Ao terminar a prova, avise o fiscal de sala pelo chat da plataforma Zoom e aguarde por instrugoes;

Os microfones deverao permanecer fechados a todo tempo. O estudante deve manter dois equi-
pamentos conectados a sua sala zoom durante o curso da prova, de forma que possa ser visto
durante toda sua duragao;

O uso de aparelhos celulares ou cameras fotograficas s6 sao permitidos enquanto o aluno realiza
o scan de suas solugoes;

Para questoes em branco, escreva no topo da questao subsequente “Pulei a questao anterior”.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)
Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)

Obliquidade da Ecliptica
Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa
Raio
Distancia média a Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica

Albedo
Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rp)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galdxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Hubble (Hp)
Velocidade da luz no vécuo (c)
Massa do Préton

Ao medido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 -10% m

9,8 m/s?

23°27

365, 2422 dias solares médios
365, 2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35-10%2 kg
1,74-105m
3,84-108 m
5, 14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 10%0 kg
6,96 - 108 m
3,83-10% W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 km s~!
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 101 m
206.265 U A

6,67-107" N -m? . kg2
8,314 N -m-mol~ ! - K1
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J - K2
5,67-108W.-m2.K*
67,8 km-s 1. Mpc™!
3,0-10% m/s

938,27 MeV - ¢ 2

656 nm

Pagina 2

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Triangulo Esférico:

Lei dos senos:

sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(a)  sen(B)  sen(y)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(a)

e Critério de resolucao de Rayleigh:

A
D

e Pressao de radiacao (reflexao perfeita e dngulo de incidéncia nulo):

_2F
70

P

sendo F' o fluxo de radiacao e ¢ a velocidade da luz

e Efeito Doppler Classico:

A— )\0 Urad
z = =

)\0 C

e Extingao atmosférica:

F/ _ Fefrz sec z
e Primeira Equacao de Friedmann:

H72 _ on n Qw;,(] + Quo + 1-9Q0— %m,o —Qap
Hp a a a
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e Relagao Massa-Luminosidade:

L M \*?
L M\*
Lf S (M) s (0,43M@ <M< QM@)
L@ © N 3.5
O O
L M
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Questoes Curtas

1. Quisso? A Giulia Sumiu! (6 pontos) Certo dia, Giulia resolve ir & praia. Contudo, ela
se perde no meio do caminho durante a madrugada e repara que seu relégio marca 6h32min no
nascer do Sol, enquanto espera por ajuda. Sabendo que ela se encontra no hemisfério Sul, qual a
longitude que devemos ir resgatar Giulia?

Dados: O angulo horério (H) do Sol em seu nascer era —80° e o horério civil de Giula é -3 GMT.

Solugao:

Transformando o angulo horéario em horas: H = 32(;1& x —80° = —5h20min

Sabendo que H=0h na culminagao superior do Sol (meio dia) e que o meio dia do relégio
de Giula corresponde a culminagdo superior do Sol na longitude —45°, podemos calcular o
horério do nascer do Sol (HSN) como se ela estivesse em A = —45°:

HSN =12h— H
HSN = 12h — 5h20min = 6h40min

Assim, percebemos que o nascer do Sol de Giulia ocorreu antes que em A = —45°, isto é,
Giulia estd a Leste e com uma diferenca A\ = 6h40min — 6h32min = 8min = 2° deste local.

Portanto, a longitude de Giulia é A = —43°

2. Estrela Polar (10 pontos) Em suas férias, Shell decide viajar para Roma (¢ = 41,9° N e
A = 12,5° L). Certo dia, ele decide observar uma estrela perto do polo que possui magnitude
6 quando no zénite de um observador qualquer. Qual a magnitude com a qual ele enxerga a
estrela, sabendo que a maior magnitude com a qual ele enxerga a estrela Alkaid (o = 13h 48m,
§d=49°19, L = 594Lg e p = 31,4 mas) é 4,817

Solugao:

Primeiramente, precisamos descobrir a magnitude visual de Alkaid sem considerar a exting¢ao
atmosférica. Comparando com o Sol:

L@ 47Td2>

mgo —ma = —2,5log (47rd(29 7

Onde .
d=~=31,8 pc
p

Disso, obtemos m4 = 0,45.

A maior magnitude de Alkaid serd atingida quando Alkaid estiver em sua menor altura, ou
seja, em sua culminacao inferior. Para este caso h = ¢ — (90° — §) = 1°13'.
Disso, descobrimos a extingao atmosférica:

F/ — Fe—TSQCZ

4,81 —my = —2,5log(e” T84T

Disso 7 = 0, 085.
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Agora podemos finalmente encontrar a magnitude com que Shell vé a estrela. Como a estrela
se localiza perto do polo, temos h ~ ¢, e entao:

e T sec(90°—¢)
m—6=-25lg|"—

e~ T

Logo, m = 6, 05.

3. Ocultagao de Regulus (10 pontos) O astrénomo Carrit presencia, de seu observatério em
Marilia (SP), um fenémeno raro: durante a oposi¢do de Jipiter em relagdo ao Sol, o gigante
gasoso oculta a estrela Regulus (aLeo). Considerando as érbitas de Jupiter e da Terra coplanares
e circulares, determine qual a distdncia angular entre Jupiter e Regulus medida pelo astréonomo
600 dias apds a configuracao citada.

Dica: considere nula a latitude ecliptica da estrela (aLeo). Use, se necessério, que o raio da
Orbita de Jupiter é Ry = 5,2 UA.

Solugao: A figura abaixo ilustra os planetas nas configuracoes inicial (1) e final (2), 600 dias
apos a primeira.Seja r a reta que aponta para Regulus na configuragao inicial, tem-se:
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Do semi-eixo maior de Jupiter, encontras-se que Ty = Ri/ 3 = 4331 dias. Assim,
360°
' = -600 = 591,38° <= a =51,38°
“ = 365,25 ’ @=on
360°
= . =4 °
B 1331 600 9,87

Como a estrela estd muito distante da Terra, traca-se a reta ', paralela a r, para determinar
a distancia angular 6 requerida. Projetando-se os raios das érbitas no triangulo retangulo
T, — T’ — Js, calcula-se

Rgsina + Rjysinfj
Rgcosa + Rjcos 3

tanf =

=1,1966

4. Laser de Raul (12 pontos) Raul IX é o comandante de um império intergaldctico num supera-
glomerado muito, muito distante. Como imperador, ele quer controlar os nascimentos de estrelas
em certas regioes sob seu reinado. Para esse fim, um time de fisicos desenvolveu uma poderosa
fonte laser de 103> W (quase uma galéxia!) que energiza nuvens de gés a ponto de nio colapsarem
em estrelas.

O teste inicial serd em uma nuvem composta por hidrogénio molecular com densidade numérica
n = 10* particulas por cm®, massa M = 5 x 102 Mg, e temperatura inicial Tp = 10 K. Tudo estava
correndo bem no dia do teste, até que um astronomo desatento até entao percebeu os efeitos da
extingdo interestelar, e calculou a profundidade 6ptica da fonte laser até a nuvem: 7 = 0,82.
Qual o tempo minimo ¢ que os cientistas devem aplicar o laser na nuvem para terem sucesso no
experimento?

Considere em primeira aproximacao que a nuvem nao muda de tamanho, absorve toda a lumino-
sidade incidente e esquenta uniformemente. Use também as seguintes expressoes para a massa de
Jeans e o calor especifico molar a volume constante para moléculas diatomicas:

onde i é a massa de uma molécula.

Solugao:

Primeiro encontraremos a temperatura que a nuvem precisa ter para que ela ndo colapse em
uma estrela. Para isso, a sua massa da nuvem deverd ser menor que a de Jeans:

o 5k, T 3/2 3 1/2
7 Gu 4dmp

1/3
o (G (4o e
5ky, 3
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A densidade da nuvem é dada por p = un = 3,34 x 1077 kg/m®. Substituindo valores,
obtemos T' = 167 K.

Em seguida, calcularemos o tempo que a poténcia do laser leva para esquentar a nuvem até
essa temperatura. A capacidade térmica da nuvem é C' = ¢y N, onde N é o nimero de mols
da nuvem. N é dado pela divisao entre a massa da nuvem e a massa molar do hidrogénio
molecular (Hz), 2 g/mol.

C=CvN
) M
—“R.—
2 2g/mol

1,03 x 103" J/K

A poténcia que chega na nuvem é P = Pye™", onde Py = 103> W. Usando a equacio do calor,
a nuvem ¢é esquentada até a temperatura 7" em um tempo At:

Q = PAt=C(T - Tp)
Poe_TAt = C(T - To)
C(T —To)

At =
= PoeiT

Substituindo valores, temos finalmente | At = 10 h |

5. Big Crunch (12 pontos) Juvelino, um astronauta entusiasta, vive em um universo composto
apenas por matéria e curvatura nao nula e que obedece a métrica FFLRW . Sabe-se que na atual
idade do universo de Juvelino, sua constante de Hubble é dada por Hy = 55 km/s/Mpc e que,
para o momento em que seu fator de escala era de a = 0, 5, sua constante de Hubble era dada por
H = 165 km/s/Mpc. Demonstre que o universo de Juvelino é fechado e calcule o maior fator de
escala a4, que seu universo atinge antes que comece a contrair.

Solugao:
Pela Primeira Equacao de Friedmann
H? Q0 Qmpo 1=Q0—Qmo— Q0

—5 = + Qp0 +
H? at a3 A0 a?

Como o universo possui apenas a componente de matéria, todas as outras s@o nulas, o que
nos leva a equagao

Para a = 0,5, teremos

1652 Qo 1= Qo
552 0,53 0,52
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Resolvendo para €, o, encontramos £2,, o = 1,25. Assim, como o pardmetro é maior que um,
. ;
o universo é fechado (k = +1).

Para a segunda parte do problema, basta percebermos que para o maior valor possivel do
fator de escala, teremos H (t) = 0, j& que isso implica que ¢ = 0. Assim

Qm 0 1-— Qm 0 in 0
0=—m9 4 9 s Gmae = —% =[5
a3 o2 — Umazx Qm,O 1

max max

Obs: o fato da constante de Hubble estar diminuindo com o tempo nao implica que o universo
é fechado. Em um universo critico composto apenas por matéria, por exemplo:

H2 QmO QmO
— = ~ > H = H, 2
H? a? N a3

Perceba que H(a) é uma fungao decrescente, mas nunca terfamos H < 0 - o que caracterizaria
um universo fechado.

Quetoes Médias

6. Estrela de Barnard (20 pontos) Juvelino, em uma bela noite de observacao estelar, tem em
suas maos um telescépio refletor f/4.7 com distancia focal de 1200 mm. Ele deseja mensurar a
magnitude da famosa Estrela de Barnard, na constelagao de Ofico.

(a) (4 pontos) Calcule a escala de placa do telescpio (em arcsec/mm), bem como o didmetro
de sua objetiva (em mm).

(b) (6 pontos)Primeiro, Juvelino utiliza um método interessante, mas ndo muito eficiente, para
estimar a magnitude da estrela de Barnard. Ele tampa, aos poucos, a objetiva do telescépio
até o momento em que a visualizagao do objeto se torna impossivel. Sabendo que a magnitude
limite do olho de Juvelino é de +6 e que ele precisou tampar cerca de 98,65% da drea da
objetiva para que tal fendmeno ocorresse, calcule a magnitude de Barnard.

(¢) (10 pontos) Nosso heréi astronémo, muito curioso, agora deseja descobrir a menor magni-
tude que a estrela de Barnard atingird vista a partir da Terra em um futuro distante. Ajude
Juvelino e encontre essa magnitude. Desconsidere qualquer fonte de extingao.

Dados: A distancia a estrela de Barnard é 1,827 pc, seu movimento préprio é de p = 10393
mas/ano e sua velocidade radial é de —110,5 km/s.

Solugao:

(a) Calculando, primeiro, o didmetro da objetiva

S _ B0
5= D =47 D = 255 mm

Agora, para a escala de placa 7

~ 8,33 - 107" rad/mm — ‘ n =172 arcsec/mm‘

=

’[7:
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(b) Para esse item, vamos utilizar que a magnitude limite do olho humano é de +6 e que o
diametro da pupila dilatada é de 6 mm. Assim, podemos comparar a magnitude limite
do telescépio tampado - que serd, aproximadamente, a magnitude da estrela de Barnard
- com a magnitude limite do olho humano

Aoiho - (6/2)2
—6=-2,5log | — | = —2,51
m=6 olog (Aefetiva> ol (”(255/2)2 +(1-0,9865)

‘ MBarnard ~ 9; 5 ‘

(¢) A medida que o tempo passar, a estrela de Barnard se aproximaréd de nds, até atingir
uma distancia minima e em seguida se afastara. Na minima distancia, a estrela estara
mais brilhante do que nunca e sua magnitude serd a menor.

Equacao de Pogson para Barnard a diferentes distancias:

L 4nd? d
Mumin — M = —2,5log <47rdQ7;) = —blog (d A >

min

d

Nos resta descobrir d,,;,. Segundo as velocidades dadas, a estrela estd se movimentando
da seguinte maneira em relagao a Terra:

FEstrela de Barnard

Terra

Nota-se claramente que dy,;, = dsin 6, entao my,;, = m + 5log (sinf). Vamos calcular

0:

tan g — Vtangencial _ P d 10393 mas/ano - 1,827 pc
anv = = =
Uradial Up 110,5 km/s

= 0,8146 = 6 = 39, 1658°

Finalmente, substituindo e calculando a magnitude minimas:

Mpin = 9,5 + 5logsin (39, 1658°) =

7. Despedida do Doutor Nefario (25 pontos) No iconico filme “Meu Malvado Favorito 27,
Doutor Nefario, apds perceber que nao levava jeito para producdo de geleias, decide contar a
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Gru que recebeu uma proposta de emprego de outro supervilao. Entao, Gru e seus minions
decidem realizar uma cerimonia de despedida para o querido companheiro. Findada a homenagem,
Dr. Nefdrio monta em sua mobilete tecnoldgica e segue em movimento ascendente para sair do
laboratoério por meio de um orificio no meio da cipula, como mostram as duas figuras a seguir.

(a) Cerimoénia de Despedida. (b) Movimento Ascendente de Nefério.

Figura 1: Sequéncia do movimento do personagem. Fonte: Meu Malvado Favorito 2. Diregao: Pierre
Coffin e Chris Renaud. Producgao: Illumination Entertainment. Estados Unidos: Universal Pictures,
2013. 1 DVD (98 min).

Entretanto, o veiculo do Doutor é muito lento, fazendo com que o trajeto entre o chao e a parte
superior da ctpula leve um longo tempo. Nesse intervalo, ele decide observar as estrelas de um céu
limpo (i.e., ndo existe refragdo atmostérica) por meio do orificio. O personagem pretende analisar
qual a fracdo de estrelas do céu noturno que ele pode observar durante sua trajetéria ascendente.
Visando simplificar o problema, considere que a estrutura do laboratério é uma calota esférica,
assim como mostra a Figura 2.

Para esta tarefa, Dr. Nefario toma A, como o nimero de estrelas dentro de seu campo de visao no
intervalo de um ano sideral. Além disso, A, é o ntimero de estrelas espalhadas por toda a esfera
celeste. Sendo assim, a fracao de estrelas do céu que ele pode observar em uma dada posicao é
dada por 4,/A,.

h

Figura 2: Esquema da cipula. Considere que 6 é o angulo de abertura visto pelo doutor para um
determinado tempo ¢.

Dados: Velocidade da moto: u. Raio da Cupula: R. Altura da Cupula: h. Latitude do local
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de observagao: . Considere que as estrelas do céu estao uniformemente distribuidas no espago.
Saiba também que Doutor Nefario comeca seu movimento em ¢ = 0 a partir do ponto L.

(a) (4 pontos) Determine a equagdo temporal do angulo de abertura, 6(t), em funcgéo dos dados
do problema.

(b) (1 ponto) Encontre o valor §(t = 0), que é o angulo de abertura para quando Nefério se
encontra no ponto I.

(¢) (20 pontos) Determine uma expressao para A,/A, para 8(0) < 6 < /2.
Nota: Considere que 6(0) < 90 — .

Solugao:
(a) Os dois primeiros item do problema irdo precisar da anélise da geometria da cipula.

Pela imagem abaixo, conseguimos calcular o raio do orificio.

h

Figura 3: A partir dessa visdo geométrica, é possivel determinar o angulo 6 qualquer.

Por Pitagoras, vem: 22 + (h — R)? = R?> = 1 = y/h(2R — h).

Entao, assumindo que Doutor Nefdrio subiu uma altura ut, obtemos que tgf = z/(h — ut) =

h(2R — h)
0 = arctg ————
arctg[ ot ]
. . . 2R—-h
(b) Particularizando para ¢t = 0, obtém-se: | 8(0) = arctg| h ]

(¢) Segundo o enunciado, 6y é menor do que o complementar da latitude. Em decorréncia
disso, é necessario dividir esse item em dois casos.
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Primeiro caso: 6 <90 — ¢

Esquematizando o problema, temos:

zénite

PCN

Figura 4: Note que podemos encontrar a drea visivel por Nefario a partir do célculo da regiao
pintada pela cor amarela. Para isso, iremos determinar a area da calota formada pela regiao
2 (amarelo+-cinza) e retirar a regiao 1(cinza).

Sabe-se que A = 27 (1 — cosa/2), em que « é o dngulo que observa a regido que desejamos
determinar. Assim, para a calota 1, temos /2 = 90 — (¢ + 6), que nos permite escrever:

,jlcol _2n(1 - cos[ig— (o +0)]) N 1:44601 _ %[1 — c0s(90 — (¢ + 0))] (1)

Analogamente, para a calota formada pela regido cinza+amarelo, escrevemos:

A02
Ao

= %[1 —c0s(90 — (p — 0))] (2)

Como dito anteriormente, a area visivel é dada pela regiao amarela, ou seja, A, = Acy — Acy.
Com um pouco de trigonometria, segue o seguinte desenvolvimento:

j—z = AC%OAQ = %[1 —sen(p—0) — 1+ sen(p +0)] = j—z = %2sen900590 = (3)
= i—z = senfcosp (4)
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Nota: No passo anterior, usamos que sena — senb = 2cos[(a + b)/2]sen[(a — b)/2].
Segundo caso: 0 > 90 — ¢

Mais uma vez, esquematizando o problemas:

zEnite

PCN

Figura 5: Novamente, a regiao visivel por Nefario serd a amarela. Para efeitos de célculo,
iremos subtrair da area total a regiao cinza.

Do desenho, note que 8 = 180 — (90 — ¢) — 6 = 90 — (6 — ). Assim, a drea da regido cinza é:

’

R IR ) Q

/ . . .
Como A, = A, — Ac, conseguimos mais um intervalo de valores para A,:

A, A —Ac 1
E—T—lfi[lfsen(af@)]z (6)
A, 1
= Ao—i[sen(e—go)—l—l] (7)

Curiosidade: podemos confirmar a validade do resultado acima ao fazer § = 7/2, que
fornecerd A,/A, = cos*(¢/2). Esse valor é equivalente & fracio de estrelas que podemos
observar durante um ano para uma dada latitude. Para alcangar essa expressao, usamos o
fato que cos2a = 2cos?a — 1.
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Questoes Longas

8. Férias em Andromeda - Parte 2 (55 pontos) Conforme mencionado na questdo 1 da lista
3, Bruno decidiu passar suas férias em um planeta desprovido de dgua e com apenas uma lua
em uma estrela na galdxia de Andréomeda. Contudo, ao sentir muita falta do mar, ele comegou a
imaginar como a lua desse planeta influenciaria as marés na superficie. Por isso, Bruno decidiu
determinar uma expressao para calcular a forca de maré em um ponto da superficie do planeta
em fungao da anomalia verdadeira da dérbita eliptica (Bruno sabia que uma expressao em funcao
do tempo seria muito complicada, por isso ele escolheu a anomalia verdadeira).

Para simplificar os calculos, considere que no instante ¢ = 0 a lua estd no periastro, em sua
maxima declinacdo ao norte e exatamente acima do meridiano de longitude de Bruno. Além
disso, considere que a distancia entre a lua e o centro do planeta é sempre muito maior que o raio
do planeta.

Todos os itens dessa questao devem ser resolvidos algebricamente em funcao de constantes fisicas
e dos seguintes parametros:

Massa do planeta (Mp)

Massa da lua (Mp)

Massa de Bruno (m)

Raio do planeta (R)

Semieixo maior da érbita da lua (a)

Excentricidade da 6rbita da lua (e)

Obliquidade da érbita da lua em relagdo ao Equador do planeta (&)
Latitude de Bruno (¢)

Anomalia verdadeira (6)

Importante: Considere a massa da lua desprezivel em relagdo a massa do planeta.

Importante: A anomalia verdadeira corresponde ao angulo entre o periastro o foco com o planeta
e a posicao da lua, com vértice no foco.

(a)

(b)

(5 pontos) Determine uma expressio para o valor inicial da forga de maré que Bruno sentiria
se ele estivesse no ponto da superficie do planeta localizado exatamente abaixo da lua no
instante ¢t = 0.

(15 pontos) Deduza uma expressdo para determinar a distancia entre a lua e o centro do
planeta (r) em funcdo da anomalia verdadeira.

Dica: Uma boa estratégia seria escolher um ponto qualquer na elipse e montar um triangulo
com esse ponto e dois outros pontos relevantes para a elipse.

Dica: Lembre-se da definicao matemaética de uma elipse.
(15 pontos) Outro pardmetro importante é o 4ngulo « entre Bruno, o centro do planeta e

a lua, com vértice no centro do planeta. Determine uma expressao para o valor desse angulo
em fungao da anomalia verdadeira.

(20 pontos) Deduza uma expressao para calcular a forga de maré sobre Bruno em fungao
da anomalia verdadeira. Para simplificar a expressao final, vocé pode simplesmente utilizar
as varidveis r(6) e a(f) sem substituir as expressoes dos itens anteriores na sua resposta final.

As seguintes aproximagoes podem ser tuteis:
o I+z)"~1+ansex << 1.
e cos(f) ~ 1 para dngulos muito pequenos.
e r+YyrITsex>>y.

Dica: Decomponha os vetores e trabalhe com cada eixo separadamente.
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Solugao:

(a) Uma possivel maneira de resolver esse item seria calcular a forga resultante no centro
e na superficie e subtrair as duas. Contudo, é muito mais simples derivar a forga
gravitacional e multiplicar o resultado pelo raio do planeta. Vale ressaltar que esse
método s6 funciona porque o raio do planeta é muito menor que o raio orbital da lua.
Portanto:

dF  —2GMpm

dr 73
72GMLm * (*R)
F,, = 3
2GMrmR
Fm = 7’73

Nesse caso, a derivada indica que a forga estd diminuindo conforme a massa de teste
fica mais distante da Lua. Contudo, o ponto em questao estd mais préoximo da Lua, por
isso ¢ necessario utilizar o sinal negativo.

A distancia da lua ao centro do planeta é dada pela seguinte expressao:

r=a(l —e)

Dessa forma, a forca de maré sentida por Bruno nesse caso é dada pela seguinte ex-
pressao:

2GMLmR
a3 (1—e)3

(b) Considere a seguinte figura:
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Pelo Teorema de Pitagoras:

1'% = (1 sen(9))* + (2ae + rcos(6))?

72 = r? 4 4ae(ae + rcos(h))

72 —r? = 4ae(ae + rcos(f))

/

()" +7) = daclae + reos(0)

Considerando que, pela definicao de uma elipse, ' + r = 2a:

(2a —r — 1) * 2a = 4ae(ae + rcos(0))
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a—r = e(ae + rcos(0))

a(l—e?)

"= 1+ e cos(0)

(¢) Com base no seguinte tridngulo esférico, é possivel determinar a declinagao da lua:

Meridiano
do Bruno

90°-6

90°-A

sen(90° —60)  sen(d)

sen(90°) sen(e)

sin(d) = sen(e) = cos(0)

0 = arcsen[sen(e) % cos(0)]

O triangulo em questao s6 é valido para o primeiro quadrante. Contudo, a férmula ainda
é vélida nos outros quadrantes. Nos quadrantes 2 e 3, o angulo 90° — 6 é substituido
por 8 — 90°. Nesse caso, sen(f —90°) = —cos(f), mas o sinal negativo da declinagao
faz com que a expressao final seja igual a do ultimo quadrante. No ultimo quadrante,
o angulo utilizado é § — 270°. Como sen(f — 90°) = cos(f) e a declinacdo é positiva, a
expressao permanece a mesma.

Com base no mesmo triangulo esférico, é possivel determinar a diferenca de longitude
entre Bruno e a lua utilizando a férmula das quatro partes:

c08(90° — N)cos(e) = cot(90° — §)sen(90° — N) — cot(90°)sen(e)
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sen(A)cos(e) = tan(0)cos(N)

- 20
= arctan tan(e)
- arton |05

O argumento para mostrar que essa expressao ¢ valida em todos os quadrantes é andlogo
ao argumento para a declinagao.

O angulo « é a separagao angular entre Bruno e a projegao da lua no planeta, que pode
ser calculada pela lei dos cossenos:

cos(a) = cos(90° — ¢)cos(90° — &) + sin(90? — ¢)sin(90° — d)cos(A)
cos(a) = sin(¢)sin(d) + cos(p)cos(d)cos(N)
a = arccos(sin(¢)sin(d) + cos(¢p)cos(d)cos(N))

.. O angulo « pode ser calculado por meio da expressdo a = arccos(sin(p)sin(d) +
tan(Q)]

cos(¢)cos(d)cos(N)), em que § = arcsen[sen(e) = cos(0)] e A = arctan [COS(E) .

(d) A seguinte figura é necesséria para a resolugao desse item:

Forga no centro do planeta:
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GMLm
-

RO

Foy=0
Forga na posicao de Bruno:
GMpm
Fae = SHLT 0
—GMpm
Fpy = TLsen('y)

Forca de maré:

P = G () - )

—GMpm
Fry = TLsen(w)

Como a resposta final nao pode estar em funcao de d ou de ~, é possivel utilizar o
Teorema de Pitdgoras:

d*> = ([r(0)] — R+ cos(a(h)))? + (R * sen(a(h)))?

d? = [r(0)]? — 2r(0) * R % cos(a(f)) + (R * cos(a(0)))* + (R = sen(a(6)))?

Os termos que contém R? sdo muito pequenos comparados aos outros, logo é possivel
tira-los da expressao:

d* = [r(0)]* — 2r(0) * R = cos(a(6))

@ = [r(0))* [1 _2+R *T(EZ}S(Q(Q))]

Substituindo essa expressao na férmula da for¢a de maré e considerando que (1 + )" ~
l+aznsex << 1t
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GMpm 2R
Fmy = =002 [

+ 7“(9)008(a(0))] sin(vy)

Como r >> R, v é um angulo muito pequeno. Portanto, cos(y) =~ 1 e r ~ d. Além
disso, pela lei dos senos, sin(y) ~ W. Dessa forma, a expressao final para a forca

de maré em fungao apenas dos parametros fornecidos é a seguinte:

_ GMLmR

Fon = Sy (2008(a(®)i - sin(a(6))]

9. Modelando a Terra Plana (75 pontos) Imagine a possibilidade da existéncia de dois planetas
similares & Terra, porém de formatos singulares: um disco preenchido uniformemente (Planeta
5H33L) e um disco oco (Planeta 5H00J1). Sendo os discos completamente planos, podemos
imaginar esses dois planetas como possiveis “Terras Planas”. Considere que os dois corpos possuem
altura H, enquanto 5H33L possui massa especifica p e 5SH00J1 possui massa superficial o.

H p
I

Figura 6: Modelo escolhido para os planetas.

Nessa questao, iremos estudar como o campo gravitacional se comporta nos arrredores dos centros
desses objetos. Para isso, assuma que o plano é muito extenso quando comparado a qualquer outra
dimensao, desprezando, assim, efeitos de borda. Aqui, vocé deve utilizar a referéncia dos sistemas
coordenados como o centro de cada planeta, como mostra a figura 4.

AZ

(0:0;0)

Figura 7: Eixo coordenado indicado para cada disco. Utilize a notacao zg para SH33L e zp para
5HO00J1.
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Tome ¢(z) a intensidade do campo gravitacional como uma fungio da coordenada z, ou seja, a
distancia vertical entre o centro do planeta e o objeto de prova.

Parte A: Modelo de Campo

(a)

(15 pontos) Encontre o intervalo de valores que g(z) pode assumir para os planetas 5H33L
e bHO0J1. Como esses intervalos se diferenciam? Deixe sua resposta em fungao de constantes
fisicas, de p, o e z.

Dica: Lembre-se da Lei de Gauss para o campo elétrico, & = SE CdA = q/e, em que
e = 1/(4rK,), sendo K. a constante eletrostdtica do meio. A partir de uma analogia,
procure expressar o fluxo do campo gravitacional para calcular o que se pede.

(5 pontos) Esboce o gréfico de ¢g(z) em fungdo da coordenada z para cada um dos discos.
Qual a principal diferenca observada?

(5 pontos) Considere que a Terra, 5H00J1 e 5H33L possuem a mesma gravidade superfi-
cial. Nesse caso, determine a espessura Hg, sabendo que 5H33L e a Terra possuem mesma,
densidade. A partir desse resultado, encontre o valor numérico da densidade superficial de
5H00J1, o.

Dados: Densidade da Terra: p = 5571kg/m?. Raio da Terra: 6370 km.

Parte B: Viagem ao Centro da Terra

Suponha que foi construido um tunel em cada planeta capaz de ligar seus polos internamente,
passando, assim, pelos seus centros.

(d)

(12 pontos) Para estudar como funciona a intensidade desse campo gravitacional, uma
equipe de cientistas abandonou uma bolinha no comego de cada tunel. Sendo tr, tg e t, os
tempos necessarios para que a bolinha v4 de um polo até o outro, determine esses valores.
Esclareca o tipo de movimento descrito pela bolinha em cada caso, justificando a ocorréncia
ou nao de uma trajetoria.

(30 pontos) Determine uma equacao para o potencial gravitacional, U(z), da Terra, de
5H33L e de 5HO0J1 como funcao da coordenada z. Sua resposta deve ser literal e estar em
fungdo de constantes fisicas, de p, o e z.

Nota: Para 5H33LL e 5H00J1, adote o potencial gravitacional na superficie como Usyy, = 0.
Para a Terra, utilize como referéncia o infinito para a energia potencial gravitacional nula.
Caso necesséario, use M para a massa da Terra e R para o seu raio.

Dica (1): E possivel escrever uma forca conservativa em funcao do potencial da seguinte
forma: F = —dU/dzx.

Dica (2): Vocé néo precisa de cdlculo para resolver a questao: analise os gréficos esbogados
no item (A.2) e tire suas conclusoes.

Por causa de um defeito nos propulsores de emergéncia de uma das bolinhas de teste, ela ficou
presa a uma distancia H/4 do centro do planeta 5H33L. Agora os cientistas devem ajustar uma
velocidade de lancamento capaz de devolvé-la para a superficie, a fim de realizar os devidos ajustes
em seu sistema.

(f)
(2)

(5 pontos) Calcule a velocidade inicial ,vg, em m/s, necessdria para a realizagdo dessa
manobra.

(3 pontos) Se a bolinha estivesse presa a essa mesma distancia, porém na Terra, quantas
vezes a velocidade necessdria seria maior ou menor para realizar a manobra analoga (ou seja,
a partir da mesma distancia em relagio ao centro terrestre)? Expresse sua resposta na forma
vr/vs, sendo vr a velocidade minima para o langamento na Terra.

Observagao: Exemplo de uso da Lei de Gauss para o Campo Elétrico:
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Figura 8: Nao é necessario resolver a integral de maneira complexa. A partir de uma superficie
gaussiana (superficie fechada e simétrica), o problema é resumido a uma simples soma. No exemplo

acima, a soma de cada dA resulta na area da esfera que envolve o corpo carregado.

Solugao:
(a) Para resolver esse item, iremos usar a Lei de Gauss aplicada para o campo gravitacional.

Primeiramente, iremos lembrar como escrever a Lei de Gauss para o campo gravitacional com
uma analogia ao campo elétrico. Se, baseado nas equacoes da eletrostatica, temos:

ng-dA:q/eozélﬂKq (8)

Podemos fazer K «<— G e g < m, pois possuem mesma proporcionalidade nas equagoes de
campo. Dessa forma, encontramos:

45 g-dA = —47Gm )

O sinal negativo serve para dizer que o vetor campo gravitacional e o vetor drea sao
antiparalelos.

Nesse momento, vamos desenhar duas superficies gaussianas, uma interna e uma externa ao
planeta. Assim, podemos observar como o campo gravitacional muda com a distdncia ao
centro.
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Figura 9: Superficies Gaussianas utilizadas.

(i) Campo Gravitacional Interno: (—H/2 < z < +H/2)

Para o planeta 5H33L, vem:

|§12A = 4rGm = 47G(2pAz) = |G| = 47pG|zs| (10)
O planeta 5H00J1 nao possui campo gravitacional interno, pois é um disco oco por den-

tro. Note que a area utilizada leva em consideracao as bases inferior e superior, por isso
substituimos 24 na equagao (3).

(ii) Campo Gravitacional Externo: (z < —H/2 ou z = +H/2)

De maneira andloga, vem:

|§|2A = 4nGm = 4nG(pAH) = |g| = 2nrpGH (11)

Entao, o intervalo de valores que gs pode assumir é:

—2wpGHg izs = +H/2
g=13 —4rpGzs ;—H/2<zs<+H/2 (12)
2npGHg ;Zs<—H/2

Para 5H00J1, devemos escrever |§|24 = 4rGm = 47Go2A = |G| = 470G

—4noG sz = +H/2
g= 0 i—H/2<zp < +H/2 (13)
droG sz < —H/2

(b) Com o sistema de equagodes (5) e (6), podemos tragar o grafico do campo gravitacional
em fungdo da coordenada z:
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Para 5H33L, temos:

2npGHg

—HJ2 HJ2

—2mpGHg

Figura 10: Campo gravitacional em funcao da coordenada zg.

Para 5H00J1, como nao ha campo gravitacional interno, teremos uma figura similar, como
mostramos abaixo.

e

+H[2

—H/2

—dme

Figura 11: Campo gravitacional em fun¢ao da coordenada zj,.

()

A gravidade da Terra é dada por:

GM 4 M 4
= R = —-mpGR 14
ar 5 37TG% 3 3 pG (14)

Fazendo ggs = g7, vem:

*R=2H52 H5=*R (15)
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Substituindo R = 6370km, obtemos o valor de | Hg = 4247km |.

Das expressoes de gravidade superficial, escrevemos:

H
droG = 2rpGHg = 0 = 'DTS (16)

Finalmente, obtemos |o = 1,18 X 1010kg/m2

(d) Iremos dividir este item em 3 casos diferentes, pois cada planeta possui uma equagio
de campo diferente em seu interior.

Planeta 5H00J1: Ao abandonar uma bolinha em seu interior, ndo haverd forga gravitacio-
nal; portanto, nao havera movimento e .

Planeta Terra: A uma distancia r da Terra, somente a massa interior a uma esfera de raio
r ird produzir forga gravitacional na bolinha devido a Lei de Gauss.

Como a Terra possui densidade constante, podemos escrever que M, = Mg(r/R)3. Assim,
temos:

GM,
gr=——5 =-G

3
M = gr = —%WpGr (17)

Perceba que essa equacdo representa um MHS de w? = %ﬂ'pG, pois a aceleragao resultante
¢ da forma a = —w?z. Para a bolinha ir de uma extremidade até a outra, ela levard meio
periodo do seu movimento oscilatério, fornecendo o seguinte resultado:

AT /3 1 /3m
tT*T*W 47TpG:tT7§ piG (18)

Figura 12: Esquema da bolinha a uma distancia r do centro da Terra.

Planeta 5H33L: Da equacao obtida em (3), notamos que o movimento resultada da bolinha

também serd um MHS, pois sua aceleracdo resultante é da forma a = —w?x. Dessa forma,
w? = 47pG.
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t—AT/—w LI PO i (19)
ST T dmpG S pG

,‘t5:24min‘e‘tL—>oo‘.

Dal, ‘tT =42 man

(e) Mais uma vez, iremos dividir o item em 3 casos distintos. Pelas dicas, podemos escrever
duas solugoes diferentes:

Dica (1): Usando célculo diferencial e integral.

Planeta Terra: J4 sabemos como o potencial varia no espago externo & Terra: U(z = R) =

—GA%. Resta apenas determinar como o potencial gravitacional varia na regiao interna.
Sabemos que a forca é do tipo F' = faﬁémz, entao:
dU GMm U GMm (* GMm GMm, , .,
£=*F= R3 Z:>JUsude: R3 JRZd23U2+ R :W(z *R) (20)
M
= U(z) = GQT;”(ZQ ~3R?) (21)

A partir das equagOes acima, podemos determinar o intervalo de valores que o potencial
gravitacional pode assumir:

GMm (.2 2
zp — 3R 0<zr<R
U(er) = { TG 0 (22)

zT

Planeta 5H33L: O campo externo é constante, entao podemos fazer uma analogia com a
variagao de potencial da for¢a peso (considerada constante préxima a superficie). Assim, se
a forca é dada por F' = 2rpG Hm, a fungdo do potencial gravitacional externo é descrita por
U(z = H/2) = 2rmpGH (25 — &). Para o campo interno, a for¢a é do tipo F = —4mpGz,
entao:

U, z
J AU = axmpG [ 2dz = U(z) = ™8 (422 ) (23)
0 H/2 2

Dessa forma, o intervalo de valores que U(zg) assume é:

mreG (4,2 — H?) 0<z5 < H/2

Ulzs) = {2m727pGH(ZS -4 25 = H/2 (24)

Planeta 5H00J1: O potencial gravitacional interno nao varia com a distancia, pois nao ha
forga dentro do disco oco. Assim, U(0 < z < H/2) = 0. O intervalo de valores de U(zr,) é,
entao:

0 0<z,<H/2

Ulzr) = {47TGO'(ZL - &) z, = H/2
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Dica (2): Calculando a drea do grafico.

Planeta Terra: Sabemos como o campo gravitacional interno da Terra varia, pois ele foi
calculado no item (B.1). Dessa forma, esbogamos o grifico da forga em func¢ao da distancia
ao centro do planeta. Na figura abaixo, desejamos determinar a area sombreada.

GMm.
R? =

GMm
ot

& e ———

Figura 13: Grafico da forga gravitacional em funcao da distancia ao centro.

Como ja sabemos como se comporta a fungao U(z) para x = R, precisamos determinar como
ela se comporta no interior da Terra.

Imagine uma bolinha carregada da superficie (x = R) até um ponto z qualquer dentro do
planeta. Assim, conforme a figura, e das dicas da questdo, podemos escrever:

U(Z) - U(R) = —Tg,R—=z x _AreaTrapezio (26)
Dai, desenvolvendo:

GMmR2 _ ~GMm
R3 2R3

Uz) + (R+2)(R-2) = U() = SR 3R (1)

Que é o mesmo resultado encontrado na primeira solugao.

Planeta 5H33L: Com o grifico do item (b) em mente, faremos, para z < H/2, o seguinte
célculo:

H _ )\ArnpGz + 2rGH
U(z) ~ U(H/2) = 7y jare = —m' 2 AUTPGZH2MCH) oy mroG s )

2 2
(28)

Para z = H/2, o resultado é obtido simplesmente pela drea do retangulo, Ou seja, U(z) =
2mmpGH (z — 4).

Planeta 5H00J1: O célculo do potencial segue analogo ao realizado acima, com a diferenca

que o potencial nao varia dentro desse planeta oco. Assim, U(z > H/2) = 4rGo(z — ).
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Observe que o calculo diferencial e integral nao era necessario para nenhum item até aqui.
Apenas a compreensao do conceito de simetria e o uso correto das definicbes de energia nos
levariam aos resultados corretos do que foi pedido até entdo. Os outros dois itens serdao
aplicagoes diretas do que aprendemos com os exercicios anteriores.

(f) Basta utilizar a equagéo encontrada em (16) e conservar a energia mecanica.

mvi  mmpG
2 2

HTQ ~H)]=0= (29)

AEpee =0= (0+0) —[ (

H R
=Us = 3npG = |vs = 3 3mpG (30)

Substituindo os valores dados, vem: |vs = 3974 m/s |.

(g) Mais uma vez, iremos conservar a energia mecanica desse processo. Para isso, utilizamos
as equagoes em (14). Observe que z = H/4 = (2R/3)/4 = R/6.

GMm mu? GMm  R? 35 GM 4
AETY =0 - - L —_— — 3R2 =0 2 == R2* 31
e =0~ G N=0=vr == B
R /35
Com isso, podemos fazer (21) + (19) para encontrar a razao pedida:
vr 35 vTr
— = — — ~ 1,97 33
s o =0 ¥ b (33)

Isso significa que a velocidade minima na Terra é‘ 1,97 vezes mator |do que no planeta 5H33L.

10. HD 89744 b (75 pontos) Para os astronomos do planeta Kafsh, a curva de velocidade radial
da estrela HD89744, localizada fora do sistema kafshminiano, é particularmente intrigante. O
exoplaneta de HD89744, HD89744b, é bem conhecido pela comunidade interestelar. Ele possui
alta excentricidade e massa de 8,35 massas de Jupiter. Devido a posicao da linha de visada com
a Orbita, essa excentricidade néo se reflete nos maximos e minimos da intrigante curva, como se
pode verificar:
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Velocidade Radial - HD89744
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Sabe-se que a magnitude aparente observada da estrela de estudo é 6,65 e a inclinacao da érbita
do exoplaneta é i = 90° para os kafshminianos, isto é, trata-se de um sistema eclipsante. Além
disso, as velocidades radiais maxima e minima acontecem nos semi-latus rectum da mencionada
6rbita. Considere a massa de Jupiter como sendo M; = 9,5425-10~* Mg. Dica: a drea destacada

b
abaixo é igual a % (arcsin (e) + ev/1 — €2).

(a) (2 pontos) Qual é o periodo de translacdo do exoplaneta ao redor de sua estrela?

(b) (12 pontos) Para estudar a situacao, os astronomos produziram um modelo computacional
com a mesma configuracao do sistema do enunciado, porém com parametros arbitrarios.
Para um certo conjunto-exemplo, obtiveram a seguinte curva:
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Velocidade Radial - Modelo
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Interprete a situagao da érbita de HD89744, bem como a do modelo, e encontre a excentri-
cidade da érbita do sistema estelar de modelo.

(c) (8 pontos) Utilizando o procedimento do item (b) na curva real, obteve-se uma excentrici-
dade de 0,677 para a o6rbita do exoplaneta e sua estrela. Agora, descubra o primeiro instante,
em dias, no qual esse planeta passa por um ponto do seu eixo menor.

(d) (14 pontos) Determine o semi-eixo maior da érbita de HD89744b, em UA.

(e) (5 pontos) Encontre a massa da estrela HD89744, em massas solares.

Apo6s estudos observacionais usando técnicas avancadas de interferometria, os kafshminianos pu-
deram conceber a imagem da estrela HD89744 se movimentando devido ao exoplaneta:

0.1mas | .

(f) (10 pontos) Encontre a distdncia a HD89744, em pc, calculada pelo povo de Kafsh. Con-
sidere que o baricentro do sistema estelar se move apenas na direcao radial do observador.

(g) (12 pontos) Sabe-se que a vizinhanga estelar de Kafsh é bem empoeirada, poluida pela
associagao galactica. Descubra a profundidade éptica do meio interestelar entre o planeta
kafshminiano e a estrela estudada. Despreze a extincao atmosférica. Dica: lembre-se das
diferentes maneiras de se encontrar luminosidade. Uma delas o ajudara.

(h) (12 pontos) Calcule os valores dos movimentos préprios da estrela, em mas/ano (milisse-
gundos de arco por ano), quando ela estiver passando pelo seu periastro e apoastro.
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Solugao:

ESCLARECIMENTO: na solugao anterior do item (d) desta questao pensou-se nas

velocidades radiais do grafico como sendo referentes a orbita relativa do sistema estrela-
exoplaneta, o que é errado. As velocidades radiais sdo da estrela, como o préprio titulo
do grafico informa, ou seja, dela na sua érbita individual ao redor do centro de massa do
conjunto. Sem raciocinar dessa forma, o gréafico foi programado também de maneira errada,
ele, na verdade, informa de fato as velocidades radiais na ¢rbita relativa do sistema. Com
isso, mesmo com uma nova solucdo, correta, para o item (d), os dados nos levam a uma massa
negativa para a estrela HD89744, o que é totalmente incoerente.

Finalmente, por isso, decidiu-se resolver o problema, a partir do item (d), apenas algebrica-
mente e anular o item (e), que pede para calcular a massa da estrela.

(a)

Inspecionando no grafico, encontramos:

P ~ 267 dias
(b)

Se os valores absolutos dos maximos e minimos sao iguais e a drbita é excéntrica, entao a

linha de visada dos cientistas de Kafsh é coincidente ao eixo maior da érbita do exoplaneta e
estrela, como é representado abaixo:

AN

~
-~

HDE9744h S o

Ja que o eixo maior estd alinhado com a linha de visada, entdo as velocidades radiais obser-
vadas em Kafsh sao nulas quando o exoplaneta passa pelo seu periastro e apoastro.

A partir do gréafico e da informacao dada sobre a velocidade radial maxima acontecer no
semi-latus rectum, nota-se que a contagem de tempo se inicia quando o exoplaneta estd em
seu periastro e passa pelo apoastro entre os dias 200 e 250, quando RV = 0 km/s.

Com o acima dito, podemos aplicar a segunda lei de Kepler e encontrar uma relacao entre o
intervalo de tempo até atingir o semi-latus rectum, P;, e até atingir o apoastro, Ps.
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P‘I Velocidade Radial - Modelo
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Do gréafico temos P; ~ 42 dias e P, ~ 228 dias.

A area varrida pelo raio-vetor do planeta até o semi-latus rectum serda

mab  ab
< 3 (arcsin (e) +ev1— 62) e a aréa até o apoastro é a metade da area da elipse, isto é,
mab

5

Aplicando a 2° lei de Kepler:

a9 (2 —arcsin (e) —ev1—¢€2) Py
== =

mab
2 Py

5 —arcsin(e) —ev1—e> P
™ PQ

Utilizando iteracao, testando varios valores no primeiro membro da expressao acima para o
resultado ser o mais préximo de zero possivel, encontramos:

(c)
Para achar o instante utilizemos a segunda lei de Kepler:

Da segunda lei, temos:
Ay Ay

At Aty

Aplicando o acima para até chegar no semi-eixo menor, P,, e até completar uma Orbita, P,
sendo a area varrida no intervalo de tempo P, a drea destacada abaixo, temos em seguida:
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- —-———

M9

mwab _ aedb
mab T 5 T —2e

P Py 4an

Fazendo as contas, encontramos P, = 37,9813 dias, entao:

P, = 38 dias

(d) - ERRATA

Planeta

Linha de visada

Para encontrar o semi-eixo maior a da érbita do exoplaneta vamos relacionar a equacao
vis-viva, férmulas de centro de massa e a terceira lei de Kepler.

A equagao vis-viva nos fornece as velocidades na érbita relativa do sistema, porém as veloci-
dades radiais encontradas no grafico do problema se referem a estrela, ou seja, a sua érbita
individual ao redor do baricentro do conjunto. Para ligar tais informagoes, usemos a expressao
da posigao do centro de massa:

Seja 7 a posicao da estrela para o centro de massa e, analogamente, 7, a posi¢ao do exopla-
neta. Se definimos a posi¢ao do centro de massa como 7cps = 0, entao:

" " LS M
(M +m)fom = M7y + mip, = 7 = ——7%
m

Derivando em relagao ao tempo:
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Como a velocidade na érbita relativa é ¢ = v, — Uy, entao:

. M_ (M ) M+m
V= ——Uy — Uy = — | — +1|Up =~ Uy
m m m

Em moédulo:

m
Uy = v
T M+m
Da terceira lei de Kepler temos:
42 472 a3 21 Va3
PP ——— ¢ M = —— M
G(M—i—m)a = +m GPQz +m = \FP

Sabendo que [ = a(1 — €2), no semi-latus rectum, a velocidade na érbita relativa é:

2 1—i—e2

Substituindo /M + m da terceira lei de Kepler na expressao anterior, vamos calcular a velo-
cidade da estrela no seu semi-latus rectum:

v . m \/m 1+62 1+62 N
BT Mm T M a(l —e?) a(l —e?)

VG P 1 [1+4¢2
f?wff 1—e?

Dessa maneira, encontramos uma expressao para encontrar o semi-eixo maior da dérbita rela-
tiva:
mGP [1+ €2
U, = ——=A|——
¥ 2ma? V1 —e?
5 mGP [1+e?
a® = _
_ 2
2mu, V1—e

mGP |1+ e2
2, V1 —e?

Encontramos a velocidade da estrela no seu semi-latus rectum, todavia, queremos velocidades
radiais. Por isso, vamos realizar essa conversao:
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Da figura acima, vemos que:
Uly,r = Ul COS Q¢

Vamos conservar momento angular e encontrar tal velocidade. Tomando o momento angular
no periastro e no semi-latus rectum:

Mvperiastro * I'periastro = L= M’Ul’f’l COs &

\/G(M+m) <a(12—e) - (11) ca(l—e) = \/G(Mer)a(llte:z) -a(l —€?) - cos
A G(M +m)(1+e)a(l —e) = /G(M +m)(1 + e2)a(l — €2) - cos

cos o — (I+e)(l—e)
AT D)1=
cosq = !

V1 + e?

Dessa maneira, completamos a expressao do semi-eixo maior para os dados que temos:

mGP |1+ e2 mGPcosa |1+ e? mGP 1 1+ e2
a= A/ = A = =
2mug, V1 —e? 2o, 1—e2 21, r /1 4+ €2 V1 —e?
mGP
27y, rV1 — €2

Consoante o enunciado, a velocidade maxima é a velocidade radial da estrela no semi-latus
rectum. Assim, medindo vj, , encontramos:

a =

Velocidade Radial - HD89744

\I‘J U
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I
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o
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Ul ,r = 50,7 km/s

mGP
27y, rV1 — €2

a =
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Como a pergunta nao é clara se o semi-eixo maior do exoplaneta é da sua 6rbita relativa
(encontrado acima) ou da sua 6rbita individual, vamos pensar no segundo caso e encontrar
tal parametro.

Por consequéncia da expressao do centro de massa, o semi-eixo maior da orbita individual do
exoplaneta a, é:

M
M
Portanto:
M mGP
= + M\ 27uy, V1 — €2
(e) - ERRATA
ANULADA
(f) - ERRATA

O deslocamento angular maximo na figura corresponde ao tamanho do eixo menor da orbita
individual da estrela ao redor do seu centro de massa, isto é, 0 «— 2b,.

2b* = 2@* \V/ 1 - 62 = 2a* \/ 1 - 076772

Por centro de massa, encontramos a,. Seja m a massa do planeta, entao:

m
a
M+m

(M4+m)ax =M -0+m-a=ay =

Por trigonometria, sendo d a distancia de Kafsh até o sistemas:

2b,/d = 0 = d = 2bs /0

Utilizando o paint, medimos as dimensoes do deslocamento e da escala da imagem e obtivemos:

454,054 pixels

-0,1 =0,26867
169 pixels oA = tmas

_m_ 12
_2aM+m 1—e

0

(g) - ERRATA

Vamos comparar a estrela com o Sol:

F

O fluxo F' da estrela foi diminuido devido a poeira do meio entre a estrela e Kafsh, segundo
a expressao da profundidade 6pticas:
F = Foe_T

Utilizando o fluxo sem extingao:

Foe™ ™ Fi
m—m@=—2,5log< 3: > = —25log <FO>+2,5rlog(e)
© ©
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A magnitude da estrela sem extingdo sera entao:

0 dz

F L
F) = —2,5log <®>

mo —mp = —2,5log [PE

© ©
Encontramos a luminosidade da estrela com a relacdo massa-luminosidade. A massa da
estrela estd em algum dos intervalos de valores da mencionada relagdo, entao, de maneira
geral, vamos escrever:

Lo (MY
Lo\ Mg
Substituindo:
P d2
m—mg = —2,5log (k; (]\4@> d2) +2,5log (e) - 7
1 M\ dg
(h) - ERRATA

Obtemos a velocidade no periastro e no apoastro e entao dividimos cada uma pela distancia.

Para obter as velocidades reais da estrela, usamos a equacao vis-viva e as equagoes do refe-
rencial de centro de massa.

TR )
S T )

Onde v, e v, sao as velocidades relativas entre o planeta e a estrela no periastro e no apoastro.

Para entao encontrar a velocidade da estrela em relagao ao centro de massa, usaremos as
equagoes do referencial de centro de massa. Assim, temos:

. m
[V = M+m'®

€ m
|U;De| = M + mvp

Para obter o movimento préprio, isto é, a velocidade angular, simplesmente dividimos pela
distancia, logo, temos:

o fE——
be (l—e) a
| 1 2 _l
Yol =M (1+e) a
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