Solugoes OBM 2024 O(O C

Solucoes da OBM Nivel 3

Problema 1 - Escrito por Tiago Trindade

Problema. Seja a; um inteiro maior ou igual a 2. Considere a sequéncia tal que o seu primeiro
termo ¢ a; e, sendo a, o n-ésimo termo da sequéncia, vale que

Gp41 =

em que pi'ps?--p* é a fatoragao em primos de a,, com 1 <p; <py <--<py e ey, €2, ..., e inteiros
positivos.
Por exemplo, se a; = 2024 = 23-11-23, os préximos dois termos da sequéncia sio

2024
gy = I g 2024 +1=2025=3%.5%
231-1 1
a9 2025
a3:ﬁ+1:T+1:406.

Determine para quais valores de a1 a sequéncia é eventualmente peridédica e quais sao todos os
possiveis periodos.

Observagao: Sendo p um inteiro positivo, uma sequéncia x1, Ts, ... € eventualmente periodica
com periodo p se p € o menor inteiro positivo para o qual existe um N > 0 satisfazendo 4, = =y
para todo n > N.

Solugdo. Vamos provar por indugdo que para qualquer valor inicial a; (maior que 1) 3 fard parte da
sequéncia, e consequentemente a sequéncia serd periddica de periodo 2 (uma vez que 3%1 +1=4e
s +1=3).

Se a1 = 2, entao as = 3.

Se a; = 3, nao ha nada a provar.

Se a; =4, as = 3.

Esse sera o caso base da indugao.

Suponha agora que isso é verdade para 1, ..., n (isto é, se 2 < a; < n entdo 3 faz parte da
sequéncia (ay)), e considere a3 =n + 1.

Seja M =[,/a1]. Note que M? > a;.

Vamos mostrar que se ap = M?, entdo ap.; < a1, e pela hipétese de inducdo 3 fard parte da
subsequéncia iniciada no ag,1, € consequentemente fara parte de (a,).

Com efeito, se M = 2! para algum [ inteiro positivo, entao ax+1 = 2?—_11 + 1 =3, como queriamos.

Note que todo primo na fatoracdo de M? tem expoente ao menos 2, entdo se M? nio for poténcia
de 2, o maior primo p,, em sua fatoracao serd ao menos 3 e teremos que

M? M? Jar +1)? +2\/a1 +4
apr = 2 M WEHDT ) aed/aed
psﬁn 3 32-1 3

Agora basta mostrar que

+2/a1+4 .
LA < gy, Manipulando:

a1+2\/a1+4
3

<ap
<~ /a1 SCLl—Q
<~ ay Sa§—4a1+4
— 0 Sa%—5a1+4

Como o coeficiente lider é positivo, sé precisamos mostrar que a; nao estd entre as raizes do
polinémio z? — 5z + 4.

A maior das raizes desse polinémio é 4, entdo concluimos esse caso pois a; > 5.

Resta verificarmos o caso de M? nao fazer parte da sequéncia (a,,).

Mas note que se a poténcia do maior primo dividindo ay for 1, entao axy1 = ar + 1, logo antes de
chegarmos em M? isso deve parar de acontecer. Isto é, para um certo termo aj < M? devemos ter
que a poténcia do maior primo p,, dividindo a; é maior que 1.
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Se pm =2, ag é poténcia de 2, e entdo como vimos antes, a1 = 3.

Caso contrario,
2
ag ag M
1= ——+1<—+1<—+1
+ em—1 3 3 ?
Pm
M2

e como ja vimos “3- + 1 < ay, logo ag+1 < ay, completando a prova.

O

L es s - . . . 3
Nota: é facil provar que se a1 = n entao a sequéncia “atinge” 3 em no maximo %(n +1)2 termos.

(dica: \/T+\/§+"'+\/5Sf£+11\/5dx=%(n+1)%)
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Problema 2 - Escrito por Tiago Trindade

Problema. Uma particio de um conjunto A é uma familia de subconjuntos nao vazios de A,
de modo que quaisquer dois subconjuntos distintos da familia sao disjuntos e a uniao de todos os
subconjuntos é igual a A. Dizemos que uma partigdo de um conjunto de inteiros B é afastada se cada
subconjunto que compde a particao nao contém inteiros consecutivos. Prove que, para todo inteiro
positivo n, a quantidade de partigbes do conjunto {1,2,...,n} é igual a quantidade de partigoes
afastadas do conjunto {1,2,...,n,n+1}.

Por exemplo, {{1,3},{2}} € uma parti¢ao afastada do conjunto {1,2,3}. Por outro lado, {{1,2},{3}}
é uma particio do mesmo conjunto, mas que ndo € afastada pois {1,2} contém inteiros consecutivos.

Solugdo. Seja a;; = quantidade de partigdes de {1,...,i} com j conjuntos e b;; = quantidade de
particoes afastadas de {1,...,i} com j conjuntos.
Note que a maior quantidade de conjuntos que uma particao de {1,...,n} pode ter é n. Entao

em particular, a;; = b;; =0 se j > 1.

Queremos provar que Zjﬂ a;j = Z;le b(i+1);-

E f4cil ver que isso é verdade parai=1¢e ¢ =2.

Note também que se i > 1 entdo nao existem partigoes afastadas de {1,...,i} com 1 conjunto,
pois esse conjunto teria que conter niimeros consecutivos. Entao para ¢ > 1, ;1 = 0.

Agora, para ¢ > 1 temos que

i i+1

Z biir1)j
j=1

ANg
8
S

|

= Y aij=by+ Zlb(i+1)(j+1)
i

I
™

2. bgisny )
j=1

Se provarmos que cada termo das somas acima sao iguais, as somas serao iguais. Vamos entao
provar que para i > 1, a;; = b(i41)(j+1)-

Vamos proceder por indugao em i. O caso base i = 2 ja foi feito.

Suponha que isso é verdade para i (isto é, a;j = b(i+1)(j+1) Para qualquer j > 0).

Vamos agora calcular aj,1);-

Se i+ 1 estd em um conjunto sozinho, entao hd a;(;_1) maneiras de arranjar os outros ¢ niimeros
em j — 1 conjuntos para formar uma particdao de {1,...,7+1}.

Caso contrario, hé a;; maneiras de arranjar os outros ¢ nimeros em j conjuntos, e j maneiras de
escolher um desses conjuntos para colocar o ¢ + 1.

Logo, A(is1)j = Ai(j-1) + JQij-

Vamos agora calcular b(;,o)(j+1)-

A tnica diferenca do que fizemos acima é que ao escolher o conjunto onde colocaremos o i + 2
teremos j possibilidades, pois um dos j + 1 conjuntos contém o nimero ¢ + 1, que é o inico nimero
que nao pode estar no mesmo conjunto que o i + 2.

Logo, b(i+2)(j+1) = b(i+1)j +jb(i+1)(j+1)-

Mas agora, pela hipétese de inducao, b(;i1); + jbis1)(j+1) = @i(j-1) + jaij. Juntando isso com o
fato de que a(ji1); = ai(j-1) + jaij, temos a1y, = bis2)(j+1), completando o passo indutivo. O

Nota: A quantidade de partigdes de {1,...,n} é o enésimo nimero de Bell.
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Problema 3 - Escrito por Matheus Alencar

Problema 3. Seja n > 3 um inteiro positivo. Em um poligono convexo de n lados, todas as
bissetrizes internas de seus n angulos internos sao tracadas. Determine, em funcao de n, o menor
numero possivel de retas distintas determinadas por essas bissetrizes.

Solucao.

Claro, ¢é facil notar que a resposta para n par ¢ 3. Cada bissetriz de angulo pode conter no

mdximo 2 vértices do poligono, e um n-gono regular nos fornece 3 bissetrizes.
Também é bastante simples construir um n-gono com ”T*‘S bissetrizes para n impar: podemos

simplesmente pegar um (n—1)-gono regular e remover um pequeno pedago de dois lados consecutivos:

N b/

P> Ps

4

al \

Na verdade, provaremos que a resposta ¢ 2% se n.=1 (mod 4) e ”T“ se n =3 (mod 4).

A ideia-chave para resolver este problema é lembrar de dois lemas de composigao:

A composicao de duas reflexdes sobre as retas r e s é uma rotagao de angulo 2 < (r, s) com centro
em rnNs.

A composicao de duas rotagoes pi1, @2 com angulos (orientados) 6;, 62 é uma rotagido ¢ com
angulo 61 + 6.

Primeiro, provemos que é impossivel construir um n-gono com apenas ”T“ bissetrizes se n = 3
(mod 4). Suponha, por contradigdo, que seja possivel tal construgao. Seja o poligono Py PoPs ... P,.
Se usamos apenas 2L bissetrizes, entao ”7_1 delas devem conter 2 vértices do poligono. Sem perda
de generalidade, suponha que a bissetriz do angulo P, seja a tnica que contém apenas um vértice
do poligono. Definimos o Circulo de Andrey de um conjunto de linhas (nome brasileiro, rs) como
um circulo que contém todos os pontos de intersecao dessas linhas dentro de si.

Seja C o Circulo de Andrey das ”T_l bissetrizes que possuem dois vértices do poligono, e Ry, Ra,

.., R,-1 os pontos de intersegdo dessas retas com C (claro, associamos cada R; ao vértice P;):

Figura 1: Caso para n = 11.
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Nao ¢ dificil provar que a ordem em que contamos esses pontos de interse¢ao também é a ordem
em que aparecem na circunferéncia. Afinal, as direcoes das bissetrizes devem aparecer na mesma
ordem das diregoes dos segmentos (se vocé gosta de vetores, pode ver isso observando os vetores
P —

P, P;y1 e notando que suas diregdes aparecem ordenadas, logo, suas bissetrizes também).

R eam—
Agora podemos pensar na construgao de P1 P, ... P, como uma série de reflexdes sobre R; R, n-1
2

<>
(considerando indices médulo n —1). Comegamos na reta Pj Py, realizamos uma série de reflexdes e
R e —
chegamos a P,,_1 P,.
Agora, finalmente, o truque: analisamos essa composigao de reflexdes. Como n—1 é par, podemos
agrupar as reflexdes para mostrar que sao rotagoes e que sua composi¢ao resulta em outra rotacao.
Uma rotagao de 360° é, naturalmente, a identidade. Portanto, nao poderiamos ter essa com-
.o~ - . <> R S ——
posicao de reflexdes resultando em duas retas diferentes (P, Py e P,_1F,,).
Agora, para a construcao para n =1 (mod 4)...

Figura 2: Caso n = 5.

Podemos inicialmente pegar as "—51- bissetrizes de um (n — 1)-gono regular, girar uma delas um
pequeno angulo e e refletir a linha original desse (n — 1)-gono sobre todas elas. No final, o poligono
continuard convexo, e a composicao de todas essas reflexoes resultard em uma rotacao de 4e graus.
Deixo os detalhes desta construgao como exercicio para o leitor, mas o poligono resultante parecera
muito com um (n - 1)-gono regular.
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Problema 4 - Escrito por Bruno Feltran

Problema. Seja ABC um triangulo acutangulo e escaleno. Seja D um ponto no interior do segmento
BC tal que D é diferente do pé da altura por A. As retas tangentes por A e B a circunferéncia
circunscrita ao triangulo ABD se encontram em O; e as retas tangentes por A e C & circunferéncia
circunscrita ao tridngulo AC'D se encontram em Oy. Mostre que a circunferéncia de centro Oy que
passa por A, a circunferéncia de centro Oy que passa por A e a reta BC' tém um ponto em comum.

Solucao. Esse problema admite varias solugoes, mas vamos apresentar somente a mais direta.
A partir de uma boa figura, perceba que o ponto desejado é a intersecgao da perpendicular a AD por
A com BC, ouseja Pe BC'e £zPAD =90°. Vamos provar que P pertence as duas circunferéncias.

Sejam wy e wsy os circuncirculos de ABD e ACD, e I'y e I's os circulos de centro O; e O que
passam por A. Para provar que P € I'y e P € I'y vamos usar angulos orientados. Comece perce-
bendo que, pelo teorema do bico, O1B = O1A e OsC = O2A, logo B €'y e C € I's. Agora, basta
conseguirmos que 24« APB = « AO1B e24 APC = « AO2C. Vamos provar um e o outro sera anélogo.

24 APB=2(4ADP+ «PAD)=24ADP=24ADB=240,AB=«A0,B O

Assim, concluimos o problema.
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Problema 5 - Escrito por Tiago Trindade

Problema. Seja R o conjunto dos nimeros reais. Determine todas as fungoes f:R — R tais que,
para quaisquer reais x e v,

F@y—y) = f(2)*f(y) + f(z)* - 1.

Passo a passo.

10.

. Encontre todas as solugoes que sao constantes, lineares, ou polinomio de grau 2.

Use a substituicao g(z) = f(x) + 1.
Suponha agora que g nao é constante.
Prove que g é par, isto é, g(-z) = g(z), e que g(0) = 0.

Prove que g satisfaz a equacdo multiplicativa de Cauchy nos reais positivos, isto é, g(xy) =
g(x)g(y) para quaisquer reais positivos.

Analise g(z* - 1).

Prove que g(z) > 1 para x > 1.

. Restrinja agora o dominio de g para Ry;.

. Faga a substituicao h(x) = In(g(e®)), e conclua que h satisfaz a equagdo de Cauchy, isto &,

h(z+y) =h(x) +h(y).

Use que h(z) > 0 para todo x > 0 para concluir que h é linear, isto é, h(z) = ax para alguma
constante a.

11. Mostre que g é exponencial, isto é, g(z) = x*.
12. Substitua = = \/c, sendo ¢ uma constante apropriada, em alguma expressao para encontrar o
valor de t.
13. Use que g é par e que ¢g(0) = 0 para expandir a expressao anterior para todos os reais.
14. Conclua.
Solugao.

Seja P(x,y) a proposicao f(z?y -y) = f(2)*f(y) + f(2)* -1
P(0,0) nos da

£(0) = £(0)° + f(0)* - 1.

Fatorando:

(f(0) =1)(f(0)+1)* =0

Entao ou f(0) =1 ou f(0) = -1.
Suponha que f(0) =1.
P(1,0) nos da

£(0) = f(1)*F(0) + f(1)* -1

Simplificando temos

2=2f(1)*

donde f(1)=-1ou f(1) =1.
P(1,1) nos déd

F0)=F(1)* + f(1)* -1

Fatorando:

FAP(FA)+1) =2

logo n&o podemos ter f(1) = -1 e portanto f(1) = 1.
P(1,y) nos d4

f(0) = f(y)
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logo | f(x) = 1| para todo real x. E facil ver que essa é de fato uma solugao.

Suponha agora entao que f(0) = -1.

Seja g(x) = f(x) +1. Apesar de simples, esta substituicdo é uma das partes mais importantes
dessa solucdo. A ideia é que ao fazer substituigbes como esta podemos obter fungdes que sao, por
exemplo, multiplicativas, para as quais ha diversas técnicas conhecidas que podemos aplicar.

Substituindo g na equagao original temos

g(y(a® =1)) = 1= (g(=) - 1)%g(y) - 1
Seja Q(z,y) a proposicio g(y(z? - 1)) = (g(z) - 1)%g(y) para z e y reais.

Como f(0) =-1, g(0) =0.
Q(1,1) nos dé

9(0) = (9(1) - 1)%g(1)

logo g(1) =0 ou g(1) = 1.
Suponha que g(1) = 0.
Q(1,y) nos da

9(0) =9(y)
logo g(x) = 0 para todo x real, e consequentemente . E fécil ver que essa é de fato uma
solugao.
Suponha agora que g(1) = 1.
Q(0,-1) nos da
g(1) =g(-1)

logo g(-1) = 1.
Agora, Q(z,-1) nos da

9(=(2* ~1)) = (g(z) - 1)°
e como Q(x,1) nos dé

g(a®~1) = (g(z) - 1)? (1)

e todo real ndo negativo pode ser escrito como 22 - 1, concluimos que g é par.

A seguir temos a parte mais importante dessa solugao, e uma das duas tnicas que envolve
uma ideia além de substituigdes simples ou técnicas bem conhecidas (sendo a outra a substitui¢ao
g(x) = f() +1).

Q(z,1) nos dé

g(a” = 1) = (g(a) ~ 1)?

logo a equagao de Q(z,y) pode ser reescrita como

g(y(a® -1)) = g(y)g(a® - 1) (2)

Como todo real positivo pode ser escrito como z? — 1, concluimos que g satisfaz a equacio
multiplicativa de Cauchy nos reais positivos, isto é, para quaisquer z e y temos g(zy) = g(z)g(y).

O passo a seguir é bem técnico. Ele é necessdrio pois queremos que In(g(z)) > 0 para todo x > 1.

Como ¢ é multiplicativa, substituindo x = #> em (2), usando (1) e expandindo ambos os lados
temos

(9(t) =1)%g(t* + 1) = (g(1)* - 1)*.
Simplificando temos
g(t* +1) = (g(t) +1)° 3)

Assim, para x > 1, g(z) = 1 somente se g(v/z—1) =0.
Como g é multiplicativa, g(2?) = g(z)?, e portanto g(y) > 0 para todo y > 0 (pois todo real
positivo pode ser escrito como z?2).
Suponha, para o ambito da contradigao, que g(zg) = 0 para algum xg > 0.
Q(z, o) nos da
g(xo(z*-1)) =0

mas entdo como todo real positivo pode ser escrito da forma x¢(z? - 1) concluimos que g(1) = 0,
uma contradigao.

Logo, g(z) > 1 para x > 1.

Vamos agora provar o seguinte teorema.
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Teorema 1. Toda funcdo g:Ry1 — Ry1 que satisfaz a equag¢do multiplicativa de Cauchy € exponen-

cial, isto é, g(x) = x*.

O teorema abaixo serd utilizado na prova do teorema 1.

Teorema 2. Se h:Ryo — Ry satisfaz a equagio de Cauchy, isto é, h(x +y) = h(x) + h(y), entdo
h(z) = ax para alguma constante a > 0.

Demonstracdo. Vamos inicialmente provar que a restricao de h para Qg é linear, isto €, existe uma
constante a tal que h(x) = ax para todo x € Q.

Seja R(x,y) a proposigao h(z +y) = h(z) + h(y) para z,y € Q.

R(1,1) nos dé que h(2) = 2h(1).

Vamos provar por indugdo em n que h(n) = nh(1) para todo n inteiro positivo. O caso base j&
foi feito.

Suponha que h(n) = nh(1). Entao, R(n,1) nos dé que h(n+1) = h(n) + h(1) = (n + 1)h(1),
concluindo o passo indutivo.

Note que R(z,z) nos dé que h(2z) = 2h(z).

Vamos provar por indugdo em n que h(nz) = nh(z) para todo n inteiro positivo. O caso base j&
foi feito.

Suponha que h(nz) = nh(z). Entdao R(nz,z) nos dd h((n+ 1)z) = h(nz) + h(z) = (n+ 1)h(x),
concluindo o passo indutivo.

Mas é claro, h(p) = h(q- g) =qh (g), donde h(g) = %h(p) = gh(l) para quaisquer p e ¢ inteiros
positivos.

Logo, para qualquer racional % >0 temos que h(%) = %h(l), como queriamos.

Suponha, para o ambito da contradigao, que h(z) > xh(1) para algum irracional = > 0.

Seja r’ um racional no intervalo aberto (xh(1),h(z)). Seja r = hzll).

Evidentemente r > x pois r > whh((ll))

Logo, h(z) > h(r) = h(z + (r-z)) = h(z) + h(r — z) > h(x), uma contradigio.

De modo similar, chegamos a uma contradigio se h(z) < zh(1) para algum irracional = > 0 (o
tnico cuidado que precisamos ter é garantir que esse racional seja maior que 1).

Portanto h(x) = zh(1) para todo real z > 0, como querfamos provar. O

Demonstragao do teorema 1. Seja h(x) =1In(g(e®)).
Temos que

h(z +y) = In(g(e"™)) =In(g(e"e”)) =n(g(e*)g(e”)) = In(g(e”)) + In(g(e”)) = h(x) + h(y).

Como g(x) > 1 para todo = > 1, h(y) > 0 para todo y > 0.

Portanto h:Ryg — Ry satisfaz a equagao de Cauchy e pelo teorema 2 concluimos que h(x) = tx
para alguma constante t > 0.

Mas entdo, g(e®) = e"(®) = ¢t* = (¢*)",

Portanto, g(x) = z' para alguma constante t > 0. O

Desse modo, usando o teorema 1 concluimos que g(z) = 2 para algum ¢ > 0.
Mas substituindo z = /2 em (g(z) - 1)? = g(2? - 1) temos

(V2 -1)2=1"

donde ¢ = 2.

Agora temos mais uma parte técnica:

Como g é par, isso vale também para todo z < —1. Resta somente mostrar que isso vale para
ze(-1,1).

Usando (3), para qualquer x € (0,1) temos

(9(z) +1)* = g(a® +1) = (2® + 1)

Simplificando e usando que g(x) > 0 para = > 0 obtemos g(z) = 2.

Como g(0) =0 e g é par, também temos g(z) = 2 para x € (-1,0], como querfamos.

Logo, | f(z) =2* -1 E fécil ver que essa ¢ de fato uma solucdo. O
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Problema 6 - Escrito por Tiago Trindade

Problema. Sejan > 0 um inteiro positivo. Enumere em ordem crescente todas as fragoes irredutiveis
do intervalo [0,1] que tém denominador positivo e menor ou igual a n:
0
_bo P PM
I 9@ a qm

Determine, em funcao de n, o menor valor possivel de g;—1 + ¢; + gi+1, 0 <7 < M.
Por exemplo, se n =4, a enumeracdao é
0

- <
1

1

< )
1

| =
W
N | =
Wl
A
> w

OTLdep():O}pl:1}p2:1;p3:17p4:27p5:37p6:17 q0:1; Q1:47 q2:37 q3:2; Q4:37 q5:47
gs =1 e o minimo procurado € 1 +4+3=3+2+3=3+4+1=8.

Solugao.

I Nota. Boa parte das ideias dessa solugao foram retiradas da solugao oficial.
Fixado n, a sequéncia 5—2 < Z—i << % apresentada no problema é a sequéncia de Farey F,.

Nota. A sequéncia de Farey possui diversas propriedades interessantes, parte das quais pode
ser encontrada em The Farey Sequence da universidade de Edinburgh, e também ja apareceu
em diversos problemas de olimpiadas, principalmente como parte da prova de lemas auxiliares.

Olhe USOMO 2020/4, USA TSTST 2013/2, RMM 2020/5, USAMO 1999/3, USAMO
1997/6 por exemplo.

Antes de ir ao problema, vamos provar as seguintes duas propriedades de sequéncias de Farey
que serao uteis:
Pi

Lema 1. As fracoes irredutiveis 22 < i+l 30 consecutivas na sequéncia de Farey F), se e
qi qi+1
1 i+

somente se p;+1¢; — PiGi+1 = 1 € ¢ + ¢ix1 > n.

Prova. Primeiramente, vamos ver que essas condigoes sao suficientes.

Suponha por contradi¢ido que % <§< Z?’—*i, com mdc(a,b) =1eb<n.

7 1+
Bi « & ymplica que bp; + 1 < ag; e 2 < 2L implica agir1 + 1 < bpjsq.
i b K b i+1 .

Multiplicando essas duas desigualdades temos abp;q;+1 + ag;+1 + bp; + 1 < abp;;1¢q;, ou equivalen-
temente, bp; + aqir1 < ab(pis1¢i — Pigis1) = ab.

Mas isso implica que - + 422 <1 ou equivalentemente, 2 <

Por fim, isso implica que 3 Z’f -<§< Pl o temos
—Qi+

b qi+1

b=qi+1
b

Qi+1Pi < bPis1 — Piv1Giv1
= —1=qi1pi — Pi+1¢ <Pis1 (b= (¢ + Giv1))
== 0<pis1(b- (¢ + qis1))
—=b2¢i+ g1 >n
Isso é uma contradicao pois b < n. Logo nao existe fracao entre % e Z:’—E com denominador menor
ou igual a n, como queriamos provar.
Provaremos agora que essas condigoes sao necessarias.
E facil ver que devemos ter ¢; + ¢;+1 > n, caso contrario % <
I(Z:% obterfamos uma fracao entre & e p—i em F),.
Vamos agora ver que p;+1¢; — Pigi+1 = 1 € de fato necessario.
Note que de Z—:i > f;—: temos p;41q; — Pigi+1 > 0, entdo caso nao tivéssemos p;41q; — PiQi+1 = 1
terfamos p;11q; — pigiv1 > 2.
Suponha portanto por contradicao que p;+1¢; — piQi+1 = 2, ¢; + ¢ix1 > n, € ainda % < Zi—i sao de
fato consecutivas em F,.

PitPi+1 Di+1

aran < g donde ao simplificar
T i+ i+
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Temos entao que

Div1  Pi _ Pi+14i — i+1Pi
i1 i qiqi+1
2

qiqi+1
2

n

v

vV

(¢iqi+1 > n pois ¢; + ¢i+1 2 n+ 1 € q;, gi+1 S840 inteiros positivos.)
1 n

Mas obviamente isso é impossivel pois as fragoes de F,, incluem todas as frages em {%7 R
(apés simplificar seus denominadores), e portanto a distancia entre duas fragoes consecutivas de F,
é no maximo % [

Lema 2. Se B2t < Bt < Bt g50 consecutivos em uma sequéncia de Farey entdo 2t é o mediante
i— 3 i+ 2
de Bzl o Pixl Tgto é7 Di _ Piz1?Pir1
qi-1 qi+1 qi qi-1tqi+1

Prova. Pelo lema anterior, p;q;i—1 — ¢ipi-1 =1 € piy1¢; — Gis1p; = 1.
Igualando essas duas expressoes temos

Piqi-1 — ¢iPi-1 = Pi+1¢i — ¢i+1Ds
< PiQi-1 T PiQi+1 = Pi+1qGi t Pi-1G;
Pi  DPi-1tDiv1
— —=—
¢ Qi-1 T Qiv1

Vamos agora fazer casos pequenos.

011

2. 17271

301121

173727371

4 0111231

1747372737471

5 01112132341

©175747375227573747571

6.0 111121323451

©1767574737572757374757671

2 01 11121231432534561

C127767574°773752 7222775237 77475767771

g 01 111121323143525345671
T17877767574°77378752 772777578237 7747576777871

9 01 111121213234154352537456781

T 179787 7767579747773728757779722977757873777479757677787971

109 L 111112123 132341543527 53745678 9 1
171079782 7767579724772107378757779222977757873710°774797576?77879710’1

Seja f(n) o menor valor possivel para ¢;_1 + ¢; + ¢;+1, considerando as fragoes com denominador
positivo menor ou igual a n.
Os exemplos acima nos dao

f(n)
4

6
8
10
10
14
14
14
16

50000 otk w3
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Vamos conseguir uma cota inferior para f(n) usando o segundo lema.
Seja d = mdc(pi-1 + Pi+1,Gi-1 + Giv1)-

Temos g+l
qi-1 * Qi+1 +
Qi-1+t ¢ t Qiv1 = qi-1 + —a +Qiv1 = (Qi1 + qi+1)7d (»)
ta N o piq+Ri=ltPixl . )
as note que ¢;—1 + —"*=2>n senao a fracao ———%—— estaria entre == e =,
M t + Il >+ 1 (s), frag —Trtaar est tre 2=t e £
qi-1+t——g i K

Analogamente, g1 + E=2715 >+ 1 (a).
Somando essas duas inequagoes e simplificando temos

2d(n+1)

d+2 (@)

Qi-1+ Qiv1 2

_ 2d(n+1) d+1 _ 2(n+1)(d+1)  4(n+l)
L0g07 qi-1+ i T Qiv1 = d+2  d d+2 2 3

d+1 2 4 3
o5 2 5 que é verdade pois d > 1.

E claro, isso implica que f(n) > [

, onde na tultima inequagao usamos que

3

Vamos agora comparar os valores de f(n) com essa cota inferior:

n | fo) [ [*52] ] £ -[*52]
2 4 4 0
3 6 6 0
4 3 7 1
5 10 8 2
6 10 10 0
7 14 11 3
8 14 12 2
9 14 14 0
10 16 15 1

Primeiramente, fica claro que n =2 serd uma excecao a regra geral de f(n).

Considerando os outros valores, vemos que a quarta coluna coincide para n = 3,9 e n = 4, 10. Isso
nos motiva a fazer mais casos inciais.

Com isso, descobrimos que a quarta coluna também coincide paran="5,11,n=6,12,n=7,13 e
n=_3§,14.

Nota. Fazer esses casos iniciais pode parecer trabalhoso, mas nao é tao demorado quanto
parece! Usando o segundo lema podemos construir a sequéncia de Farey Fj,,; a partir da
sequéncia de Farey F), simplesmente verificando para cada par de fragoes consecutivas em F,
se seu mediante, quando simplificado, tem denominador no maximo 7 + 1.

Por sua vez, essa “coincidéncia” e o fato de que f(7) = f(8) = f(9) nos motiva a considerar uma
férmula para f(n) que dependa do valor de n (mod 6).

Supondo que essa forma seja linear em n (o que é bem razodvel considerando sua proximidade
com a cota inferior, que é linear em n) com os casos iniciais chegamos no seguinte:

Conjectura. Para n > 2 vale

nt6 - sen=0 (mod 6)
dntld  ge p=1 (mod 6)

Antld g6 =2 (mod 6)

n)=4,3
f(m) % sen=3 (mod 6)
48 gen=4 (mod 6)
4n+10

sen=5 (mod 6)
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Uma maneira mais natural de escrever a férmula acima é a seguinte:

F(6i1) = 8 + 2
f(6n+1)=8n+6
f(6n+2)=8n+6
F(67+3) =871+ 6
f(6n+4)=8n+8
f(6n+5)=8n+10

Vamos agora usar os casos iniciais para mostrar que esses valores sao, de fato, alcancados.

Lema 3. Para n > 2, os valores minimos de f da nossa conjectura sao de fato alcancados pelas
seguintes triplas de fragoes:
(n1172n2 mlb) sen=0 (mod 6)
3t L3
1 2 1 _
(M,gn_2 3,,H2) sen=1 (mod 6)
3 3 ™0 73
1 2 1 _
(n+4’2n—4 37n+1) sen=2 (mod 6)
3 3 3
(nl ,2,,2 7% sen=3 (mod 6)
3t S+l 3
n-4 n-1 n
(n61’2n3+47 sen=4 (m0d6)
3 3
n—+l1—vr2rﬁ sen=5 (mod 6)
SOl 73

Prova. Basta verificar que
(i) a soma dos trés denominadores é igual ao respectivo valor de f;

(ii

todas essas triplas estdo no intervalo [0,1];
(iii) todas as triplas tem numerador e denominador inteiros;

(iv) todos os denominadores sdo no maximo n;
(v) todas as fragoes sdo irredutiveis;

(vi

Os itens (i), (ii), (iii) e (iv) sdo facilmente verificados.

Para o item (v), basta calcular o mdc do numerador e do denominador considerando o valor de
n (mod 6).

Para o item (vi), basta verificar que as condigoes do primeiro lema se verificam. O

essas fragoes sao de fato consecutivas.

_ _ . s sy . s [46n+1) ] _ o~
Note que paran =0 (mod 6) e n =3 (mod 6) a cota inferior ja é suficiente, pois [T] =8n+2
e[ﬂ$?9 = 871 + 6.
Vamos agora melhorar a cota inferior para os outros casos.

Primeiramente, vamos supor que d > 1.

qi-1+4i 2(d+1)(n+1) _ 3n+3
Por (#) e (9), temos g;_1 + L=17150 4 gy > S0 > 2=,

Para n > 19 temos 2% > % Isso resolve o caso n =1 (mod 6) para n > 19.

De modo similar, resolvemos n=2 (mod 6) e n =5 (mod 6) para n > 11 pois nesse caso %2 >
4n+10
T

O mesmo vale para n =4 (mod 6) para n > 7 pois nesse caso

Como 13 é o maior numero congruente a 1 (mod 6) menor que 19, resta fazer somente o caso
em que d = 1, pois ja calculamos f para n < 13 e é facil ver que os valores que encontramos de fato
coincidem com a férmula apresentada.

3n+3 > 4n+8'
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Mas note que quando d =1, ¢;—1 + ¢; + ¢i+1 = 2(gi-1 + ¢i+1) € par.
Isso implica que f(n) é pelo menos o menor par maior ou igual a [4";4].

Vamos escrever n=6n+1r onde neZ e 0<r <6 é o resto da divisao de n por 6.
4(6n+4)+4
3

E facil ver agira que isso conclui o caso em que n =4 (mod 6) pois [ ] =8n+7 e o menor
par maior ou igual a esse niimero é 8n + 8.
Sen =1 (mod 6), entdo [4(6";1)+4] = 4(6"21”4 = 87 +4, e portanto sé podemos ter igualdade em

4(6ﬁ+1)+4]
3

Gic1 + Qi+ Qip1 > [ caso tenhamos igualdade em (#): g1+ L5250 > pt 1 e gy + L5000 >
n+1.

Como estamos no caso em que d = 1 e 2(g;—1+¢;+1) = 8n+4, as duas igualdades acima implicam que
gi-1 = 20 = ¢;41. Mas entédo, evidentemente p;_1 e p;+1 sdao {mpares, donde 2 | mdc(p;_1 + piy1,4n) =
mde(pi—1 + Pir1,Qi-1 + Gi+1) = d, € temos uma contradi¢ao pois d = 1.

Logo, devemos ter que f(n) é pelo menos o primeiro par maior que 87 + 4, isto é, 87 + 6.

O caso n =2 (mod 6) é similar:
[4(6ﬁ+2)+4] _ 4(67+2)+4
3 - 3

Como nesse caso = 8n + 4, s6 podemos ter igualdade em ¢;_1 + q; + ¢j+1 >

4(6n+2)+4 . i—1+Gi i1+ ,
[7( - ) ] caso tenhamos igualdade em ¢;_y + Z=22%L >+ 1 e gipq + 22522 > 4+ 1, e concluimos

portanto que g;—1 = 27 = g;4+1 € consequentemente 2 | d, contradigao.
Logo nesse caso f(n) é pelo menos o primeiro par maior que 87 + 4, isto é, 87 + 6.

Analogamente, temos o caso n =5 (mod 6):
|'4(6ﬁ+5)+4'| _ 4(67R+5)+4
3 - 3

Como = 8n+8 concluimos que se f(n) =8n+8 entdod=1e g;-1 =2n+2=
gi+1 € consequentemente 2 | d, contradi¢ao. Logo f(n) > 87 + 10, como querfamos.

Assim concluimos o problema provando a conjectura acima.
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