Solugoes OMU 2025 OO C

OMU Primeira Fase - Nivel Befé

Por Thalia Reboucgas, Thiago Negreti e Tiago Trindade

Questao 1

(a) Podemos usar a ferramenta “Refletir por um circulo” da seguinte forma:

1. Criamos um circulo £ com centro no ponto de tangéncia entre o eixo z e C(a/b) (de fato temos
essa tangéncia pois a distancia do circulo ao eixo é igual ao seu raio) passando pelo centro de C'(a/b).

2. Refletimos o eixo x e os circulos C'(a/b) e C(c/d) por Q.

3. Refletivos o inverso de C'(a/b) pelo seu ponto extremo direito (que pode ser encontrado usando a
funcao “Otimizagao”). E facil ver que esse circulo sera tangente aos inversos dos 3 objetos mencionados
acima.

4. Refletimos o objeto resultante do item anteior por I'.

5. Usamos a funcao “FracaoEmTexto” para encontrar o valor exato da posicao do centro desse circulo.

Obtemos assim m/n = 2/7 (verificaremos no item (e) que esse valor de fato funciona).
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(b) Repetindo o procedimento mencionado no item anterior encontramos m/n = 5/9 (novamente, verifi-
caremos no item (e) que esse valor de fato funciona).
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(c) Podemos notar que m =a+c e n =b+d nos itens (a) e (b). Dessa forma conjecturamos que no caso
geral C'(m/n) é tangente a C(a/b) e C(c/d) se e somente se m =a+c e n=>b+d, ou em outras palavras,

se 2 ¢ o mediante de ¢ e <.
n b d

(d) As circunferéncias sdo tangentes se, e somente se, a distancia entre os centros é igual a soma dos

raios:

donde
a
(5
a2
b2
a

2
2

<:>§—

V-

cf*llf_1+1
d 202 242)  2p2 242

ff41_1f_1+2+1
d 202 2d? 4b%  4b2d2  4d4
J2c 12 1 12
bd  d?  4b%2  4b2d?  4d*  4b* 4b2d?
20c 1
bd d?2 b2d?

a’d? - 2abed + 2b? 1

—

b2d2 T 22
> a?®d? - 2abed + b? =1
— (ad-bc)? =1

—ad-bc=1

uma vez que a/b> ¢/d e portanto ad — be > 0.

+ i
4d*
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(e) Para que a terceira circunferéncia C'(m/n) seja tangente as outras duas, ela deve obedecer:

an—-bm=1, md—-nc=1
= an —bm =md - nc
= n(a+c)=m(b+d)

m a+c

= — =

n b+d

Seja mdc(a + ¢,b+d) = k:

k|(a+c), k| (b+d)
= k|(a+c)d-(b+d)c
= k|lad-bc=1

:k:l

Assim, mdc(m,n) =1, sendo m e n coprimos.

Evidentemente isso ja implica a unicidade da solugao.

Vamos agora provar que os resultados enunciados nos itens (a) e (b) estao de fato corretos. E suficiente
mostrar que a terceira circunferéncia C'(m/n) obedece & relagao:

an—-bm=1, md-nc=1

Sendo a/b=1/3 e c/d=1/4 e m/n=2/7, temos: 1-7-2-3=1e2-4-7-1=1.
Portanto C(2/7) é tangente a ambas as circunferéncias. Além disso, sendo a/b=4/7 e ¢/d =1/2 ¢
m/n=5/9, temos: 4-9-5-7=1e5-2-9-1=1, portanto C(5/9) também é uma solucao valida.

Questao 2

(a) Prova-se facilmente por indugao em n que composigéo de n rotagdes R, é 0o mesmo que: R (z) = x+n-«
(mod 1). Além disso, temos que:

a=a; (modl), b=b (modl)

= a+b=a;+b; (mod1)

Logo, para que R (z) =z (mod 1), é necessério e suficiente que n-« seja inteiro, ja que nesse caso n-a =0
(mod 1). Sendo « racional, ele pode ser escrito como a/b, onde a e b sdo inteiros. Assim:

a
n-ael., < n-—€%
b
Assim, se n =b, n-« = a, que é inteiro por hipdtese.

(b) Se « é irracional, ele ndo pode ser escrito como a/b para a e b inteiros, o que é equivalente a dizer
que ele ndo possui um miiltiplo inteiro. Como a rotagado RJ(x) é o equivalente a adicionar um multiplo
de o a @, com certeza a aplicacdo RJ(x) nao adicionard um inteiro a z. Assim, n-«a # 0 (1), donde
Rl(zx)=x+n-a#z (1).

(c) Seja N €N tal que 3 <a—b.
Divida o intervalo [0,1) em N intervalos de igual comprimento: [%, % , [%, %)7 oo [BEE %)
Obivamente um desses intervalos deve conter ao menos dois elmentos da sequéncia ({n-a})ney (onde
{z} é a parte fraciondria de x), uma vez que esta sequéncia é infinita.
Digamos que {ny - a}, {nz-a} € [+, 51) onde ny < no.
Vamos agora analisar {(n2 —n1) - a}.
i+l _ i _ 1

Caso {nz-a} > {ni -a} teremos que {(nz —n1)-a}={nz-a} -{ni-a} <5 - = -
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Sejak:[{

(n1 —?Lz)'a} ]

. Como

0<k{(na-n1)-a}
<(1+

W (n2-n1)-a}

{(n1-n2)-a}

=a+{(ny-ny1)- a}
<a+ —
N

<b
<1

temos que k{(n2 —n1)-a} = {k(nz-n1)-a} € (a,b).

Logo podemos tomar n = k(ng —n1) nesse caso.

Vamos agora ao caso em que {ns-a} < {ny-a}. E ficil ver que {(na-n1)-a} =1-({n2-a}-{ni-a}) >

i il _ 1
-4 -1k

Evidentemente o raciocinio é andlogo ao do item anterior, com a unica diferenca de que devemos

tomar k = [——2—~——1:
1-{(n2-n1)-a}

1-b<k(l-{(ne—-n1)-a})<1l-b+(1-{(ne-n1)-a})<l-a

Tomamos entdo n = k(ng — ny) pois assim {n-a} = {k(nz-n1)-a} =1-{k(1-{(ne-n1)-a})} e
{k(1-{(n2—-n1)-a})} e(1-b,1-a) donde {n-a} € (a,b).

(d) Seja d =dyds...d; essa sequéncia de digitos.

Evidentemente 2V comeca com essa sequéncia de digitos se e somente se d-10% < 2V < (d + 1) - 10"
onde k é a quantidade de digitos de 2 menos 1.

Tirando o log;, da desigualdade acima temos log,y(d) + k < N log,(2) <log,o(d+1) + k.

Evidentemente [ + k < Nlog,¢(2) < [+ k+ 1. Logo para provar a desigualdade acima é suficiente
verificar que {Nlog;((2)} € I onde I = [{log;;(d)}, {logyo(d + 1)}) caso {log,(d)} < {log;o(d+1)} e
I =[{logo(d+1)},{log,o(d)}) caso contririo.

Note é claro que se {logo(d)} = {log,o(d + 1)} entao log;,(d + 1) = log;o(d) + 1 (pois logy(d) <
log,o(d+1) <1 +1log;,(d) uma vez que d + 1 tem no méximo 1 digito a mais que d) donde d+ 1 =10d, o
que é impossivel.

Mas é claro, log;,(2) é irracional (caso contrério 2 = 104 para p,q € N, o que implica 29 = 10? e
consequentemente 5 divide 29, absurdo), e donde pelo item anterior existe N tal que {Nlog,,(2)} € I.
Isso conclui o problema.

Questao 3

(a) Para f(z) = 22 + 4z + 6 temos
T(f(2) = (5 +1)
_ 2l z+l
= 22( .

= (22 +2x+1) +4x(x +1) + 622

=122+ 62 +1

r+1

)2+ 422( ) + 622

Ty(f(@) = (= 1P (—0) + A = DA + 6 - 1)?
=1+4(z-1)+6(z* -2z +1)
=622 -8z +3
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Para f(z) = 2% — 4z + 2 temos

T (f(@) =t (T e () 2
= (z+1)* —da(z+1) + 222

=2 -2r+1

T(f(@)) = (2~ DA(—0)? = A - () # 202 - 1)?
=1-4(z-1)+2(z* -2z +1)

=227 -8z +7
(b) Seja f(x) = ax? + bx + c. Temos

1 1
i)2+bacz(ij ) + ca?
x

T (f()) = ar( .

=a(z+1)? +bx(zx+1) +ca?

=(a+b+c)z’+ (2a+b)z+a

1

rz-1

T3(f(2)) = alw ~ 1P 4 b= 1 (—) + (o —1)?

=a+b(x-1)+c(x-1)>2

=cx’+(b-2c)z+(a-b+c)

() Seja f(x) = ax? + bz +c.

O discriminante de f(z) é A =b? - 4ac.

Pelo item anterior, Ty(f(z)) = (a+ b+ ¢)z? + (2a + b)z + a. O discriminante desse polinémio é
Ay =(2a+b)?-4(a+b+c)a=4a®+4ab+b? — 4a® — 4dab - dac = b* - dac = A.

Novamente pelo item anterior, To(f(x)) = cz?+ (b—2¢)x + (a—b+c). O discriminante desse polindmio
é Ay =(b-2c)2—4c(a—-b+c) =b*—4bc + 4c® — dac + 4bc — 4c? = b - 4ac = A.

Portanto aplicacoes sucessivas de T e T, nao alteram o discriminante de um polinémio.

Dessa forma, como o discriminante de g(z) = 2 + 2025z + 2024 é 20252 — 4 - 2024 = 4092529, enquanto
o discriminante de h(x) = 2% + 2024z + 2023 é 20242 — 4 - 2023 = 4088484, concluimos que nio é possivel
transformar g(x) em h(x) por aplicagoes sucessivas de T} e Ts.

Questao 4

(a) Considere os cubos vermelho, azul e roxo como os niimeros 0, 1 e 2 respectivamente.

Definiremos entao uma regra de formacao do k-ésimo cubo Cj,1 ) da fileira j + 1 a partir dos dois
cubos Cj i e Cj 41 da fileira j imediatamente abaixo. Se Cj = Cj 41, entao pelo enunciado devemos
ter Cii1 k= Cj k= Cj ka1

Se Cj’k * ijlﬁh entao Cj+1’k * Cj,k e Cj+1,k * Cj’kﬂ. Isto é, Cj+1’k + Cj’k + Oj7k+1 =1+2+3=0
(mod 3), o que implica Cji1 = —(Cj i + Cj 1) (mod 3).

Considere a fileira inicial de n cubos, denotada por Cy 1, Ci 2, ..., Ci . De acordo com o problema,
o primeiro cubo é azul e os demais sao vermelhos. Assim, temos C;1=1e Cy ;=0 paraj=2,...,n.

Observe que se dois cubos adjacentes na fileira i sdo vermelhos (0), o cubo acima deles também serd
vermelho. Como os cubos C 2, C1 3, ..., C1,, sado todos vermelhos, a sub-piramide formada acima deles
(excluindo a primeira coluna de cubos) serd inteiramente composta por cubos vermelhos. Ou seja, C; ; =0
parai>1le j>1.

A cor do primeiro cubo de cada nova fileira (C; 1) é determinada pela cor do primeiro cubo da fileira
anterior (Cj_1,1) e do segundo cubo da fileira anterior (C;_1 2).
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Na fileira 1, temos que C; 1 = 1, ou seja, o primeiro cubo é azul.

Na fileira 2, Cp 1 = —(C1,1 +C1,2) =—-(1+0) =2 (mod 3), ou seja, o primeiro cubo da fileira 2 é roxo.

Na fileira 3, C51 = —(Ca,1 + C22) =-(2+0) =1 (mod 3), ou seja, o primeiro cubo da fileira 3 é azul.

Note que o primeiro cubo de cada fileira se alterna entre azul (1) e roxo (2), em que o primeiro cubo
da fileira i terd cor 1 (azul) se 4 for impar e cor 2 (roxo) se i for par.

Como a piramide é formada por n fileiras e o cubo do topo é o tinico cubo na n-ésima fileira, concluimos
que a cor do cubo do topo depende da paridade de n. Se n for impar, o cubo do topo é azul. Se n for
par, o cubo do topo é roxo.

(b) Considere a fileira inicial de n cubos Cy 1, C1 2, . .., C1,,. De acordo com o problema, os primeiros n—1
cubos sao azuis, e o cubo do topo da piramide (Cy, 1) é vermelho. Assim, temos C4 ; para j=1,...,n-1,
e Cp,1 =0. Queremos encontrar a cor de Cf .

Podemos usar a regra de formagao apresentada no item (a) de forma reversa para deduzir a cor de
cubos inferiores a partir de cubos superiores conhecidos.

Os primeiros n — 1 cubos da fileira inicial, sendo todos azuis, formam uma sub-piramide de n —
1 fileiras composta inteiramente por cubos azuis. Portanto, qualquer cubo C;; na piramide formado
exclusivamente a partir dos cubos Ci 1, ..., Ci -1 serd azul. Esses cubos azuis formam a regido onde o
indice da coluna j é menor ou igual a n—i. Ou seja, C; ; = 1 para j <n —i.

O cubo do topo, Cy, 1, é formado a partir dos cubos Cj,_11 e C—1 2. Pela regra:

Cn,l = _(Cn—l,l + Cn—172) (mOd 3)

Sabemos que Cy, 1 = 0 e que C,_1,1 faz parte da sub-pirdmide azul (pois 1 < n - (n-1) = 1), entdo
Cp-1,1 = 1. Substituindo na regra:

=—(1+Cho12)=22-Cho12 (mod3) = Cp_12=2 (mod 3)

Assim, C),_1,2 é roxo.
Agora, consideremos o cubo C,_ 2. Ele ¢é formado a partir de Cp,—2.2 € Cy,_2 3:

Ch-12= —(Cn-2,2 + Cn—2,3) (mod 3)

Sabemos que Cj,_1 2 = 2. O cubo C),_2 2 faz parte da sub-piramide azul (pois 2 < n—(n—-2) = 2), entdo
Cp-2,2 = 1. Substituindo:

2=-(1+Cp_23)=2-Cph23 (mod3) = Cp_23=0 (mod 3)

Assim, C,_2 3 é vermelho.

Seguindo esse padrdo, temos a sequéncia de cubos na diagonal a partir do topo sendo C;, 1, Cy-1 2,
Cp-23, ..., C1 . Ou seja, o cubo genérico nesta diagonal é Cj, ,_t+1, formado a partir de Cr_1 p-i+1 €
Ci-1,n-k+2. Para k> 1, o0 cubo Cg_1 p—k+1 estd na borda direita da sub-piramide azul (pois n—k+1<n),
portanto, Cr_1 n-k+1 = 1.

A regra de formagao para os cubos nesta diagonal (para k > 1) se torna:

Crin-k+1 = —(1+ Cro1n-ks2) (mod 3)
Temos a sequéncia de cores:

Cpn1=0
Cho12=2 (pois 0=-(1+Cp_12) (mod 3))
Ch23=0 (pois0=-(1+C)p_23) (mod 3))
Chn34=2 (pois0=-(1+Cp_34) (mod 3))

Assim, conforme k diminui de n para 1, a cor alterna entre vermelho e roxo. Se n—k for par (ou seja,
k e n tém a mesma paridade), entdo o cubo é vermelho. Se n —k for impar (ou seja, k e n tém paridades
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diferentes), o cubo é roxo. Portanto, a cor de Cy ,, depende da paridade de n. Se n for impar, Cy , é
vermelho (0). Se n for par, Cy ,, é roxo (2).

(c) Para n = 4, temos os cubos Cq,1, C12, C13 e Ci 4 na fileira inicial, os cubos Ca 1, Ca2 € C23 na
segunda fileira, os cubos C3 1 e C3 2 na terceira fileira e, por fim, o cubo Cy ; no topo.
Pela regra de formacao, temos:

Cs1=-(C51+C52) (mod3)
C31=-(C21+C22) (mod3)
C39=-(C22+Cs3) (mod3)
C21=-(C11+C12) (mod3)
Cy2=-(C12+C13) (mod3)
Co3=—(Ci3+C14) (mod3)

Ou seja,

C’3,1 = _(—(0171 + 0172) + (—(0172 + 0173))) (mod 3)
- 0371 = 0171 + 201,2 + 01,3 (mod 3)

De mesma forma,

Cs2=—(-(C12+C13)+(-(C13+C1,4))) (mod 3)
= (C32=C12+2C3+C14 (mod 3)

Com isso, temos que

C(4,1 = —((01’1 + 20172 + 0173) + (01’2 + 201,3 + 0174)) (mod 3)
= (41 =-(C11 +3C12+3C13+C14) (mod 3)
= Cy,1 = —(01,1 + 01,4) (mod 3)

Logo, o cubo no topo da pirdmide depende unicamente dos primeiro e iltimo cubos.

(d) Queremos provar que se n = 3™, entdo a cor do cubo no topo da pirdmide depende unicamente
dos primeiro e ultimo cubos da fileira inicial. Para m = 0, temos n = 2. Claramente, pela férmula de
formagao, Ciopo = —(C11 + C1,n) (mod 3). Para m = 1 temos n = 4 e, pelo item anterior, a hipStese
também é vélida. Logo, esses serdao nossos casos base.
uponha que para todo m < k vale Ciopo = —(C1 1 1n) (mo . Assim, se m = emos uma
S h tod <k vale Ciopo = —(Ci,1 + Ch, d 3). Assim, k+1,¢t
piramide com 3¥*! + 1 cubos na base e com o mesmo ntimero de fileiras.
Separaremos entdo a piramide maior, de base 3**! + 1, em piramides menores de base 3 + 1. Pela
ip6tese de indugao, vale que o cubo do topo da piramide maior K+l epende unicamente de dos
hipétese de ind , val bo do topo d d Csre1yq,1) d d te de d
cubos na extremidade da fileira que contém 3* + 1 cubos, ou seja, dos cubos Cogii11 € Cogkyq ki
Novamente pela hipétese, temos que Ch.3r,1,; depende apenas da cor de Csryqq € Cgriq gy, POIS
sses cubos f sub-piramide de base 3% + 1 cubos. Pel 5 ti de Cy.3x
esses cubos formam uma sub-piramide de base 3" + 1 cubos. Pelo mesmo motivo, a cor de Co.gkyq 3841
depende somente das cores dos cubos Cgriq ghi1 € Cahiq 2.3541-
Por fim, o cubo Csk,4 ; depende de C11 e Cy 3r41, 0 cubo Csryq gi4q depende de Cy 5xyq € Cp agh41 ©
o cubo C3k+17243k+1 depende de 01’2,3k+1 € 0173k+1+1.
Ou seja, temos que

Careii11 == (Cogryr1 + Cosryrzegr) (mod 3)
C'2-31v+1,1 == (Cgk+1,1 + C-3k+1,3k+1) (mod 3)
Cogki1,3641 == (COgry1 g1 + Cgky1 03041)  (mod 3)
C3k+1,1 == (Cy1 + 01,3k+1) (mod 3)
Csrs13r01 == (Crgeer + Crosrg)  (mod 3)

Carsiy1,2.3841 == (Crogrir + Cpgenyy)  (mod 3)
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Logo,

Cz-3k+1,1 =—(-(Ci1+ C1,3k+1) + (—(Cl,3k+1 + 01,2-3k+1))) (mod 3)
= Cogk41,1 = C1,1 + 20 3641 + O 53641 (mod 3)

e
02-3k+1,3k+1 = —(—(01,3k+1 + Cl,2-3’~'+1) + (—(01,2-3k+1 + 01,3k+1+1))) (mod 3)
= Cyars1,3541 = Crgigy + 2071 93641 + Cr gy (mod 3)
Dessa forma,
Carsiyr1 = =((Cr1 + 20 g1 + O ori1) + (Crgiig +2C) 93641 + Cp geeryg))  (mod 3)
= Carr1411 = —(C1,1 + 30 341 +3C 23041 + Cp gr14q)  (mod 3)
S Cgk+1+1)1 = —(01,1 + Ol,3k+1+1) (mOd 3)
O que conclui a demonstragao.
Questao 5

(a) Seja X a interseccao da reta paralela a BD passando por A com CE.

Evidentemente do paralelismo temos ACAX ~ ACBD e AEDP ~ AEXA.
Consequentemente,
PA AE-EP AE XFE XE-DE XD

i N, R =
EP EP EP DFE DFE DFE

onde usamos que ’é—g = % pois AEDP ~ AEX A, e também

AB_BC-CA_| CA_, CX _CD-CX XD
BC BC ~~ BC ~ CD CD  CD

onde usamos que % = % pois ACAX ~ ACBD.
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Portanto,
PA BC _XD CD _CD
EP AB DE XD DE
donde
PA-BC-DE=EP-AB-CD

Isso conclui nossa prova.

(b) SejaXlePlnBPg, X2:BPlﬁCP3, X3=CP3I"]AP1.

Evidentemente
[T,] =[ABC]-[ABP,] - [BCPs;] - [CAP ]|+ [AX1P] + [BXoP3] + [C X3P ]
Mas é claro, pela férmula da drea de um triangulo em fungao da base e da altura temos
[ABP,] PA 1

[ABC] CA n

donde [ABP,] = 1[ABC].
Analogamente temos [BCP3] = [CAP,] = L[ABC].
Agora, pelo item (a) temos
X3P, P.C BP
AX; BC P3A

-

n—1

*|

—_

B n(n-1)

Consequentemente,
X3P, _ X3P,
AP, X3P+ AX,
3 X3P,
N X3P1 + n(n - 1)X3P1
1
nZ-n+1
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De modo similar ao que fizemos acima isso implica

1 1
X3P (Cl= ——[APC]=———[AB
[(XaPiC] n? — +1[ 1] n(n2—n+1)[ ¢]
Analogamente, [ X1 P,A] = [X2P3B] = W[ABC].
Portanto,
T, 3 3
e e
[ABC] n n(n?-n+1)

nd-n2+n-3n*+3n-3+3

n(n?-n+1)

n? —4n +4

nZ-n+1

(n-2)?
n2-n+1
como queriamos.

¢) Vamos provar que se r possui algum divisor primo p diferente de 2 e 5, entao , onde mdc(q,7) =1,

T

nao é um decimal exato.

Com efeito, caso tivéssemos £ = 0775 .. . 7% = s

10%
Consequentemente, p | r | ¢10* donde p | 10* = 2% . 5% (j4 que mdc(q,r) = 1), contradizendo, por
exemplo, a unicidade da fatoracao em primos.
Obviamente, n? —n +1=n(n-1) + 1 é fmpar (ou n é par, ou n -1 o é, donde n(n - 1) é par).
Vamos agora provar que esse ntmero nao é divisivel por 5.
Com efeito, se n =0 (mod 5) entdo n? —n+1=1 (mod 5).
Sen=1 (mod5) entdo n? —n+1=1 (mod 5).
Sen=2 (mod 5) entdo n? —n+1=3 (mod 5).
Sen=3 (mod 5) entdo n? —n+1=2 (mod 5).
Se n =4 (mod 5) entdo n? —n+1=3 (mod 5).
Como em nenhum caso n2 —n+1=0 (mod 5), concluimos que 5 nao divide n% —n + 1.
Note também que pelo algoritimo de Euclides temos

entdo q10% = r -7 7.

mdc((n-2)%,n? —n+1) =mde(n® —4n+4,n* —n+1)
=mdc(n? —4n +4,3(n - 1))
| 3mde(n? —4n +4,n 1)
=3mdc(n?,n-1)
=3
(escrevemos a | b para dizer a divide b.)

Mas é claro, como n >3, n(n—-1) >6 donde n* ~n+1>7> 3.
P . -2)2 . . p .. . .
Concluimos assim que % mesmo quando simplificada terd um divisor primo diferente de 2 e de
5 no denominador, e portanto esse racional ndo é um decimal exato (pela nossa afirmagdo do primeiro

paragrafo).
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