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PAGMO 2024

Por Isabela Pires

Enunciado - Problema 1

Um programa de computador que trabalha apenas com numeros inteiros 1€ os nimeros na tela, identifica
os numeros selecionados, conforme comando do usudrio, e realiza uma das seguintes agoes:

e Se o botdao A é apertado, o usudrio seleciona 5 ntimeros e entao cada nimero selecionado é alterado
para o seu sucessor;

e Se o botao B é apertado, o usudrio seleciona 5 niimeros e entao cada nimero selecionado é alterado
para o seu triplo.

Bento possui esse programa em seu computador com os nimeros 1,3,3%,....3'% na tela, cada um
aparecendo uma Unica vez.

(a) Apertando apenas o botao A diversas vezes, é possivel Bento fazer a soma dos nimeros na tela ser
202420259

(b) Qual é o nimero minimo de vezes que Bento deve apertar o botao B para que todos os niimeros na
tela fiquem iguais, sem apertar o botdo A nenhuma vez?

Resolugao

Item (a)

Primeiramente, é importante ressaltar que os nimeros exibidos inicialmente na tela sao 3°,3%,32,...,39,
totalizando 20 nimeros.

Vamos analisar a operagdo do botdo A. Cada vez que o botdo A é apertado, 5 nuimeros da tela
aumentam em 1 unidade. Isso implica que a soma total dos nimeros aumenta em exatamente 5 a cada
clique. Portanto, a soma total é invariante mdédulo 5. Isso significa que, se a soma inicial for
congruente a r mod 5, s6 serd possivel alcancar valores congruentes a r mod 5 usando apenas o botao
A.

A soma inicial dos nimeros é dada por uma progressao geométrica:
320-1
Sp=3"+3"4+...4319= —5

3201
2

Vamos calcular mod 5. Sabemos que 3* =1 mod 5, entéo:

3=(3"°=1"=1 mod5=3*-1=0 mod5

3% -1
2

Para verificar se é possivel alcangar 202 com o botao A, basta verificar se esse niimero é congruente
a soma inicial médulo 5. Sabemos que 2024 = -1 mod 5, entao:

20242925 = (1) = _1=4 mod 5

=0 mod5

=

42025

Como a soma inicial é congruente a 0 médulo 5, e 202429%% = 4 mod 5, logo nao é possivel obter
essa soma usando apenas o botao A.
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Item (b)

Agora, queremos transformar todos os nimeros em um tunico valor, utilizando apenas o botdo B, que
multiplica os nimeros selecionados por 3. Como os nimeros iniciais sdo poténcias de 3, isso equivale a
aumentar o expoente de cada nimero em 1. Por exemplo, 3* — 3°.

O objetivo é tornar todos os nimeros iguais, e o menor valor possivel a que todos podem ser elevados
é 319, pois ele ja estd presente e é o maior.

Para isso, devemos calcular quantos aumentos de expoente sao necessarios para cada numero virar
319, O niimero 3° precisa de 19 aumentos, 3! de 18, e assim por diante, até 3'%, que precisa de 1 aumento.
O ntimero 3'° ja estd pronto e ndo precisa de nada.

Somando todos os aumentos necessérios:

19
Z o 19-20
k=1

=190

Como cada clique no botao B permite aumentar o expoente de 5 nimeros em 1, o nimero minimo de
cliques é:
190

5
E isso é de fato possivel: basta sempre escolher os 5 niimeros com menores expoentes em cada clique.

38
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Enunciado - Problema 2

Seja ABC um triangulo com AB < AC < BC e T" a sua circunferéncia circunscrita, cujo centro é O.

Sejam w; a circunferéncia de centro B e raio AC, e wy a circunferéncia de centro C e raio AB. As
circunferéncias wy e wy intersectam-se no ponto E, de modo que A e E estao em lados opostos em relacdo
a reta BC.

As circunferéncias I' e w; intersectam-se no ponto F', e as circunferéncias I e wy intersectam-se no
ponto G, de forma que os pontos F' e G estao do mesmo lado que F em relagao a reta BC'.

Sendo K o ponto tal que AK é diametro de I', prove que K é o circuncentro do tridngulo EFG.

Resolucao

Figura 1: Tlustragao do problema

Primeiramente, note que exite um ponto D tal que ABC'D é um trapézio isésceles com AD || BC e
E’ tal que ABE'C é um paralelogramo. D e E’ pertencem tanto a w; quanto a wsy, portanto, eles sao
os pontos onde w; intersecta wy. Como D estd do mesmo lado de A em relagao a BC e E’ estd do lado
oposto de A em relagdo a BC, concluimos que F = E’. De forma semelhante, F' #+ C' é o ponto em T'
tal que AB || CF e G # B é o ponto em T tal que CA || BG (pois nenhum deles pode ser D). Logo, D
é o ponto de interseccao das trés circunferencias. Utilizando nimeros complexos com I' como o circulo
unitario. Entao,

e=b+c-a, f:a—b7 g:% e k=-a.
c b
Portanto,
b
e-k=b+c, f—k:a—+a:g(b+c), g—k:%+a:g(b+c),
c c b b
logo,

le— k| =|f -kl =lg -kl

pois todos sao iguais a |b+ ¢|. O que implica que K é o circuncetro, c.q.d.
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Enunciado - Problema 3

Dado um inteiro positivo n, se define 7(n) como o nimero de divisores de n e o(n) como a soma desses
divisores. Por exemplo, 7(12) =6 e 0(12) = 28. Encontre todos os inteiros positivos n que satisfazem:

a(n) =7(n)[Vn]

Obs.: Para um ntumero z real, usa-se a notagdo [x] para expressar o menor inteiro maior ou igual a x.
Por exemplo, [3] =3 e [v/2] = 2.

Resolucao
Sejam 1 =d; <dy <-+-<d(,) =n os divisores de n.
Observe que cada divisor d; de n tem um “par” d,(,)_;+1 tal que:
di -~ dr(ny—it1 =M.

Ou seja, para cada divisor menor que /7, existe um divisor maior que \/n tal que a multiplicacao dos
dois d4 n. Como /n é o ponto de simetria entre os divisores, o ntiimero de divisores menores ou iguais a
/1 é no méximo \/n. Como hé uma correspondéncia um a um entre os divisores menores e os divisores
maiores, o numero total de divisores é no maximo 2\/n.

Assim,

T(n) <2v/n

Por Desigualdades das Médias (MA > MG), para os divisores de n, temos que a soma de um divisor d; e
seu “par” dr(n)—i+1, Sempre maior ou igual ao dobro da raiz quadrada de n:

di + dT(n)—i+1 2> 2\/5

Agora, multiplicamos essa desigualdade por 7(n) — 2, que é o nimero de divisores “intermedidrios”
entre os extremos d; e d(,), € somarmos n+1 (que é corresponde ao primeiro e ao tltimo termo da soma
dos divisores), chegamos na seguinte relagio:

o(n)2[r(n)=2]v/n+(n+1),
Agora, queremos verificar quando a igualdade
o(n) = 7(n)[V/A]

é possivel. Nosso objetivo agora é provar que, para n > 16, a desigualdade acima fornece um valor de
o(n) maior do que 7(n)[\/n], o que impossibilitaria a igualdade do enunciado.
Dessa forma, podemos assumir que n > 16. Como [\/n] < /n+1, temos:

T(m)[Vn] <T(n)(Vn+1).
Entao, para garantir que a igualdade do problema nao ocorra, basta mostrar que:
[T(n)-2]v/n+(n+1)>7(n)(v/n+1).
Desenvolvendo o lado direito:
T(n)(Vn+1)=7(n)Vn+71(n).

Agora, queremos:
[7(n) -2]v/n+n+1>71(n)v/n+7(n).
Isolando os termos:

([t(n)-2]-7(n))Vn+(n+1-7(n))>0,
(-2)vn+(n+1-7(n)) >0,
n+1-7(n)>2n.
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Ou seja, se
n+1>7(n)+2vn,

entao a igualdade do problema nao pode ocorrer.
Mas sabemos que 7(n) < 2\/n, entdo é suficiente que:

n+1>4yn.

Essa ultima desigualdade ¢é satisfeita para m > 16. De fato, seja f(n) = n+1-4\/n. A funcao é
crescente para n > 0, e temos:

F(16)=16+1-4-4=17-16=1>0.

Logo, para n > 16, temos o(n) > 7(n)[v/n], entdo a igualdade do enunciado nao pode acontecer.
Portanto, basta verificar os valores de n € {1,2,...,15} para os quais:

a(n) =7(n)[Vn].

Vamos calcular 7(n), [/n]| e o(n) para n =1 até 15:

n | 7(n) | [Vn] | o(n) | 7(n)-[V/n]
1] 1 1 1 1
2 | 2 2 3 4
3 2 2 4 4
41 3 2 7 6
5 2 3 6 6
6 | 4 3 12 12
7| 2 3 8 6
8| 4 3 15 12
9| 3 3 13 9
10 | 4 4 18 16
1|2 4 12 8
12| 6 4 | 28 24
13| 2 4 14 8
14| 4 4 | 24 16
15| 4 4 | 24 16

Logo, os tunicos inteiros positivos n que satisfazem

a(n) =7(n)[Vn]

n=1,3,56]|

Sa0:
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Enunciado - Problema 4

Uma sequéncia infinita de reais positivos xg, z1, 2, ... é chamada legal se satisfaz as seguintes proprieda-
des:

(a) zg=1,21=3; e
(b) @o+ @1+ +Tp_1 23Ty — Tpy1, para todo n > 1.
Encontre o maior real M tal que, para toda sequéncia legal, a desigualdade

Tn+l
ot S M
Tn

é valida para todo n > 0.

Resolucgao
Queremos encontrar o maior numero real M tal que, para toda sequéncia legal, sempre vale:

Tn+1

> M para todo n > 0.
Tn

Primeiramente, vamos mostrar que M = 2 funciona. Para isso, queremos garantir que:

Tn+1
L__>2.

Tn

Logo, a partir a desigualdade dada no enunciado:
To+T1++Tp1 23Ty — Tnil,

reorganizando:
Tyl 23Ty — (o + -+ + Tp1).

Se conseguirmos garantir que:
Tp >To+T1 ++Tp-1,

entao:
Tpt1 > 3Ty — Ty = 20y,
ou seja:
Tn+1
ontl > 2
In

Como queriamos. Dessa forma, vamos provar por inducao de que x,, > xg+x1 + -+ x,_1 paran > 1

Passo base:
Paran=1,
T = 3> To = 1.
Para n =2,

To>3rx1—29=3-3-1=8.

E:
To+x1=14+3=4<8< 5.

Passo indutivo: Suponha que xy > xg+---+xg_1 vale para algum k > 2. Vamos mostrar que entao também
vale:
Tyl > Lo+ T+ + T

Da condicao do enunciado, temos:

Tge1 > 3Tk — (wo + et xk_l).
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Pela hipétese de indugao, sabemos que x> xg + - + T_1, logo:
Thel > 3Tk — T = 2T

Mas também:
To+ o+ T <Tp+Tg =20k < Thyt-

Portanto, g1 > xg + - + T, € 0 passo indutivo esta provado.
Podemos concluir que por indugao, vale z,, > xq + - + x,,_1 para todo n > 1. E assim,

Tn+1
Tpel > 2T, = —— > 2.
T

Logo, M =2 funciona.
Vamos agora mostrar que M nao pode ser maior que 2. Para isso, vamos considerar o caso em que a
desigualdade do enunciado seja uma igualdade:

To+T1+ -+ Tpo1=3Tpn — Tpnal-

Isolando ;41
Tl = 3Ty — (Lo + T + -+ Tppo1)-

Seja S, =xg+ T + -+ x,. Assim, a soma até x,_1 é S,_1, logo temos:
Tpal = 3Tm — 1.
Note que Sy,—1 =S, — x, logo:
T+l = 3% — (Sp —xn) = 3wy — Sp + = 4y, — S,

Ou seja, obtemos que:

‘xml =4z, - S, |

Vamos calcular os primeiros termos da sequéncia com as condigoes iniciais xg = 1, 1 = 3.
e Si=xp+x1=1+3=4=>w9=4x,-51=4-3-4=8.
e So=1+3+8=12=>123=4-8-12=20.
e S3=1+3+8+20=32=24=4-20-32=48.
Observando os valores, é notério que:
Tpa1 = 4xy, — 4Tp-1.
Vamos verificar:
o 1o =4xy —4xg=12-4=8.
o 13=4xy —4x; =32-12=20.
o 14 =4x3—4x5 =80-32=48.

Portanto, temos a seguinte recorréncia:

Tpi1 = 4%, — 42, ‘

Dessa forma, vamos resolver a recorréncia, a equagao caracteristica é:
2 2 2
ri=4dr—-4=r"-4dr+4=0= (r-2)°=0.

A solugao geral é:
xn = (A+ Bn)-2".
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Com os dados iniciais:
xo=1=>A=1,

1

x1:3:(A+B)-2:(1+B)~2:>B:2

Portanto, a solugao explicita é:

Ty = (1 + g) 2" = 9" (1 2).

Desse modo, calculando a razao 1;—“, com a férmula z,, = 2”71 (n + 2), temos:
n

Tpe1  2"(n+3) _2.n+3

z, 27 l(n+2) T n+2
Note que:
) +3
lim 22 = Jim 2. 272 2o,
n—oo I, n-ooo M+ 2

Como existe uma sequéncia legal em que a razao “2- tende a 2 pelo limite, entdo nenhum valor
n
M > 2 pode ser garantido como valido para todas as sequéncias legais. Assim, o maior valor possivel que
satisfaz a condicao do problema é:

M=2]|
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