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Instrucoes de Prova

I. Esta prova destina-se exclusivamente aos alunos do ensino médio e participantes da categoria aberta.

Ela contém vinte questoes. Todas as questoes tem o mesmo valor.

II. A prova é individual e sem consultas. Em particular, o uso de ferramentas de inteligéncia artificial é

expressamente proibido. Respeite a cultura olimpica.

ITI. Os materiais permitidos sdo: caneta, lapis/lapiseira, borracha, compasso, régua e esquadro (com
ou sem marcagio), papel em branco ou com pauta de qualquer tamanho (por exemplo, A4 ou A3).

Transferidores e calculadoras de qualquer tipo nao sao permitidos.

IV. A duracio maxima desta prova é de trés horas, sem tempo extra para o preenchimento do gabarito.

Recomendamos que os estudantes preencham o gabarito conforme forem respondendo as perguntas.

Apoio:
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Curiosidades:

Conhecido por geracoes de estudantes como Gugu, Carlos Gustavo Tamm
de Aratijo Moreira é pesquisador titular do Instituto de Matemética Pura
e Aplicada (IMPA) e um dos maiores especialistas mundiais em sistemas
dindmicos, geometria fractal e conjuntos de Cantor. Medalhista olimpico

na juventude e atual coordenador da OBM, Gugu tem dedicado décadas

a formacgdo de jovens talentos em matematica. Defendeu seu mestrado no
IMPA aos 17 anos e concluiu o doutorado pouco depois, sob orientacdo de
Jacob Palis. Fez pés-doutorado na Universidade Paris-Sul com o medalhista Fields Jean-Christophe Yoccoz,
com quem desenvolveu resultados fundamentais sobre interse¢oes de conjuntos de Cantor. Desde 1997, atua
como pesquisador no IMPA, com contribui¢des que relacionam aproximagoes diofantinas, sistemas dindmicos
complexos, combinatéria e teoria dos nimeros. Seu espirito acessivel e entusiasmo contagiante também se
manifestam fora da lousa: é célebre por manter a contagem detalhada dos mais de 5.000 gols marcados em
partidas de futebol ao longo dos anos. Recebeu, em 2018, o Prémio Erdés da Unidao Matematica Internacional,
reconhecendo seu impacto na educagdo matematica por meio das olimpiadas. Para ele, a matematica é uma

ciéncia viva, repleta de descobertas — e que, sim, é muito divertida.

Questao 1. Considere o niimero
N = 12025 | 92025 | 32025 | | 2025

Qual é o algarismo das unidades de N7

Proposto por Isabela Pires

Para determinar o ultimo digito de NV, calculamos N mod 10. O ciclo dos algarismos finais das poténcias

mod 10 é conhecido:

Ciclo de k™ mod 10
1
2,4,8,6
3,9,7,1
4,6
5
6
7,9,3,1
8,4,2,6
9,1

© 0 N O U e W N

Como 2025 =1 (mod 4) e 2025 =1 (mod 2), o expoente se reduz a 1 no ciclo.

k‘2025

Logo, o ultimo digito de é o primeiro termo do ciclo de k, para k=1,...,9.
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Assim,

N=1+2+3+4+5+6+7+8+9=45=[5] (mod 10).

Resposta: Alternativa (C).

Questao 2. Um nimero n = dydads...d; é dito alternado quando dy é impar, ds é par, d3 é impar, e assim

por diante até d;. Seja () a quantidade de ntiimeros alternados n de 2025 digitos tais que 3 divide n. Quais séo

os trés ultimos digitos de Q7
Nota. Escrevemos n = dydads . .. d; para denotar que o digito mais a esquerda na expansao de n na base 10 é

dy, o segundo digito mais a esquerda é ds, e assim por diante.

Proposto por Tiago Trindade
Seja a; 5, j € {0,1,2}, a quantidade de nimeros alternados de ¢ digitos que sdo congruentes a j (mod 3).

Evidentemente,
a1,0 =2 a2n,0 = 2a2,-1,0 +2a2n—1,1 + A2n—1,2  A2n+1,0 = 2G2p,0 + Q2,1 + 20202

a11 =2, a1 =2a2,-1,0+ G2n—1,1 + 202n-12, A2p41,1 = 20240 + 20251 + A2p 2

a12=1 agn2=asn_10+ 202,11 +202n—12 G2n41,2 = Q20,0 + 20241 + 2022

pois em {0, 2,4, 6,8} ha dois nimeros que sdo 0 (mod 3), um 1 (mod 3) e dois 2 (mod 3), eem {1,3,5,7,9}
hé dois 0 (mod 3), dois 1 (mod 3) e um 2 (mod 3).

Dessas relagoes se prova facilmente por indugdo em n que

_ 52n,+2 _ 52w,+1+1
A2n,0 = 3 a2n+1,0 = 3
52 _ p2ntlgg
agn1 = —3 > QG2n41,1 = —3
=2n =2n+1
-1 —2
a2n2 = 23 A2py12 = >

Dessa forma, a quantidade de niimeros alternados de 2025 digitos que sao divisiveis por 3 é

52025 1 53 1
2025,0 = 3+ = ;— =42 (mod 1000)

Resposta: Alternativa (C).

Questao 3. Seja ABC um tridngulo isésceles com AB = AC = 13 e BC = 10. Seja D o pé da altura de A

sobre BC', E o ponto médio de AD, e F' o ponto médio de AB. Calcule a area do tridngulo AEF.
(a) 3
(b) 8
(c) 10




Olimpiada Brasileira
Online de Matematica

B

Proposto por Isabela Pires

Coloque o triangulo no plano coordenado:
- B =(-5,12), C = (5,12) pois BC = 10.
- A=(0,0) pois o tridngulo é isésceles.

- O pé da altura D é o ponto médio de BC, D = (0,12).

- O ponto médio F de AD:
0+0 0+12
E=—— = (0,6
< 2 72 ) (0,6)

- O ponto médio F de AB:

A éarea do tridngulo AEF é dada por:
. 1
Area = o |za(ye —yr) + xp(yr — ya) + 2r(ya — ys)|

Substituindo: ) . X
=510 (6=6)+0-(6=0)+(~5) - (0-6)| = 5 15

Resposta: Alternativa (A).

Questao 4. Seja i = v/—1 a unidade imaginaria. Qual alternativa equivale a (1 4 )202°?

Proposto por Fdabio Medeiros

Resposta: Alternativa (A).

Note que (1+14)% =1+ 2i + 2 = 2i. Assim, (1 +4)2925 = 2101241012(7 4 4) = 21012(j 4 1),

Questao 5. Seja f: R — R tal que, para todo = € R,
f(f@) +af(x) =1

Qual é o valor de f(7)?
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(d) 9

(e) Nenhuma fungéo f satisfaz a equacdo dada

Proposto por Isabela Pires
Suponha que tal funcao exista.
Substituindo x = 0,
f(f(0)) = 1. (1)

Substituindo = = 1,
fUW)+ 1) =1 (2)

Vamos provar que 0 ndo estd em sua imagem. De fato, se f(xzg) = 0 entdo substituindo x = xy temos
f(0)+z-0=1donde f(0) = 1. Entdo, (1) implica que f(1) =1 donde f(f(1))+ f(1) = 2, contradizendo
(2).

Se f(z1) = f(x2) entdo

f(f(@1)) + o1 f(z1) = 1= f(f(22)) + 22f(22) = z1f(21) = 22f(21) = 71 =172
Substituindo = = f(0),
Q)+ £(0) - f(f(0) =1 = f(1) + f(0) =1. (3)

Mas agora (2) e (3) implicam que f(f(1)) = f(0), donde pela injetividade de f temos f(1) = 0.
Assim, nédo existe funcéo real f satisfazendo a equacéo.

Resposta: Alternativa (E).

Questao 6. Existem 2025 cidades em uma circunferéncia. Mansa Musa viajar por um trajeto que passa por
cada cidade exatamente uma vez, sendo que esse trajeto nao pode ser auto intersectante. De quantas maneiras

ele pode fazer isso?

a) 2025 . 22023

b

(a)

(b)

(c) 2024 - 22023
)
)

2025 - 22024

(d 22025

(e) 2025!

Proposto por Fdabio Medeiros

Para nao criar um trajeto auto intersectante, esse caminho nao pode separar duas cidades ainda nao
visitadas por um segmento de reta. Caso contrario, ele seria cruzado futuramente. Assim, ele deve ir para
a cidade mais a esquerda ou mais a direita ainda nédo visitada, tendo 2 op¢oes a cada passo. Dessa forma,
ele tem 2025 opgoes para escolher onde inicia e apds isso multiplicamos por 2 a cada novo passo. Dessa

forma, o total de maneiras é 2025 - 22023 (j4 que no tltimo passo ndo ha opcao de direita e esquerda).
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Partida

Resposta: Alternativa (A).

Questao 7. Considere a malha triangular infinita gerada pelas combinagoes inteiras de
= (13
a=(1,0) e b=|=-,—|.
(1.0) (5%)
Seja T o conjunto dos tridngulos equildteros de lado 1 com vértices nessa malha.

Determine a quantidade de isometrias do plano que fixam a origem, transformam tridngulos de 7 em tridngulos

de T, e preservam a orientacao.
Nota. Uma isometria do plano euclideano é uma funcido f : R? — R? tal que d(f(z), f(y)) = d(z,y) para

quaisquer x,y € R?, onde d é a distancia euclidiana.

(a) 3
(b) 6
(¢) 9
(d) 12
(e) Infinito

Proposto por Isabela Pires

A malha triangular é simétrica por rotagoes de 60° em torno da origem e reflexdes em eixos especificos.
- As rotagbes possiveis que preservam o padrao sdo: 0°,60°,120°,180°,240°, 300°, totalizando 6.

- Nenhuma reflexdo preserva orientacao.

Assim, o grupo de simetrias que preservam 7 tem exatamente 6 elementos.

Resposta: Alternativa (B).

Questao 8. Sejam a,b € N tais que ab = 180. Considere o conjunto

b
B_{g+3:ab_180,a,b€N}.

-5._
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Determine o menor valor que pertence ao conjunto B.
Nota. N={1,2,3,...} é o conjunto dos inteiros positivos.

100
13
104
15

3i

Proposto por Isabela Pires

Como b = %, definimos

_a 180/(a) a 60
fla) = 3 + T % + o
Pela desigualdade entre média aritmética e geométrica (MA > MG),

60

+=>2
a

60
%.;:2ﬁ24\/§z6,928.

(SRS

Testando os valores inteiros divisores de 180 para a e calculando f(a):

a‘b—lSO/a‘ fla)=2¢+2
18 . 10 _ 54 , 50 _ 104
18] 10 | Byl0— 330 1016933
20 9 44+3=7
15 12 3+4=
O menor valor real atingido é 1%

Resposta: Alternativa (B).

Questao 9. Seja n um inteiro positivo, e seja F(n) a quantidade de maneiras que n pode ser escrito como
ZiZO a;2" onde a; € {0,1,3,7,15,31,...} (isto é, a; = 2% — 1 para algum k inteiro niao negativo). Quando vale
F(2025 — 10)?

(a) 2592
(b) 3072
(c) 3187
(d) 4096
(e) 8192

Proposto por Tiago Trindade
Claramente F(0) = 1.
Note que

n = aop + 2Zai+12i
120
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Assim, se n for par ag deverd ser 0. Consequentemente F'(2n) = F(n).

Agora, se n for impar ag pode ser qualquer niimero da forma 2* —1 que seja menor que n. Consequentemente,
F@2m—1) =35, F(m— 24).

Se prova facilmente por indugio que F(2™) =1, F(2™ — 1) = 2™ e que F(2™ — (2F + 1)) = 2k3m—Fk-2
para cada 1 < k <m — 2.

Note que 2025 — 10 = 211 — (25 +1). Logo F(2025 — 10) = 2° - 3% = 2592.

Resposta: Alternativa (A).

Questdo 10. Determine o ntimero de pares (x,%) € N? que satisfazem
Tz + by = 100,

com a condicdo extra de que y = 3 (mod 5).

Proposto por Isabela Pires

Como y = 3 (mod 5), escrevemos
y:5k+3, kGZZo.

Substituindo na equacao:

Tx + 5(5k 4+ 3) = 100 = 7z + 25k + 15 =100 = 7z + 25k = 85.

Assim,

Tx = 85 — 25k.

Para z € N, 85 — 25k deve ser miiltiplo de 7 e positivo.

Testando valores de k:
k=0:8=1 (mod7) = nao muiltiplode 7

k=1:60=4 (mod7) = ndo miltiplo
k=2:35=0 (mod7) =z=5>0
k=3:10=3 (mod7) = ndo miltiplo

Somente k = 2 gera solucdo vélida. Verificando y:

y=5-2+3=13.
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Logo, existe exatamente uma solucgao.

Resposta: Alternativa (B).

Questao 11. Arthur, Beatriz, Carlos, Diana e Eduardo brincam de um jogo de deducao. Dentre eles, hé 3

Guardides, 1 Misterioso e 1 Desorientado. As afirmacoes de cada jogador foram as seguintes:

e Arthur: “Beatriz é o Misterioso.”

e Beatriz: “Carlos e Diana nao sao ambos Guardioes.”
e Carlos: “Eduardo é o Misterioso.”

e Diana: “Arthur nao é o Misterioso.”

e Eduardo: “Beatriz e Carlos nao sdo ambos Guardioces.”

Sabendo que os Guardides nunca mentem, e que o Misterioso e o Desorientado podem mentir ou falar

a verdade, pode-se afirmar sempre que:

a) Arthur é o Misterioso.

(a)

(b) Beatriz é o Guardio.

(¢) Carlos é o Guardido.

(d) Diana é o Guardido.
)

(e) Nenhuma das anteriores.

Proposto por Isabela Pires
Vamos analisar as afirmagoes considerando os papéis de cada jogador.
Passo 1: Definic¢oes

- Guardides (3 pessoas) sempre dizem a verdade. - Misterioso (1 pessoa) pode mentir ou falar a verdade.

- Desorientado (1 pessoa) pode mentir ou falar a verdade.

Passo 2: Analisar as afirmacgodes

Denotemos os papéis: G para Guardiao, M para Misterioso, D para Desorientado.

Temos cinco pessoas: Arthur (A), Beatriz (B), Carlos (C), Diana (D), Eduardo (E).

A afirmacao de Arthur: “Beatriz é o Misterioso.”

- Se Arthur é Guardiao, sua afirmacao é verdadeira, logo B = M. - Se Arthur nao é Guardiao, pode mentir.
A afirmacéo de Beatriz: “Carlos e Diana ndo sao ambos Guardides.”

- Se Beatriz é Guardido, essa afirmacao é verdadeira, entdo pelo menos um entre Carlos ou Diana nao é
Guardiao. - Se Beatriz nao é Guardiao, pode mentir.

A afirmagdo de Carlos: “Eduardo é o Misterioso.”

- Se Carlos é Guardido, afirmagao verdadeira: £ = M. - Se nao, pode mentir.

A afirmacdo de Diana: “Arthur nao é o Misterioso.”

- Se Diana é Guardido, essa afirmacédo é verdadeira: A # M. - Se ndo, pode mentir.

A afirmagdo de Eduardo: “Beatriz e Carlos ndo sdo ambos Guardioes.”

- Se Eduardo é Guardido, entdao B e C' nao sao ambos Guardides. - Se nao, pode mentir.

Passo 3: Tentativa 1 — Suponha que Arthur é Guardiao
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Se A = (G, entdo afirmagio verdadeira:
B=M.

Assim, Beatriz é Misteriosa. Entao, Beatriz pode mentir ou falar a verdade.

Sabemos que hd 3 Guardides, ja temos 1 (Arthur) e 1 Misteriosa (Beatriz). Restam C, D, E para serem 2

Guardides e 1 Desorientado.
Se Carlos fosse Guardido, sua afirmacao que “Eduardo é Misterioso” seria verdadeira.
Mas sabemos que B = M, logo E # M, logo Carlos estd mentindo. Logo, Carlos ndo pode ser Guardiao.

Se Diana fosse Guardido, sua afirmacao “Arthur ndo é Misterioso” é verdadeira. Ok, A = G j4 assumimos.

Diana pode ser Guardido.
Se Eduardo fosse Guardiao, sua afirmacao “Beatriz e Carlos ndo sdao ambos Guardides”:

- Como B = M, Beatriz nao é Guardido. - Carlos, segundo antes, ndo pode ser Guardido (pois mentiu). -

Entao Beatriz e Carlos ndo sdo ambos Guardides, logo afirmacao verdadeira. - Eduardo pode ser Guardido.
Assim, guardides sdo: Arthur, Diana e Eduardo.

Misterioso: Beatriz

Desorientado: Carlos

Verificamos as mentiras e verdades:

- Arthur (Guardido): afirmagdo verdadeira.

- Beatriz (Misteriosa): pode mentir ou néo, afirmagao: “Carlos e Diana nao sdo ambos Guardides.”
Carlos é Desorientado, Diana é Guardido, logo Beatriz falou verdade.

- Carlos (Desorientado): diz “Eduardo é Misterioso”, falso pois Eduardo é Guardiao. Pode mentir, ok.
- Diana (Guardifo): diz “Arthur ndo é Misterioso”, verdade.

- Eduardo (Guardido): diz “Beatriz e Carlos néo sdo ambos Guardides”, verdade.

Tudo consistente.

Passo 4: Analisar as alternativas

- (A) Arthur é Misterioso? Nao, ele é Guardido nesta hipé6tese.

- (B) Beatriz é Guardidao? Nao, é Misteriosa.

- (C) Carlos é Guardido? Nao, é Desorientado.

- (D) Diana é Guardido? Sim, nesse cendrio é.

- (E) Nenhuma das anteriores? N&o.

Passo 5: Verificar se Diana sempre é Guardia

Suponha outra hipétese onde Diana nao seja Guardia.

Anélise similar levaria a inconsisténcias (exercicio para o leitor).

Conclusao: A unica afirmagdo que é sempre verdadeira é que Diana é Guardia.

Resposta: Alternativa (D).

Questao 12. Ache o menor k inteiro positivo que satisfaca a seguinte propriedade:

Dado qualquer conjunto de inteiros com k elementos, existem dois tais que 2024 divide sua soma ou diferenca.
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(a) 512
(b) 1012
(¢) 1013
(d) 1014
(e) 2024

Proposto por Fdabio Medeiros

Note que k > 1013 j& que o conjunto {1, 2, 3,--- , 1011, 1012, 2024} ndo satisfaz a condigdo. Vamos provar
que qualquer conjunto de tamanho k£ 4 2 tem dois elementos divisiveis por 2k e entdao nossa resposta sera
1014.

Se tivermos dois elementos congruentes mod 2k, sua diferenca serd multipla de 2k. Entao suponha que sdo
todos incongruentes. Separe os restos mod 2k em {0}, {k}, {1, 2k — 1},{2, 2k — 2},--- ,{k — 1, k + 1}.
Com k + 2 elementos, sabemos que pelo menos k serdo distribuidos nas duplas da partigdo, que sdo k — 1.

Por PCP, dois elementos estdo na mesma dupla, logo, sua soma serd multipla de 2k.

Resposta: Alternativa (D).

Questao 13. Uma mesa de bilhar tem formato de um quadrado ABCD. Uma bolinha estd inicialmente no
vértice A, sendo que Baianinho de Maud tem uma missdo especial: ele deve dar uma tacada nessa bolinha de
modo que, apds bater exatamente 2025 vezes nos lados do quadrado, ela chegue pela primeira vez a um dos
vértices de ABCD.

Quantos sdo os possiveis valores do angulo formado pelo lado AB com a trajetéria inicial da bolinha para os

quais Baianinho atinge seu objetivo?

Nota. Assuma que as reflexdes sdo perfeitas, como na figura abaixo.

- 10 -
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Proposto por Fabio Medeiros

Sao 2026 possiveis angulos. Como a reflexdo é perfeita, ndo precisamos ficar trabalhando no quadrado
original, isso seria muito complicado! Podemos considerar que a bolinha segue para um quadrado imaginario

em trajetéria retilinea:

A B
' Tt - ——--—--- T--—---=--- 8
| |
| |
g | |
~~_ | |
~<_ | |
~<_! |
AL |
— | T~ +----= ~~<=A
| -
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
L e m e 4

Assim, nosso problema se transforma em analisar tabuleiros m X n. O desejo de Baianinho é acertar a
bolinha do vértice A para o oposto, sendo que a bola ndo pode passar por nenhum ponto do quadriculado
antes. Essa tltima condicdo se resume a mdc(m,n) = 1. Além disso, a bola deve colidir 2025 vezes com a
parede, isto é, deve intersectar o reticulado 2025 vezes. Entretanto, o nimero de colisoes é (m—1)+(n—1) =
m + n = 2027. Assim, devemos achar a quantidade de pares (m,n) com m + n = 2027 e mdc(m,n) =
1 < 1 = mdc(m,m + n) = mdec(m,2027). Basta contar os m < 2027 com mdc(m,2027) = 1, ou seja,

queremos achar ¢(2027). Como 2027 é primo, o namero de solugoes é 2026.

Resposta: Alternativa (D).

Questao 14. Determine o nimero de pares ordenados (m,n) de inteiros positivos tais que

2" 41 =m?.

Proposto por Fabio Medeiros

Note que se n = 1, ndo existe tal m.
Para n > 1 temos
(m—1(m+1)=m>—-1=2""1n

é par, logo m é impar. Como 4 ndo pode dividir m — 1 e m 4+ 1 ao mesmo tempo, algum deles é 21 ~ com

I impar ° enquanto o outro é 2"~ 2g ° com a inteiro. J4 que 2" 2a = m — 1 ou m + 1, temos

- 11 -
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2nln = 272¢. (2772 — 2) ou 2" 2a - (2" 2a + 2)
Em ambos os casos, segue que
2"l >0 ("2 _ ) =2 >2" 2 2= > 2" 3 ]

Entretanto, n < 2"~2 — 1 para n > 6 por inducdo. Assim, n < 5. Testando, a tnica solucio é (9, 5).

Resposta: Alternativa (B).

Questao 15. Um inteiro n > 2 é dito show se existem n retas em posi¢do geral no plano de tal forma que o

tridngulo formado pela intersecao de quaisquer 3 delas ¢é isésceles. Determine a soma de todos os n show.

(a) 7
(b) 8
(c) 9
(d) 10
(e) 12

Proposto por Fdabio Medeiros

Os tnicos n que funcionam séo 3, 4 e 5. Portanto, o nimero buscado é 12.
Note que um pentagono regular funciona para n = 5, sendo que basta retirar retas para obter o exemplo
para 3 e 4. Vamos provar que nao existe tal conjunto de retas para qualquer n > 5. Basta provar que nao

existe para n = 6, pois todo conjunto com mais que isso tem um subconjunto de 6 retas.

Fixando duas retas r e s, todas as demais deverao ser como uma das seguintes azuis:

N

T~—

]
/

Ha 4 possibilidades para uma outra reta:

o Categoria 1) ser paralela a alguma das bissetrizes (interna ou externa) de r e s.

o Categoria 2) ter o mesmo angulo entre 7 ¢ s com r ou com .

Cada categoria tem dois tipos de reta. Note que ndo podemos ter duas retas do mesmo tipo ja que te-

riamos duas paralelas, absurdo pois estdo em posicao geral. Suponha que existe um conjunto como no

- 12 -
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enunciado com 6 retas. Assim, dadas as retas r e s, todas as azuis devem existir. Logo, temos duas retas

perpendiculares em nosso conjunto (as da categoria 1).

Definindo essas retas como as de andlise na posi¢do r e s mostrada acima, o angulo verde seria de 90°.
Entretanto, ndo poderiam existir retas da categoria 2, visto que nao existe tridngulo isésceles com angulo

da base 90°. Portanto, o maximo de retas seria 4 nesse exemplo, e néo 6.

Resposta: Alternativa (E).

Questao 16. Seja S um subconjunto de {1,2,...,2025} tal que a diferenga de quaisquer dois elementos de S

nao é um primo. Qual o maior tamanho possivel de S7

(a) 498
(b) 505
(c) 506
(d) 507
(e) 512

Proposto por Fabio Medeiros

Note que S = {1,5,9,13,...,2025} nos d& 507 elementos. Suponha por absurdo que dd para S ter
cardinalidade 508.

Fato. Se selecionamos 3 elementos dentre 8 consecutivos, ha dois com diferenca prima.

Demonstragao. Sejam z, x + 1,---, x + 7 0s oito niimeros. Sem perda, podemos supor que o pri-
meiro numero escolhido é x (estamos olhando pra diferencas, entdo basta transladar todos). Assim,
x4+ 2, x4+ 3, x + 5, x + 7 ndo podem ser escolhidos, restando apenas = + 1, x + 4, 4+ 6. Entretanto, a

diferenga de quaisquer dois deles é prima, entdo s6 podemos escolher mais um. O

Olhando para a particao {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8}U{9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 }}U- - -U{2017, - - - , 2024} U{2025}
do nosso conjunto original, pelo Fato acima, s6 podemos ter 2 - = + 1 = 507 elementos.

Resposta: Alternativa (D).

Questao 17. Todas as cidades em um certo estado sdo conectadas por estradas a nao mais que outras trés
cidades. Sabendo que uma pessoa pode ir de qualquer cidade a qualquer outra usando uma ou duas estradas,

qual o nimero maximo de cidades que esse estado pode ter?

(a) 9
(b) 10
(c) 11
(d) 12
(e) 15

Proposto por Fabio Medeiros

Vamos analisar esse problema em formato de grafo. Fixando um vértice A, a 1* camada sdo os vértices
com distancia 1 de A, a 22 com distancia 2. Note que nao hé terceira camada ja que é dito no enunciado

que de toda cidade chegamos a qualquer outra com 1 ou 2 passos.
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Perceba que na primeira camada temos no maximo 3 vértices (j4 que A liga a no maximo 3). Na segunda,
temos no maximo 6 ji que cada um na primeira camada gera no maximo outros 2 (uma de suas 3 estradas

jé vai para A). Logo, a quantidade buscada é menor ou igual a 10.

Note que o seguinte exemplo funciona para 10, que é nossa resposta final.

£

AN

Resposta: Alternativa (B).

Questao 18. Determine o valor da soma infinita a seguir:

> (3) (5.

n=0

3
4
5
6
6
7
7
8
N

enhuma das anteriores

Proposto por Isabela Pires

Note que a soma é da forma

Z r" cos(nd),

n=0

- 14 -
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com r = % e 0 = %. Isso pode ser resolvido utilizando a parte real da soma de uma PG complexa:

i r" cos(nf) = Re <§:(7“ei9)”> =Re (11&) :

n=0 n=0

Calculamos:
. 2 . 2 1 3
re' = 56”/3 =3 (cos% +isin g) =3 +i%.
Portanto: /3
X 2 3
1—re? =2 Y2
re 3 13
O inverso é:
1 24 _§+N3§_§+N3§_9<2+i\/§>
2 _ V3 27 4.3 T 7 s\ T g |-
U @ (g) ete v TAS S

A parte real é:

Resposta: Alternativa (C).

Questao 19. Sejam a, 3,7, 6, € raizes do polindémio z° — 24 4 323 — 422 + 52 — 6. Determine é + % + % + % + %

(a) &

(b) 3

(©) 3

(d) 3

(e) §
Proposto por Fdabio Medeiros
Lema. Serq,ra, - ,7, sdo raizes de um polindémio P(z) = anx"+a,_12" 14 4ag e todas sido ndo nulas,
entdo —, —, -+, — sdo rafzes de Q(z) = apz™ +a;x" "+ - -+a, (invertendo-se a ordem dos coeficientes).

1L T2 Tn

n—1
%

Demonstragio. Sabemos que P(r;) = 0 entdo a,r? + an_17 + .-+ 1r;a1 + ag = 0. Dividindo os dois

lados por rj* obtemos que — é raiz de Q.
i
Voltando ao problema, note que 0 ndo é raiz do polindmio do enunciado. Dessa forma, podemos apli-

111
car o lema e concluir que —, —, —, =, — sdo raizes de —62° + 5x* — 423 + 322 — 22+ 1. Logo, pelas relacdes
a

de girard, a soma desejada vale —.

Oyl OF

Resposta: Alternativa (E).

Questao 20. Seja ABC um tridngulo acutdngulo com bissetriz interna AD, D em BC. A circunferéncia de
didmetro AD intersecta AB e AC em X e Y respectivamente. Supondo que a reta XY é paralela a reta de
Euler do tridngulo ABC, determine a medida do dngulo ZBAC.

Nota. A reta de Euler de um tridngulo é a reta que passa pelo ortocentro e circuncentro do mesmo.
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Proposto por Fdabio Medeiros

Para valer a condi¢do, devemos ter ZBAC = 60°.

A

Note que DX = DY ja que /XAD = Z/DAY. Como AD é didmetro, entao AX = AY também.
Assim, AD é mediatriz de XY e, em particular, perpendicular a essa reta. Portanto, para valer a su-
posigao, devemos ter OH perpendicular a AD também. Mas em geral, sabemos que AH e AO sao re-
tas isogonais, isto é, ZBAH = ZOAC (ja que ambos equivalem a 90° — B). Portanto, para OH ser
perpendicular & bissetriz sendo que H e O estdo em retas isogonais, devemos ter AH = AO. Assim,
R=A0 = AH Z2Rcos A <= cos A = 1 <= A =60° ja que o tridngulo é acutangulo. Perceba que vale

a volta em todos nossos argumentos, entao 60° é um angulo em que ocorre a hipdtese.

AH AB

: AH =2 A lei dos s ANABH: =
* Rcos A por lei dos senos no cos A sinl80° — O

=2R = AH = 2Rcos A.

Resposta: Alternativa (C).
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