Curso NOIC OC C

Homotetia

Fébio Medeiros

Esse material é composto por Teoria, Exemplos, Problemas, Dicas e Solugoes. Caso vocé ja seja
experiente na matéria, sinta-se a vontade para partir direto aos problemas.

1 Homotetia

A homotetia é uma transformacdo geométrica poderosa que, apesar de parecer intuitiva, vai
caminhar com vocé por quase todo problema de geometria a partir de agora.

Homotetia é um caso especial de semelhanca em que dilatamos uma figura por um ponto.

- C/

Denotamos por O o centro da nossa transformacéo e k € R a razdo. Para todo ponto A de
uma figura, construimos A’ como o ponto em OA com OA’ =k -OA. A’ é chamado de imagem
de A pela homotetia ou homotético de A. Da definicdo, vem um fato importante que segue do
teorema de tales:

Propriedade 1. Para dois pontos A e B com A’ e B’ sendo seus respectivos homotéticos,
temos AB || A’B’.

.oA . op L)

Prova: OA =k= OB = AB || A'B

Perceba também que k pode ser negativo. Dessa forma, adotamos distdncias orientadas (como
na geometria vetorial), em que multiplicar por um negativo inverte o sentido.
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AB
Propriedade 2. Temos Y- |k| (j& que k pode ser negativo!).
Prova: Segue da semelhanga ji vista entre AAOB ~ AA’OB’ com razio |k|.

Agora, vamos fazer o caminho inverso. Quando podemos dizer que dois tridngulos sdo ho-
motéticos, por exemplo? Sabemos que se fossem, todos os respectivos lados seriam paralelos.

Partimos disso entao!

Propriedade 3. Dois tridngulos com lados respectivos paralelos sao homotéticos.

A A’

Prova: Como AB || A’B’, existe uma homotetia A com centro O = AA’N BB’ e razdo k que
leva AB em A’B’. Ainda nao sabemos que A leva C em C’. Chame a imagem de C por A de C*
entdo. Sabemos que BC' || B'C* e que AC || A'C*. Como C’ satisfaz a mesma coisa (estd nessas
duas retas paralelas), deve ocorrer C/ = C*. Portanto, A leva C em C'. O

Nota: um estudante atento pode perceber que a demonstracdo acima nem sempre estd
correta, ja que pode ocorrer de AA’ || BB’ e entdao O néo existe (ou estaria no infinito). Vamos
estudar esse caso. Lembre que, como os lados respectivos sdo paralelos, os tridngulos ABC e
A'B'C’ sdo semelhantes (AA). Além disso, ja que AA’ | BB’ = #ABB’A’ é um paralelogramo
= AB = A’B’. Logo AABC = NA'B’'C’. Isso evidencia uma translacao. Assim, podemos
considerar o caso em que o centro de homotetia esta no infinito como uma translacao.

Exemplo: um tridngulo é homotético ao seu tridngulo medial.
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Segue do fato das bases médias serem paralelas aos lados respectivos. Note que AM }
BN, logo nao caimos no caso esquisito da propriedade 3. Perceba que assim provamos que

AM, BN, CP concorrem no centro da homotetia (razao 75) Essa é uma outra prova para a

existéncia do baricentro.

1.1 Circunferéncias

Um fato bastante simples sobre as circunferéncias é que todas sao semelhantes. Dessa forma,
podemos encontrar uma homotetia que leva uma em qualquer outra, ou seja, dois circulos sdo
sempre homotéticos. Na maioria dos casos (quando ndo tém o mesmo raio ou mesmo centro),
eles admitem duas homotetias, sendo uma direta (+) e uma inversa (—).

No caso em que sdo disjuntas, os centros de homotetia sao faceis de achar: sdo os encontros
das tangentes comuns.

No caso geral, podemos achar os centros O_ e O como na figura abaixo tracando didmetros
perpendiculares & O105. Perceba que os centros de homotetia O* devem estar em 0105 e que

0*0 R
O Ol = R—l seja a razao de semelhanga (j4 que o k da nossa homotetia é a razao entre os raios).
2 2

Através da construgio, temos AO; 01X ~ AO;1O5Y e entdo vale a razdo. De forma andloga,
O_ satisfaz as condigoes. Portanto, achamos os dois centros.

A
NNZ
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0,0, 0,0_

0204 0_0q
ocorre, chamamos os pontos de quadrupla harmonica, mas esse assunto serd mais aprofundado
na parte de geometria projetival

Um fato notério é que Oy e O_ dividem O102 na mesma razio: . Quando isso

Teorema de Monge: Considere trés circulos wi, we, ws no plano sem duas congruentes.
Para cada par de circulos, tome o encontro das tangentes externas comuns. Os trés pontos
encontrados sao colineares.

Demonstragdo: Sabemos que X estd em 0203, Y em 0103 e Z em O105. Como queremos
provar uma colinearidade com pontos nos lados de um tridngulo, menelaus serd uma boa ideia!
Perceba que §8§ = %, )}jgf — %, gg; = %, sendo que o produto resulta em 1. O

Nota: O teorema ainda é vélido quando consideramos os centros de homotetia negativa.
Mas atencgdo: nesse caso, devemos ter dois centros de homotetia negativa e um de homotetia po-
sitiva. Um bom jeito de lembrar é que o produto dos sinais deve ser positivo para o teorema valer!

Teorema da Estrela da Morte: Sejam w; e ws dois circulos tangentes internamente em
T com ws dentro de wy. Seja AB uma corda da circunferéncia externa tangente a wy em P. Se
TPNwy =M, entdo MA = MB.

T

Demonstragao: Considere a homotetia positiva A que leva wy — w;. Seu centro é T, pois
estd na reta que une os centros (j4 que wy e wy sdo tangentes) e divide o segmento na razao dos
raios. Assim, o ponto P é mapeado para M. segmento AB vai para um segmento RS tangente
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a wi em M. Portanto, ZBAM = ZAMR = ZABM = AM = BM.

(Circulo dos Nove Pontos) Sejam H e O o ortocentro e circuncentro de um tridngulo
ABC'. Os pés das alturas, os pontos médios dos lados, os pontos médios de AH, BH, C'H sdo
conciclicos. O centro desse circulo é o ponto médio de OH.

A
Hp
C/ E B/
P
He I ~
F 9 O
B D M C
Hy A’

Demonstragio: Temos muitas coisas relacionadas ao ortocentro e o circuncentro na figura.
Relacionar O com os pés das alturas parece mais dificil do que H com os pontos médios do lado,
ja que lembramos da secao do Curso Noic de Pontos Notaveis. O reflexo de H por M estd na
circunferéncia do ABC' (antipoda do A), além de que o reflexo de H por D também estd. Logo,
surge a ideia:

Tome uma homotetia com centro H e razao % As antipodas de A, B, C' vao aos pontos
médios dos lados; os reflexos de H pelos lados vao aos pés das alturas; os vértices A, B, C' vao
aos pontos médios de AH, BH, CH. Assim, esses 9 pontos estao sobre a circunferéncia imagem
de (ABC') na homotetia, sendo que o centro vai para o ponto médio de HO e o raio é %.

Homotetias com Incirculo-Exincirculo: (figura na préxima pédgina) Seja ABC um
tridngulo com incentro I e A-exincentro I4. Os contatos de BC com o incirculo e exincirculo
sdo D e X. Sejam E a antipoda de D, Y a de X, K o pé da altura relativa a A e M o ponto
médio de M K. Entao:

e A, E, X colineares: a tangente ao incirculo por E intersecta AB e AC em B’ e C'.
Como DEFE é didmetro, B'C’ || BC. Assim, hd uma homotetia de centro A que leva
NAB'C' — ANABC. Como o incirculo do ABC' é o exincirculo do A’B’C’, ele é mapeado
ao exincirculo do ABC. Portanto, E — X = A, E, X sdo colineares.

e X, I, M colineares: I é o ponto médio de DFE tanto quanto M é de AK. Como X, E, A
e X, D, K sao colineares, também sao X, I, M pela homotetia entre os dois tridngulos.

e A, D,Y colineares: prova analoga ao primeiro item considerando a tangente ao exincirculo
por Y.

e M, D,I4 colineares: XY 1 BC 1 AK = AK | XY; AD || DY (de fato, sdo colineares);
KD || DX (de fato, sdo colineares). Logo, hd uma homotetia entre AADK — Y DX com
centro D. Ela leva M em I, (pontos médios) entdao M, D, I4 séo colineares.
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Nossa base ja é forte para resolver problemas do assunto agora!

(EGMO 2016) Duas circunferéncias w; e ws, de raios iguais, se intersectam nos pontos
X, e X5. Considere uma circunferéncia w tangente externamente a w; no ponto 77 e tangente
internamente a wo no ponto 75. Prove que as retas X177 e XoT5 se intersectam em um ponto
em w.

Solugao. Note que T é centro de homotetia negativa A\; de w; — w e To da homotetia
positiva Ay de w — ws. Portanto, o centro M de homotetia negativa A de w; — wo estd em T 75
(Monge). Como w; e wy tém o mesmo raio, M é o ponto médio de O10s.

Note que X; — X5 por A, entdao deve fazer o mesmo caminho na composicao de A; com A\s.
Logo, se X1 — P por A1, entao P — X5 por Ay. Portanto, Ts, P, X5 sdo colineares tanto quanto
T1, P, X1. Assim as retas X177 e X515 concorrem em P que estd em w. O
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(TST Cone Sul 2022) Uma circunferéncia I' de centro A passa pelos vértices B e E do
pentagono regular ABCDE. A reta BC intersecta I' novamente no ponto F. O ponto G é
escolhido sobre a circunferéncia I' de modo que FFB = FG e B # . Prove que as retas AB, EF
e DG sao concorrentes.

Solugao.

G

!
E

C D

Com um bom desenho, parece que E, A, G sdo colineares. Lembrando que o d&ngulo de um
pentdgono regular vale 108°, isso é verdade ja que ZBAG = 2/BAF = 2(180° — 2/ABF) =
2(180° —2-72°) = 72°. Mas ZBAE =108° = Z/BAE + ZGAB = 180° = colineares.

Além disso, parece que ED || FG : ZGED = 108° = 180° — 72° = 180° — LZABF =
180° — LAGF.

Portanto, GF' || ED e queremos provar uma concorréncia de retas que envolve GDNEF = T.
Uma homotetia parece bem oportuna aqui! Infelizmente, ndo parece que A e B sdo homotéticos
para terminarmos a questao, mas podemos buscar um ponto em AB que satisfaga isso. Tragando
L em AB com AFE || FL, basta GL || AD que entdo temos AGFL — ADE A por homotetia com
centro T e entdo T estard em AB. Note que /BFL = 72° = /GAL = /FLB = FL = FB.

Ademais, ZLGA = /FGA — /FGL = /FBA — /FGL = /72° — (180 =£LFG) THIAC /750
(££84) = 72° — 36° = 36° = LDAE. Portanto, GL || AD. O

(OBM 2017) No tridngulo ABC, seja r4 a reta que passa pelo ponto médio de BC' e é
perpendicular & bissetriz interna do ZBAC. Defina rg e ro da mesma forma. Sejam H e I o
ortocentro e o incentro de ABC, respectivamente. Suponha que as tres retas r 4, rg, rc definam
um tridgulo. Prove que o circuncentro desse triangulo é o ponto médio de HI.

Solucao. Um primeiro passo importante em qualquer drea da matematica antes de querer
aplicar uma técnica é entender o que esta acontecendo. Deixemos o problema chamar por nossa
homotetia quando fizer sentido.

O que uma reta perpendicular a bissetriz interna te lembra? Bissetriz externa! Vamos tragé-la
na proxima pagina.
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Como os lados do nosso tridngulo XY Z sao paralelos aos do I4IgI¢c, hd uma homotetia ne-
gativa A de centro T entre esses tridngulos. Ainda mais, AM PN e AABC tém lados paralelos
e tém seus pontos nos triangulos homotéticos por A. Portanto, os proprios sao homotéticos por
A (x). Entdo sabemos quem é T': o baricentro! A razdo da homotetia entdo é —2.

Sabemos que A leva Oxyz — Or,1,51., entdo Or, 1,51, I, Oxyz sdo colineares na razao
2 : 1. Temos um ortocentro H perdido na figura e uma razao 2 : 1 envolvendo o baricentro.
A-ha! Lembrando da propriedade da reta de euler, tragamos o circuncentro O do AABC'. Como
ANABC é o nove pontos do I[4Iglc, perceba que O é ponto médio do Hr, 1,1 =1 € Or, 151,
Temos tudo encaixado entao para terminarmos o problema:

Or4151c Queremos provar que Oxy z € ponto médio de
HI. Primeiramente, note que G é o baricentro
do triangulo HIO;1,1,1., j& que estd na medi-
ana HO e a divide na razao 2 : 1. Como satis-
faz a mesma razao na ceviana Oy, 1,1.0xvz,
o ponto médio do lado HI deve ser Oxyz. [

* Obs: Dado um AXYZ e pontos P, @, R
em seus lados, o APQR é o tnico inscrito no
AXY Z com lados das respectivas inclinagoes.
Se existisse outro, seja AABC, entdo os dois
seriam homotéticos com centro X = C ¢ Y Z.

X Dessa forma, como IoIglc L XYZ e MPN
Q B tem lados paralelos & ABC), eles devem ser cor-
R respondentes.
A
Ye
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1.2 Problemas

1. Duas circunferéncias w; e we sdo tangentes externamente em A. Seja P o ponto de
encontro de suas tangentes externas comuns. Uma reta r por P encontra w; em B, C e ws em
D, E de modo que B, C, D, FE estdo nessa ordem em r. Prove que AB | AD.

2. (Ponto de Nagel) Sejam D, E, F os contatos de BC, CA, AB com os A—exincirculo,
B—exincirculo e C'—exincirculo, respectivamente. Entao, temos que AD, BE, C'F concorrem no
ponto de nagel N do tridngulo. Prove que I, G, N sdo colineares com razao 2 = CI%V onde I e G
sd0 o incentro e baricentro do tridngulo ABC.

3. (Roménia TST 2013) As circunferéncias €2 e w sdo tangentes em um ponto P (com
w contida no interior de ). Uma corda AB de Q é tangente a w em C. A reta PC encontra
novamente {2 no ponto ). As cordas QR e QS de ) sdo tangentes a w. Sejam I, X e Y os
incentros dos tridngulos APB, ARB e ASB, respectivamente. Prove que ZPXI+ /PY T = 90°.

4. (OBM 2012) Sejam I4, Ip e I¢ os exincentros do tridngulo escaleno ABC relativos a
A, BeC,e X,Y e Z os pontos médios de Iglc, Icly e 41, respectivamente. O incirculo do
tridngulo ABC toca os lados BC, C'A e AB nos pontos D, E e F. Prove que as retas DX, EY
e F'Z tém um ponto em comum pertencente a reta IO, sendo I e O o incentro e o circuncentro
do triangulo ABC.

5. (Ponto Mixtilinear) Seja 2 o circuncirculo do tridngulo ABC e seja w, a circunferéncia
tangente aos segmentos CA e AB e a circunferéncia €. Defina w, e w. de maneira analoga.
Sejam A’, B’ e C' os pontos de tangéncia de wg, wp € w. com . Prove que as retas AA’, BB’ e
CC'’ concorrem em um ponto sobre a reta OI.

6. (OBM 2014) Seja ABC um tridngulo com incentro I e incirculo w. A circunferéncia
wa € tangente externamente a w e tangente aos lados AB e AC em A; e As, respectivamente.
Seja r4 a reta A;As. Defina rp e ro de maneira andloga. As retas r4, rg e r¢ determinam um
triangulo XY Z. Prove que o incentro de XY Z, o circuncentro de XY Z e I sao colineares.

7. (USAMO 2015) O quadrildtero APBQ estd inscrito em uma circunferéncia w com
/P =/0Q =90°e AP = AQ < BP. Seja X um ponto varidvel no segmento PQ. A reta AX
intersecta novamente w no ponto S. O ponto T estd no arco AQB da circunferéncia w tal que
XT é perpendicular a AX. Seja M o ponto médio da corda ST A medida que X varia ao longo
do segmento P(), prove que M varia sobre uma circunferéncia.

8. (2006 ISL G6) As circunferéncias wy e wy, com centros O e Og, sdo tangentes exter-
namente no ponto D e sdo tangentes internamente a uma circunferéncia w nos pontos E e F,
respectivamente. A reta t é a tangente comum a w; e ws no ponto D. Seja AB o diametro de
w perpendicular a ¢, de modo que A, F e O; estejam do mesmo lado de t. Prove que as retas
AO;, BO,y, EF et sdo concorrentes.

9. (Sharygin 2025) Seja I o incentro de um tridngulo ABC. A’ é o ortocentro do tridngulo
BIC. Defina B’ ¢ C' analogamente. Sejam M, Mg, Mc os pontos médios de BC, CA e AB.
S4 é o ponto médio de AA’. Defina S e Sc analogamente. Prove que as retas M4S4, MpSg
e M¢cSe sdo concorrentes.

10. (IMO 2011) Seja ABC um tridngulo acutdngulo com circuncirculo I'. Seja ¢ uma
reta tangente a I', e sejam £, {, e . as retas obtidas refletindo ¢ nas retas BC, CA e AB,
respectivamente. Mostre que o circuncirculo do tridngulo determinado pelas retas £,, £, e £, é
tangente a I.
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1.3 Dicas

. Considere a homotetia por P que leva wi; — wy. Para onde vai o A?
. Considere a homotetia por G de razao —2.
. Pelo lema da estrela da morte QA = QB. Lembre-se que isso também vale QX, QY, QI.
. Os tridngulos DEF e XY Z sdo homotéticos.
. Aplique o Teorema de Monge.

6. XY Z é homotético ao tridngulo de contato do incirculo. Também considere o tridngulo
formado pelas tangentes comuns entre w, w, e as andlogas.

7. Deixe a figura simétrica: considere Y = AT N PQ. Foque no tridngulo AST.

8. Prove que E, B, D sao colineares. Considere também o reflexo de T' por AFE.

9. Prove que Sg, M4, Sc¢ sdo colineares. Se lembre do Exemplo OBM 2017.

10.1 Seja XY Z o tridngulo formado pelas retas. Descubra os dngulos desse tridngulo. Prove
que AX é bissetriz de LY XZ.

10.2 Suponha que o problema ¢é verdade. Entao as duas circunferéncias sdo homotéticas pelo
ponto de tangéncia. Descubra algo sobre os pontos que estdao no (ABC) e sdo homotéticos ao
XYZ.

CUR W N -

1.4 Solugaes:

Problema 1.

Note que P é o centro da homotetia posi-
tiva de w; — ws. Nessa transformacio, sa-
bemos que B - D e A — A’. Como AB ||
A'B’" = A’D, basta provar que AD 1. A’D. En-
tretanto, isso é verdade ja que AA’ é diAmetro
em wy = LADA" = 90°.

Provar que N existe ndo é nosso foco aqui
(imediato por Ceva). Sendo X o contato do
incirculo com BC' e Y sua antipoda, sabemos
que A, Y, D sao colineares. Além disso, IP é
base média do AXY D. Logo IP || AN. Agora
considere uma homotetia por G com razao —2.
Sabemos que P vai para A e I para um N’ e
que AN’ || IP. Assim, AN’ é a mesma reta que
AN. Como vale o mesmo para as outras retas e
elas concorrem em N, temos que N = N'. [
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Problema 3.
S
P
R
I Y
X
A B
w
Q
Problema 4.

Problema 5.

Vamos provar que o ponto de tangéncia de
RQ e RS com w sdo X e Y, respectivamente.
Pelo Lema da Estrela da Morte sabemos que
QA = QB e entao @ é o ponto médio do arco
AB = X € RQ eY € SQ. Além disso,
sendo X’ a intersecdo de R(Q) com w entao
JAPQ = ZQAC = APAQ ~ NACQ =
QA% = QC - QP = QX"? = QX' = QA =
QX pelo Lema Ponto Médio do Arco - Incen-
tro. Como X e X’ estao no segmento RQ e
QX =QX' = X = X’'. O mesmo vale para Y.

Agora, seja a = LPXY, f = LPYX, v =
ZXPY note que LZPXI+ /ZPYI = (LPXQ —
ZQXI) + (LPYQ — ZIYQ) = (a+7) —
180°;XQ1 F(a+B) - 180";1’@1 — 2%y +a+
v —180° + LEQY = 5 4 18O _ g0 [

Sabemos que Al4, Blg, Clc sao alturas no
tridngulo I4Iglz. Como a bissetriz interna de
/A é perpendicular & Iglo (bissetriz externa
de ZA) e a EF, sabemos que Iglc | EF. Ade-
mais, YZ || Iglc j4 que é base média. Logo,
EF | YZ. O mesmo vale para os demais la-
dos e entdao AXY Z — ADEF por homotetia
de centro T'. Ademais, T leva o circuncentro I
do DEF no circuncentro O do XY Z (ja que
o circuncirculo do ABC é o circulo dos nove
pontos do I4Iplc). Portanto, I, O, T sao co-
lineares. O

Seja T o centro de homotetia positiva do
incirculo w para o circuncirculo €2 do triangulo
ABC. Assim, como A é o centro da homote-
tia w — we; A’ de w, - Qe T de Q = w
entao A, T, A’ sao colineares de acordo com
o Teorema de Monge. Dessa forma, as retas
AA’, BB, CC’ concorrem em T que por de-
finicdo estd em OI. O

Péagina 11


http://noic.com.br/

Curso NOIC OC C

Problema 6.

Como AAl = AA2 = Al L AlAQ = Ta ||
EF ja que AI L EF também. Analogamente,
ry || FD e r. | DE. Logo, ADEF — AXYZ
por homotetia através de um ponto 7. Note
que I — Oxyz nessa homotetia, ja que I é cir-
cuncentro do DEF = T, I, Oxyz colineares.

Seja s, a tangente interna entre w e w, (eixo
radical!). Note que s, ¢é paralela & RQ e r, (to-
das perpendiculares & AT). Além disso, sendo
M = s, N AB temos MA} = MF? = M é
ponto médio de A1 F' = s, € base média de EF
er,. Portanto, sendo PQR o tridngulo formado
por Sq, Sp, S entdo PQR sdo os pontos médios
de DX, EY, FZ. Dessa forma, PQR também
é homotético ao tridngulo DEF por T.

Ademais, como I é incentro do PQR, essa homotetia leva I — Ixyz = T, I, Ixy 7 colineares.
Portanto, T, I, Ixyz, Oxyz sao colineares. O]

Problema 7.

A Perceba que a figura ndo é simétrica do jeito
que estd. Adicionando Y = AT N PQ per-
cebemos que LAST = AQ;QT = AP;FQT =
LAY X = #XSTY é ciclico = ZSYT = 90°.
Agora a figura estd simétrica e tudo fica mais
facil de trabalhar!

Focando no tridngulo AST, sabemos que X
e Y sado pés das alturas e M o ponto médio do
S lado. J4 que queremos envolvé-los, podemos
considerar o circulo dos nove pontos do AST.
Sendo H o ortocentro, sabemos que o reflexo de
H por M é a antipoda de A no circuncirculo:
nesse caso, B. Portanto, como B ¢ fixo, para
provar que M varia sobre uma circunferéncia,
basta provar que H varia sobre uma (ja que es-
sas circunferéncias apenas seriam homotéticas
por B com razdo 1).

Novamente, para provar que H varia sobre uma circunferéncia, basta provar que Ny varia
sobre uma, ja que é o ponto médio de OH com O fixo (novamente, homotetia de razao %, agora

por O). Mas isso é verdade, j& que como AQ = AP = LAQY = LATQ = AAQY ~ AATQ =

Rast 2
2

AQ? = AY - AT = Potyxy A= ANJ — R} = AN — (

Logo, ANZ = AQ? + (%)2 = const. = ANy = const. = Ny varia em um circulo de centro A. [
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Problema 8.

F Primeiramente, note que E, Oy, O e

. F, O3, O sao colineares ja que os circulos w; e

w9 sdo tangentes & w em F e F (centros e ponto

A< de tangéncia sdo sempre colineares). Como F

z S I é o centro de homotetia de w; — w = 01 — O

\ DN e D — B ja que O1D || OB (ambas perpendi-

2 X culares a t). Assim, F, D, B sdo colineares e,
A T O B analogamente F, D, A.

Defina T' como o encontro de t com AB. Seja S o reflexo de T por AE. Perceba que ST || EB
(perpendiculares a AE, AT || O1D ¢ AS || O1E). Portanto, ASAT ¢ AEO1D sédo homotéticos
por um ponto P que estd em t, AO; e ES.

Vamos provar que F estd em ES. Basta que ZFEB = ZEST j4 que EB || ST, mas isso é
verdade ja que

LEST = LETS =90° — ZTEA £ 90° — LT DA = LTAD = /BAF = /BEF

onde « se deve ao quadrilatero EAT D ser ciclico (/DT A =90° = ZDEA). Portanto, P = tNEF

estd em AO;. Analogamente, P estd em BOs. O
Problema 9.
A/
[ )
Sa
MC MB
5 / f
L4 ° ('
Sp M, °°

Seja /A =2«a, /B =23, ZC = 2. Vamos provar que Sg, M 4, S¢ sdo colineares. Para isso,
basta que Z(BC, B'M,) = Z(BC,C'M4). Note que B’M 4 é base média no tridngulo BB'C.
Logo, /BMsSp = /BCB' = ZICB' — v =(90° — ZAB'C) — v = 90° — (180° — LAIC) — v =
90° — (90 — B) — v = S — 7y que é simétrico em B e C. Logo, é o mesmo angulo para M4Sc.

Ademais, note que SpM, | B'C L AT = SpSc L Al. Portanto, temos que S4SpSc é o
mesmo tridngulo XY Z do Exemplo OBM 2017. Portanto, S4SpSc é homotético a [4Iglc

por G (baricentro do ABC). Como o tridngulo 6rtico do Ialplc é o AABC e AABC S
AMaMpMe = MaMpgMc é o triangulo értico do S4SpSc. Dessa forma, SaM 4, SgMp, Sc Mc

concorrem no ortocentro desse triangulo. O
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Problema 10.

Seja XY Z o tridngulo formado.
Primeiramente, lembre que ao re-
fletir uma reta s por uma reta r, r
serd bissetriz de s e s’. Logo, vale
a pena considerar a intersecao de
r com S.

E isso que faremos: sejam
D, E, I as intersegoes de £ com
BC, CA, AB. Dessa forma, per-
ceba que AB é bissetriz de Z/ZEFY
e AC de LFEZ. Assim, A é
exincentro do AXEF = AX ¢é
bissetriz de /Y XZ. Analoga-
mente, BY e CZ sdo bissetri-
zes no tridngulo XY Z. Além
disso, /X = /FXE = /YFE +
LZEF — 180° = 2/EFA +
2/AEF — 180° = 2(180° —
/ZFAE) — 180° = 180° — 2/ZA.
Ademais, o incentro I do AXY Z
estd em I[' j4 que ZBIC =
LYIZ =90+ 5% = 180° — ZA.

Uma boa ideia sempre que queremos provar que dois circulos w; e wy sao tangentes é achar
dois tridngulos, cada um inscrito em uma das circunferéncias, que sao homotéticos por um ponto
T. Se provarmos que T estd em alguma circunferéncia dentre wy e wo, estard em ambas ja que
a homotetia leva w; — wo. Ademais, se duas circunferéncias se intersectam em um ponto 17" que
é centro de homotetia entre ambas, entao elas sao tangentes e concluiriamos o problema.

Vamos achar um tridngulo que estd no I' = (ABC') e é homotético ao XY Z. Para isso, supo-
mos que o problema j4 esta resolvido e intersectamos T'X, TY, T'Z com I gerando P, (), R. Vamos
descobrir quem sao esses pontos para fazermos o caminho inverso e resolvermos o problema.

Pela homotetia, YZ | QR = £(YZ,¢) = Z(QR,(). Sabemos que £(YZ,¢) = LYDL =
2/BDL = BL—LC e, similarmente, Z(QR, {) = 92 = BL—LC = 9L LR Entretanto,
sabemos que

BL+LC = 2/A= BL—-LC = 2/A-2LC

L-1L

QL+ LR = 4/A =
(onde a segunda é vdlida ja que ZRPQ = ZZXY = 180° — 2/A). Logo, L2A — 2LC =
L2A—LR = LR = 2LC = LC = CR = C(CL = CR. Analogamente, AL = AP e
BL = BQ. Entao ja sabemos quem séo os pontos espertos e podemos escrever uma solugéo.
Solugao. Considere os pontos P, @, R na circunferéncia I' de modo que AP = AL, BQ =
BL, CR = CL. Perceba que QR || YZ jé que Z(YZ, {) = BL — LC = 2BLZ2LC — QLOLR _
(QR £). Analogamente, os outros lados sdo paralelos e APQR — AXYZ por homotetla
através de um ponto T'. Agora vamos provar que 1" estd em I' para concluir o problema. O
reflexo de L' de L por BC estd em {, e portanto em YZ. Ademais, /BCL' = /BCL =
/BCQ = L' € CQ. Analogamente, L' € BR. Pela volta do teorema de pascal, sabemos que
RTQCIB devem ser conciclicos j4 que RIT'NCI = Z, TQNIB =Y, QCNBR = L’ sao colineares.

Portanto, T € T' e entao os circulos sao tangentes em T O
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