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Tabela de Constantes

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)
Obliquidade da Ecliptica

Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Distancia média & Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica
Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)

Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Deslocamento de Wien (b)
Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

Massa do Préton (my,)

Carga elementar (e)

Permissividade magnética do vacuo (ug)
Ao medido em laboratorio

Raio do atomo de hidrogénio (rg)

5,98 - 10%* kg

6,38 - 10 m

9,8 m/s?

23°27

365,2422 dias solares médios
365,2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 10?2 kg
1,74 -105 m
3,84-10% m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10% m
3,83-10%0 W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 kms "
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10™ m
206 265 UA

6,67-10711 N - m? kg2
8,314 N-m-mol "MK !
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J. K !
5,67-107* W.-m2.K™*
2,90-1073 m-K

67,8 km - s~ 1-Mpc™?
3,00 - 108 m/s
1,67-10727 kg
1,60-1071 C

47 -1077 H/m

656 nm

37 pm
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Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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1. Aglomerado (10 pontos) Considere um aglomerado aberto formado por N = 7 x 1019 estrelas
de massa entre 0.5Mg e 5Mg. Sabe-se que a densidade de probabilidade de formagao de estrela
nesse aglomerado é proporcional 4 M~2. Sabendo que para estrelas da Sequéncia Principal a
relacdo massa-luminosidade ¢ do tipo LocM?3, encontre a magnitude absoluta my do aglomerado
e calcule o desvio Amy que ocorreria caso se considerasse que o aglomerado fosse formado apenas
por estrelas do tipo solar.

DADO: A idade do aglomerado é menor do que o tempo de vida de qualquer estrela nele presente.

Solugao:

Sabemos que:

assim:
7x10'° 5
f dN =k | M2dM
0 0.5
Realizando as manipulagoes algébricas necessarias, obtemos que:

k= 3,89 x 1010
Desse modo:
dLT = deNz
ou seja:
5
Ly = J kLoMdM
0..5
logo:
Ly =481 x 101 Le
Por fim:

L
mr — M@ = —275 log <LT>

©
mr = —24,38

Lt
Am = —25log <NL@>

Am = —2,09

Substituindo os valores, obtemos:

e o desvio:

ou seja:

2. Szabo e o Dado Transcendental (10 pontos) Szabo ¢ o maior fa de Dungeons & Dragons
no mundo. J4a jogou em todos os papéis possiveis, foi Dungeon Master centenas de vezes e tem
o costume de colecionar dados de variadas cores, materiais e nimero de faces. Recentemente,
ele comprou um D20 (dado em formato de icosaedro) de um camel6 em uma van preta muito
duvidosa. O dado tinha faces com simbolos estranhos que mudavam com o tempo. Quando Szabo
usou o dado em uma de suas jogatinas, ele foi teletransportado para outra dimenséo!

Ele repentinamente apareceu em um planeta de formato estranho, formado por dois cones, cada
um com sua base colada em uma das bases circulares de um cilindro entre eles. Eis uma ilustragao
planificada do planeta:
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Szabo

Szabo estd bem no vértice de um dos cones. O planeta tem uma massa M, cada um dos cones tem
altura h, o cilindro tem altura H e as bases dos cones tém raio r (bem como as faces circulares
do cilindro).

Qual é a forga sentida por Szabo, se ele tem massa m e a massa do planeta é distribuida unifor-
memente? Considere que H > h.

Solucao: E fato conhecido, segundo a Apostila Magna, que, se h4 um plano finito com
densidade de massa superficial o, podemos calcular a componente perpendicular a ele do
campo gravitacional gerado por ele em um ponto P arbitrario:

gL = Gof)

Em que Q é o angulo solido que o plano compreende do ponto de vista de P.

No nosso problema, podemos imaginar que o planeta em que Szabo esta é formado de infi-
nitos planos finitos com espessura infinitesimal dz (se necessario, leia esta frase novamente)
e densidade de massa superficial do = pdx (em que p é a densidade volumétrica de massa).
Devido a simetria do planeta ao pegarmos qualquer plano que contenha o eixo do cilindro,
fica claro que a componente do campo gravitacional paralela a cada um desses planos finitos
sera zero.

Para segmentar o nosso raciocinio, podemos calcular o campo gravitacional gerada por cada
uma das "partes"do planeta e depois somar:

i) O cone em que Szabo esta;
ii) O cilindro entre os cones;

iii) O outro cone.
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Porém, antes disso, definamos p. Sendo a massa distribuida uniformemente:

1
V = 27r2h - 3 +mr?H

~ 3M
p= 2mr2h + 3nr2H

Comecemos, entao:

i) Sabe-se que o angulo sélido de um circulo é o mesmo de uma secgdo esférica que é
compreendida pelo mesmo angulo 6. Além disso, perceba que, para qualquer corte
seccional do cone que selecionarmos, o angulo 6 serd o mesmo:

Szabo

Dai, temos que, para qualquer um dos planos finitos circulares de espessura infinitesimal
que selecionemos no primeiro cone, teremos:

h
b= e
Q; = 27(1 — cos )

h
Qi = 27T(]. — W) = cte

Portanto:

dgi1. = GpQidz

h
gilL = f GpQidz
0

h
iL] = 2rGph| 1 — ———
@i Tap ( hﬂﬁ—ﬂ)

ii) Para o cilindro, temos planos finitos circulares de espessura infinitesimal com mesma
area, porém distancias diferentes, o que resulta em um angulo 6 variavel. Selecionemos
um corte seccional qualquer:
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Szabo

h+zx
(h+ )2+ r2

Oy = %(1 h”)
(h+x)2+7r2

Com isso, podemos calcular g :

cosf =

dgiir = GpQlidx

H
giu:27erf (1—h+$ )dm
0 (h+x)2 +7r2

H
h+x
dx)
0o A/(h+x)2+1r?
Perceba que, se fizermos a substituicdo (h + x)% + r? = t2, temos imediatamente que

dt = (h+x)dx. Por causa dessa maravilhosa consequéncia, nossa integral é simplificada
consideravelmente:

giiL = 27Gp (H -

J\/(h-ﬁ-H)Q-ﬁ-TQ t >
—dt
VRTEE V2

|giiL| = 27er<H+ Vh2 412 —/(h+ H)? +7’2>

giiL = 27Gp <H -

Podemos ainda utilizar a aproximacao h + H ~ H, ja que H » h. E ainda razoavel
aproximar h << r, ja que r sera desprezado de qualquer forma se r << H. Dai:

|giiL| = 27er<H+ Vh2 + 12 — \/H? +r2)
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iii) O terceiro cone sera a parte mais dificil do problema. Veja a geometria de quando
pegamos um circulo qualquer que tem distancia h — x ao vértice do cone e raio 7':

Szabo

h+x

Por semelhanca de tridngulos, sabemos que

h—x ﬁ
r

,r/

e

Como consequécia, usando o fato de que H » h temos 6 e o Angulo sélido deste circulo:

h+H+x
cosf = -
\/(h+H+x)2+r2(1—z)
cosf ~ a
2\ 2
H2 2 1_7
\/ +r< h)
H
Qiii:277 1-—

2
2, .21 %
Ww(l )
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Com isso, podemos calcular g;jj, :

dgiiiL = GpQisidr

h
H
giiiJ_:27erf 1- 5 dx
0 x
H2 21_7
¢ (12
h 1
giiiL = 21Gp h—J- dx

0 r? (x 2
1+ —--1
Para utilizarmos a integral dada no enunciado, basta utilizarmos a substituicao u =

7 hH
% (Z — 1), que implica em du = %dx = dx = Tdu' Com isso:

H (° 1
1—— ——du
T 7%\/1—&-112

N
H?2 H

temos o campo gravitacional sentido por Szabo,

giiiL = 27Gph (

H
lgiiiL | = 2nGph <1 - In

3M

2m12h + 3rr2H’
sendo este apenas g = gj1 + giil + Giiil:

Por fim, lembrando que p =

T

)

2
T T
1+ — — —

H
+21Gph (1 - In T

Perceba que é possivel desprezar g;1 € gijiL:

lg| = 27Gp (H—l—r—\/HQ-i-rQ)

Por fim:

p =200 ()

r2H

3. Extragao de Trabalho de uma Atmosfera Estelar (10 pontos)
Parte I

Para a parte principal dessa questao, precisaremos do resultado obtido no item a seguir:

(a) (1,5 pontos) Encontre a energia potencial €2 armazenada em uma casca esférica homogénea
de massa total M, raio interno R; e raio externo R..
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Parte 11

Imagine que uma civilizagdo muito avancada esta planejando a construgao de uma estrutura ao
redor de uma estrela com objetivo de extrair energia elétrica. A estrutura tem a intengao de
isolar a atmosfera estelar do resto da estrela e do espago exterior. Além disso, planeja-se separar
a atmosfera em um compartimento contendo apenas matéria e outro contendo apenas radiagéo,
conforme a ilustragao a seguir

Parede adiabatica e mével

Parede diatérmica e movel

Parede adiabatica e imdvel

Volume da casca esférica
vermelha é fixo

Figura 1: Esquema das trés paredes construidas ao redor da estrela. Todas as paredes sao impermea-
veis. O volume na casca vermelha é fixo e igual a V', mesmo as paredes limitantes sendo moéveis. As
paredes moveis sao sempre esféricas e com centro fixo, apenas alteram o raio.

O compartimento 1 contém N particulas de um gés ideal monoatoémico totalizando uma massa
M e o compartimento 2 contém um volume fixo V' de gas de fotons. A estrela (tirando sua
atmosfera) esta contida dentro da parede mais interna de raio a. A mobilidade das duas paredes
mais externas ocorre unicamente pela variacao de seus raios. Elas estao conectadas de forma que
o volume V' no compartimento 2 é sempre constante. Suponha que todas as trés paredes possuem
massa desprezivel.

Planeja-se submeter o compartimento 1 a uma queda de sua energia interna a fim de transfor-
mar calor em trabalho til por meio de mecanismos envolvendo pistoes e fluidos auxiliares (os
mecanismos nao sao relevantes para a solugao do problema - tanto a energia quanto a entropia
dos mecanismos sao despreziveis). Entretanto, é conhecido que tal conversao nao pode ser feita
com 100% de eficiéncia pela 2° lei da termodinamica, de forma que parte desta energia interna se
transformaré em calor transferido para o compartimento 2.

Assuma que os processos sao todos quasi-estaticos. Assuma também que em cada instante a dis-
tribuicao de cada gés em seu respectivo compartimento é homogénea, com pressao e temperatura
constantes ao longo do compartimento.

(b) (1,5 pontos) Qual é a variagdo de entropia total do sistema (sistema=compartimento
1+compartimento 2) se R varia de R; a Ry, a temperatura do gas no compartimento 1
varia de T1; a 11 e do gas no compartimento 2 varia de Th; a Tof?

(¢) (4 pontos) Suponha que as temperaturas inicias de cada compartimento é Ty; e To; e o raio
inicial ¢ R;. Qual ¢ a temperatura 75 final do compartimento 2 que resultara no maior valor
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possivel de trabalho 1util extraido a partir da queda da energia interna do compartimento 1
quando este sai do estado inicial para um com temperatura 7% e raio Ry?
Dica: Use a primeira e segunda lei da termodinamica.

(d) (3 pontos) Explique sucintamente como obtemos a expressao do trabalho méaximo que pode
ser extraido neste processo. Nao é necessério escrevé-la explicitamente, visto que ela serd um
pouco grande.

Dados:

Entropia de um gas ideal monoatoémico:

S = Nso+ Nkpn , (1)

@) &)

em que Sg, Uy, Vo e Ny sao constantes, kp é a constante de Boltzmann, U energia térmica do gas,
V volume e N nimero de particulas.

Entropia de um gas de fétons:
160
S=—VT? 2
STV, 2)
em que o é a constante de Stefan-Boltzmann, ¢ velocidade da luz, V' volume e T temperatura do

gas.

Solugao:

(a) (Usarei Q2 para a energia potencial para nao confundir com a energia térmica U utilizada
nos itens a seguir). A contribuigao infinitesimal pro potencial de uma casca esférica
infinitesimal de massa dm englobando uma massa m(r) é

Gm(r)dm
T

do = - (3)

em que m(r) = 37(r® — R¥)p e entdo dm = 4wr?pdr. Integrando,

Q=—"—3 (r* = rR}) dr = ————— [2R] + 3R} — 5R} R’ (4)

(47p)2G J'R"‘ 812p?G
n 15

Usando M = %ﬂ(Rg’ — R3)p para deixar a resposta em fungao de M:

 3GM? [2R} + 3R} — 5RIR?|

0 =
0 (R -R)

(5)

variacao da entropia total é a soma das variagoes das entropias de cada comparti-
b) A i d t total d d t d d t
mento:

ASiotar = AS1 + ASs (6)

A variagdo da entropia do gas no compartimento 1 é, usando a férmula para o gas ideal
monoatdmico que estd no enunciado juntamente com U = %N ky T,

Tlf 3/2 R? _ Cl3
AS) = 817 — Si = Nkgln | [ = S
S1 =515 - 51 Bln l(TIi > R (7)

Enquanto que para o compartimento 2, usando a féormula para gés de fotons que estéa
no enunciado,

160V
DSz = S2p — 5o = —5— (T3 — Tai] - (8)

Lista 2 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025
TOTAL DE PAGINAS: 28



Pagina 11

Portanto, obtemos

AStotal = N]CB In

Thy o2 R?” —a’ 160V - 4 5
(Tu ) R} —a3 + 3c [TZf - Tm] (9)

Sendo E; a energia do gis no compartimento 1, ()2 o calor inserido no compartimento
2 e Wyt o trabalho extraido do sistema, temos pela primeira lei da termodinamica,

dEy +dQo + dWeyy = 0. (10)

Como dF; é fixado, temos que dW,,+ € maximo quando d@)2 é minimo. Pela segunda lei
da termodinadmica, a variacao da entropia total de um sistema isolado é nao-negativa:

dSior = dS1 +dSy = dS; + % = 0. (11)

2

Isto implica que
dQq = —ThrdS5y, (12)

impondo um valor minimo para d@Qs. Este valor minimo ocorre quando temos a igual-
dade acima, que equivale a igualdade na equagao , isto é, equivale a dS;,; = O.
Ou seja, concluimos que o trabalho maximo ocorrera quando o processo for reversivel.
Essencialmente o que fizemos aqui foi provar o Principio do Trabalho Maximo (veja
https://en.wikipedia.org/wiki/Principle_of _maximum_work). O valor de Thy é
determinado impondo a condi¢ao de reversibilidade:

AS,pr = 0. (13)

Pelo resultado do item anterior, isto implica que

1/3
. 3cNkp T, \*? (R} —a?
Ty = (Tésv - In <T1f> h (14)

160V
Para calcular o trabalho maximo, notemos que

Wmam = *AEl - Q27 (15)

em que a variagao da energia do gas no compartimento 1 é dado pela soma da variagao
da energia térmica com a variagao da energia potencial:

AE; = AUy + AQ,. (16)

Como a energia térmica de um gas ideal monoatémico é U = %N kpT e a variacao de
energia potencial pode ser obtida com auxilio do resultado calculado no item a), temos

3
AFE; = iNkB(Tlf — TM‘) + Ay (17)

Agora, como dQ)y = T5dSs e usando a entropia de um gés de fotons dada no enunciado
dSy = 16T"VTQ%ZTQ, temos:

Qs T T = = (Tj; = T3) =| Q2 = — (T3; = T3)) (18)

_ 160V F?f 4oV AoV
C

T2
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em que Th¢ é dado pela equacao . Com isso, basta substituirmos as expressoes
obtidas para AFE; e Q9 em para obtermos Wi,qq.

OBS.: a ideia inicial era para Af); ser calculado diretamente do resultado do item
a), mas acabei esquecendo de mencionar no item a) para incluir a presenca de uma
estrela de massa M, e raio R; preenchendo o vazio do interior (r < R;) da casca
esférica. Felizmente, no item d) ndo precisava calcular isso explicitamente. Visto que
o enunciado induziu a esse erro, pontuacao total foi atribuida a quem considerou a
energia gravitacional na conservacao de energia mesmo que a expressao utilizada seja
a incompleta oriunda do item a). Aqui, vou comentar como poderiamos aproveitar
o resultado do item a) para obter a expressao correta de A);. A energia potencial
gravitacional de um sistema gerando um campo g pode ser calculada por

-1

0O=_—
G g

2qv, (19)

em que a integral é feita no espaco inteiro. Sendo gy o campo gerado pela casca esférica
sozinha e g, o campo gerado pela estrela sozinha, temos que adicionando a estrela dentro
da casca esférica, o campo deste novo sistema sera simplesmente a soma § = go + ge.
Entao a energia sera

—1 —1 —1 1
O=— [gdVv+— | 2dV+—= | 2G0-5.dV = Qo+ Qe — — | Go-GdV. (2
SWGJQO Vi 5eG ) 9V T g | 200 9edV = ot 47rG,[g0 GedV. (20)

Note que, diferentemente do campo, a energia nao satisfaz o principio da superposigao:
hé um termo de interferéncia envolvendo gj - ge. Como a variacdo de R; nao afeta a
energia da estrela sozinha, temos que AQ, = 0. Por simetria, gy - . = goge € entao

1
AQ = AQy — RA (J gogedV> s (21)

em que o termo Ay segue diretamente do item a). E interessante notar que para
calcular o termo adicional, nao precisamos calcular a integral na regiao r < R; pois nesta
regidao go = 0 (fisicamente isso significa que a distribui¢ao (esfericamente simétrica) de
massa da estrela ndo importa, apenas a massa total).
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Grade de Corregao

Item a) (1,5 ponto):

+0,5 Usar dQ2 = —M.

+0,5 Usar m(r) = 37(r® — R3)p.

+0,5 Integrar corretamente e obter a expressao final correta (em termos de M, R; e
R.).

—0,25 Formula final correta, mas ndo esta em termos de M, R; e R,.

Item b) (1,5 ponto):

+0,5 Usar AS;o; = AS| + ASs.

+0,2 Usar U = %Nk‘BT (ou simplesmente Uoc T)).

40,3 Expressao de AS; correta.

+0,2 Expressao de ASs correta.

+0,3 Expressao final correta.

Item c) (4 pontos):

43,0 Utilizar a segunda lei da termodinamica para justificar que o trabalho méximo
ocorre quando AS;,; = 0.

—2,0 Usar a condigado de reversibilidade AS;,; = 0 mas sem justificativa detalhada ou
com justificativa incorreta.

+1,0 Férmula correta para Tboy.

Item d) (3 pontos):

+1,0 Mencionar e explicar Wy,q, = —AFE; — Q2 com base na 1° lei da termodinamica.
+1,0 Mencionar e explicar AE, = AU; + AQ;.

+1,0 Explicar como calcular Q5.

—1,5 Explicou os trés itens acima mas muito vagamente.

4. He takEs Images of Telescopes Or... floweRs? (10 pontos)

Treinando para se tornar um astrofotografo, Heitor tem registrado imagens de diversos temas, com
destaque para paisagens e fendmenos astronomicos. A seguir, sdo apresentadas duas fotografias
capturadas por ele: uma do eclipse lunar ocorrido em 14 de margo de 2025, e outra de uma
paisagem com flores e arvores. (No arquivo enviado juntamente com esta lista, essas mesmas
imagens estao disponiveis em maior resolugao e com tamanhos iguais).

A imagem & esquerda foi registrada com um telescopio kepleriano de distancia focal 127 mm,
utilizando uma ocular de 25 mm de distancia focal. Considere que o objeto captado pela lente do
celular € o mesmo que formaria a imagem vista em um CCD acoplado ao telescopio. Ja a imagem
a direita foi feita com o mesmo celular, porém sem o uso de lentes adicionais. Admita que todos
os dispositivos 6pticos envolvidos funcionam como lentes finas ideais.

(a) (4 pontos) Determine o didmetro real do Mar da Fecundidade e o didmetro da lente da
camera do celular.

(b) (2 pontos) Calcule a distancia focal da lente da cAmera do celular e a distancia entre essa
lente e o sensor da cAmera. Sabendo que sua razao focal é £/20.

(c) (4 pontos) Agora, trocou-se a ocular por uma de 15 mm, a camera do celular foi afastada
da ocular, de modo que a nova distancia entre elas corresponde ao comprimento do tubo
do telescopio e o tubo do telescopio nao foi alter. Determine a distancia focal de uma lente
equivalente ao sistema oOptico resultante, bem como a posi¢ao dessa lente equivalente em
relagao & objetiva do telescopio.
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Solugao:

(a) Como a camera do celular esta focalizada para a lua e, consequentemente, o Mar da
Fecundidade, isso quer dizer que a imagem dela formada pela lente da cimera estéa
localizada sobre o sensor da cAdmera. Portanto, pode-se relacionar o tamanho na foto
com o tamanho real, que seria a separagao fisica da Lua no telescopio, a partir da
expressao para o aumento de uma lente:

7 or, or,
A=t _
o sr  fopito

Onde 47, é o tamanho da Lua na imagem. Que igualando com a expressao para o mar
fica:

oL On

fovibo,L  fobjbo,m

o, dm

D, 1
1~ 496-10°m

Em que esse [ seria a diferenca de altura entre o ponto mais afastado e o ponto mais
proximo ao equador da lua que pertencem ao Mar da Fecundidade. Como representado
na imagem a seguir:
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Para encontrar o didmetro desse mar, também é necessario medir a distancia de cada
um desses pontos ao centro da lua, o didmetro que é perpendicular a linha que liga
o ponto mais baixo e mais alto medidos anteriormente. Desse modo, encontra-se as
alturas:

H=1,05-10m

h=1,48-10%m

Pela geometria dessa situagao temos que o didmetro do mar é:

D2 = + <\/R%—h2—\/R%—H2)2

| Dar~ 6.85-10° m|

Agora, para encontrar o didmetro da lente da cAmera do celular, primeiro deve-se notar
a existéncia de varios circulos luminosos mais presentes na parte direita da imagem com
tamanhos regulares e bem definido. Esse padrao deriva de fontes luminosas no infinito,
que se relacionam com o didmetro da lente a partir do seguinte esquema:
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Onde d é o diAmetro dos pontos luminosos e D é o didmetro da lente. A partir desse
esquema, pode-se tirar a semelhanca de tridngulos:

D d

fo 1—Fe

Para encontrar a expressao [ — f, pode-se utilizar a equagao dos pontos conjugados com
a imagem da Lua e a expressao para o aumento da camera:

P 11
focu l B c
P _1.1
focu fc l
o _1 1
Isp a fe l
1)
= fe="Z1e
SL

Substituindo esse resultado na expressao anterior:

d
DZgSL

d Dy
D=2 ZLe,
5Lde*’J

D ~ 0,07 mm

(b) Para encontrar a distancia focal da lente, deve-se utilizar a razéo focal com o didmetro

encontrado anteriormente:

for14mm

Entao, para achar a distancia entre a lente e o sensor da cAmera, pode-se utilizar a
equagao dos pontos conjugados para a lua:

RN
I fe

1
focu

l~ 1,48 mm

(¢) Entao, o novo sistema 6tico pode ser representado pelo seguinte esquema:
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fi f f3

Para encontrar a posigao da lente equivalente e sua distancia focal, podemos utilizar
dois raios luminosos, um que vem do infinito e passa por nosso sistema e outro que sai
pro infinito, pois o ponto de contato desses raios com o eixo principal é a posigao de cada
foco do nosso sistema equivalente. Portanto, aplicando a equagao dos pontos conjugados
para o raio que vem do infinito na segunda lente, sabendo que o comprimento do tubo

éd= fobj + focu,l = 152 mm:

I R
d_fobj dl focu

di = focu(d_fobj)
! d_fobj_focu

Agora, utilizando essa imagem como objeto para a terceira lente:

~ 37,5 mm

ot 1
d—dy  dea fe
fc(d_dl)
dfy] = ————- 142
P g T

Entao, realizando o mesmo processo para o raio que sai paralelo ao sistema:

1,11

dro  din  fovj
obid

dir = fovjdy,2

df2 — fob;

Como essa imagem seré utilizada como objeto para a segunda lente:

LR N
di,l di,2 focu
ocudi
dio = 7f 1
di7l - focu
focufobjdf72

dis =
2 (fobj - focu)df,Z + fobjfocu

Por fim, essa imagem sera o objeto para a ultima lente, que tera a imagem formada no

infinito:
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1
d—dip [
focufobjdf,Q

fczd_

(fobj - focu)df,2 + .fobjfocu

_ fobjfocu(d - fc)
focufobj - (d - fc)(fobj - focu)

O sinal negativo indica que o foco esta apos a primeira lente, em vez de ser antes dela.
Com a posigao de ambos os focos, podemos encontrar sua distancia focal e posigao,
pois a distancia focal sera metade da disténcia entre os focos, e a posigao sera no ponto
médio entre os focos.

dfo ~ —19,17T mm

)

dfo+2d+dj,
fo= "

’ foq ~ 143,13mm‘

_ 2d + dﬁl — df72
B 2

]xl ~ 162,30 mm\

x

Grade de Correcao

Item a) (4 ponto):

+ 0,5 Expressao para o aumento de uma lente

+ 0,5 Expressao para a altura do objeto

+ 0,5 Encontrar a expressao para o didmetro do Mar da Fecundidade

+ 1 Perceber que os pontos luminosos sdo formados por fontes do infinito

+ 0,5 Expressao que relaciona o didmetro do ponto luminoso e o didmetro da lente
+ 0,5 Expressao para o didmetro da lente

+ 0,5 Valor numérico

Item b) (2 pontos):

+ 0,5 Expressao para a distancia focal do celular

+ 0,5 Expressao para a distancia entre a lente e o sensor da camera

+ 1 Valor numérico

Item c) (4 pontos):

+ 0,5 Comprimento do tubo do telescopio

+ 0,5 Ponto focal de raio vindo do infinito pela esquerda

+ 0,5 Ponto focal de raio vindo do infinito pela direita

+ 0,5 Expressao para o foco equivalente

+ 0,5 Perceber que a posicao da lente equivalente é no ponto médio entre os pontos
focais

+ 0,5 Expressao para a posi¢ao da lente equivalente

+ 1 Valor numérico (necessério justificativa da possibilidade de se utilizar regra de 3)

5. As Estrelas do Maui (20 pontos) Maui se cansou de se transformar em varios animais usando
seu anzol depois de milénios protegendo os povos da Oceania. Repentinamente, ele decidiu se
tornar um astrénomo em Harvard University enquanto a humanidade nao precisa da sua ajuda
para nao se destruir. No momento, esta fazendo seu pos-pos-pos-doutorado, onde tem explorado
sua paixao por sistemas binarios.
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Nas ultimas décadas, Maui ficou fascinado pelo sistema edge-on HLu-Ug-CoAS-1232, fazendo
diversas medigbes para entender a dindmica e o futuro de suas estrelas: a ana branca pLO-28 e
a jovem LRSA-29, que esta na sequéncia principal, mas é estranhamente quente. HLu-Ug-CoAS-
1232 tem periodo orbital P = 25,08 anos e as estrelas tém 6rbitas de excentricidade e = 0,83.

Nesta questao, considere:

e O modelo atémico de Dalton é verdadeiro;

e LRSA-29 é praticamente feita apenas de hidrogénio;

e A velocidade angular de LRSA-29 em torno de seu eixo é muito pequena para ser considerada
de qualquer forma.

Parte A - Entendendo o Presente

(a) (3 pontos) Maui fez uma tabela com a velocidade radial de pLO-28 e LRSA-29 em alguns
momentos, além do tempo medido a partir do momento em que pLO-28 estava em seu
apoastro em anos terrestres. Veja um segmento da tabela:

Urp (m/s) | v (m/s) | t(anos)
-8.921 4.110 12,40
-10.893 4.556 12,44
-13.167 5.391 12,49
-17.200 6.103 12,52
-13.037 5.112 12,60

i M,
Encontre a razao entre as massas k = ﬁ
L

(b) (3 pontos) Determine os semieixos das orbitas das estrelas em unidades astronémicas, bem

como suas massas individuais em massas solares. Em outras palavras, determine ay, ar,, Mp,
(§ ML.

Parte B - Entendendo o Futuro

O grande objetivo da tese de doutorado de Maui é prever por quanto tempo o sistema HLu-
Ug-CoAS-1232 durara. Maui percebeu, apos alguns anos, que a massa de LSAR-29 parece estar
diminuindo, ndo apenas por conta da sua luminosidade. LSAR-29 estd ejetando massa, sendo
que 46% da massa ejetada por LSAR-29 é capturada por pLO-28. Usando instrumentagao do
Smithsonian Astrophysical Observatory, em Cambridge, Massachusetts, Maui tragou o grafico da
radiancia espectral de LSAR-29, encontrando o pico no comprimento de onda A = 14,58 nm.

(¢) (2 pontos) Maui esté considerando, como boas aproximagoes para LSAR-29:

a P
dr = R
ar T
dr = R

Prove que, entdo, a densidade da estrela é aproximadamente uniforme.
(d) (2 pontos) Encontre o raio R de LSAR-29 em raios solares.

(e) (2 pontos) Determine a minima luminosidade que LSAR-29 deve ter para que as camadas
mais externas sejam ejetadas.

(f) (3 pontos) Determine o fluxo F' na superficie de LSAR-29 e também a perda de massa por
ano M7, neste momento. Maui esta considerando algumas pequenas coisas:

o A mudanca de raio de LRSA-29 é desprezivel em um ano.

e A massa é dita ejetada apenas quando recebe energia suficiente para se locomover ao
infinito, caso ndo houvesse influéncia gravitacional de outros corpos. Apenas a camada
mais externa, por estar em contato com o quase-vacuo, recebe trabalho nao nulo
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e A camada mais externa tem refletividade nula e transmissividade 7 = 0,9999999999 igual
para todos os comprimentos de onda.
(g) (5 pontos) Considerando que T'(r) ndo varia com o tempo, diga em quanto tempo LSAR-29
serd completamente desintegrada. Em seguida, justifique o porqué do modelo de Maui ser
(ou nao ser) aceitavel.

Solugao:

(a) Perceba que a méaxima velocidade radial (em moédulo) tanto de pLO-28 e LRSA-29

ocorre quando t ~ E. Dali, fica claro que a linha de visada esta paralela aos semieixos
p
2
Para continuarmos o raciocinio neste item, seria necessario termos a velocidade do centro
de massa, que nao foi fornecida. O jeito mais sagaz de estimar uma velocidade para o
centro de massa é perceber que o intervalo de tempo da tabela é bem pequeno. Dai,
pode-se aproximar a velocidade radial como sendo total neste intervalo apenas para
fins de estimativa da velocidade do centro de massa. Veja:

menores de cada uma das érbitas. Com isso, quando t ~ =, |v,,| & |vp| € |vr 1| & |vL].

(Mp + ML)UCM = Mpvp + Myug,

M M
Vp = —7L’UL + (1 + L> VoM

MP MP
vp = —awr, +
Fazendo regressao linear, encontramos r = —0,988, o = —3,974 e 8 = 7.442. Logo,

veym = 1.496m/s. Porém, perceba que é mais preciso utilizar a ideia da disposigio

1
espacial da érbita para encontrar k ao invés de utilizar k ¥ — = 0,252. Entao, quando
@

t~ B:
2
Myvem,p = —Mpvowm,n
k= _UT',L —UcMm
Urp —VCM

(b) Vamos por partes:

i) Primeiramente, utilizemos o periodo para encontrar algo util. Lembre-se que

Mya, = Mrar:
472
P2 — 3
GOV, + ) @ )
47
e 31+ k)P
AT S A
ay, PG (1+¢)
M, 4x2(1+k)*
Analogamente:

a3 PG(1+k)
My, 4x2 (1 + %)3
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iii)

Dali, temos imediatamente que:

a

= w

~ 2.769.003 m® /kg

=

“L < 10,140 m° /k
—_— X . m
My &

Agora, lidemos com a orbita relativa do sistema HLu-Ug-CoAS-1232. Para come-
car, calculemos a o médulo da velocidade da massa reduzida em seu periastro:

R
v = 23.303m/s

Sabendo disso, este item estd perto do fim. Usando a expressao para a energia
mecanica da orbita relativa, podemos demonstrar a famosa equagdo vis-visa. Seja

M = M, + Mr:
1
v = MG (2—>
roa
02— (Mp-i-ML)G 2 _1
ap +ar 1-e
o GMy(1+7) (1+e
ap(1+ k) 1—e
ap G(l+1) (1+e
M, v2(1+k)\1—e
Analogamente:

N 1—e

- a8 (1

Com isso, fica claro que:

M
—2 —1,859-10'" kg/m
ap
M
=L _3,073-10"kg/m
ar,

Perceba, entao:

3
G My _ o

P
M, a,

Analogamente:
ai My 2
— - — =ay
Mp arp
ar, = 1,765 - 10" m
Portanto:

M, =1,334-10% kg
My = 5,423-10* kg
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Com isso, nas unidades requeridas:

a, = 4,796 UA
ar = 1,180 UA

\ M, = 0,067 Mg,

] My, = 0,273 Mg,

(¢) Em um ponto qualquer da estrela, a densidade é p = %, em que g = 1 g/mol é a massa
molar do hidrogénio e R’ = 8,31 J/(K - mol) é a constante dos gases ideais. Derivando
essa expressao em relagao a r, usando a regra do produto e a regra da cadeia:

dp  p <dP PdT)

dr ~ R \Tdr T2 dr
dp P PT
dr - R\ TR T2R

dp

£ =0

dr

(d) Primeiramente, achemos a temperatura da superficie usando a Lei de Wien:
Amazl =0
Ts = 199.000K

P
Estando LSAR-29 em equilibrio hidrostatico e usando a expressdo conhecida p = g’T’

além de r = R:

PP
a . PT TR
GM, _RTyp
P7R2 T TR
_ pGMy
k= R'T,

R=2189-10""m

R~ 31,43 RSol

(e) No caso-limite em que as camadas mais externas sdo quase ejetadas, a estrela assume
a famosa Luminosidade de Eddington, em que a forca devido a pressdo de radiagdao em
cada 4tomo se iguala a forca gravitacional sentida por ele. Seja N4 = 6,022 - 10?3 a
Constante de Avogrado, rg, my e p o raio, massa do dtomo de hidrogénio e massa
molar do hidrogénio. Considerando a absorgao total de fo6tons por parte dos atomos de
hidrogénio da camada mais externa, temos: rg = 37 pm

7TT‘12[IF - GMLmH

c R2
L . GMLTTLHC
47R2 w4 R?
4G M pc
L=——7—
NATH

L =5265-102W
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(f) De maneira simples, uma vez que a transmissividade da camada mais externa é igual
para todos os comprimentos de onda, \,,.; nao foi alterado. Com isso, para calcular o
fluxo total de forma simples:

F=oT!

F =8,.892-10"% W/m?

No caso em que R permanece constante, assim como 7', a luminosidade L de LSAR-29
também é constante. Primeiramente, calculemos L:
L = 4rR*F
L =5354-103W

Perceba que L é a luminosidade observada por Maui e a luminosidade real da estrela seria

L . . - .
Lyeq = —. Porém, 7 ~ 1 é uma 6tima aproximacao neste caso. Podemos ainda calcular

o niamero de atomos de hidrogénio ejetados em um ano n como sendo a quantidade de
energia absorvida sobre a quantidade de energia necessaria para levar um atomo de
hidrogénio ao infinito:

RCMima L(1—7)At
R
nmy  LR(1—7)
At GM
My = =" = ~1,021 - 10% ke/ano

Perceba também que é necessario considerar a perda de massa devido a famosa equagao
de Einstein:

E = M
dE o
— =M
ar o

: L
Mo = ——

c2

My = —1,879 - 10%% kg/ano

Somando, temos a perda de massa por ano:

My, = —1,890 - 10%° kg /ano

(g) Relembre que:

ar T
dr = R
T="Te ®
. T, -
Perceba, entao, que Ty, = —. Entao:
e
T = Tee' 7
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Dai, temos a luminosidade de LSAR-29 em fungdo do raio r em determinado instante:

L(r) = 4nrioT?
L(r) = 47rr20Tfe4_%

Além disso, sabendo que a densidade de massa da estrela é uniforme, podemos estimar
a o namero de atomos de hidrogénio perdidos a cada camada de espessura infinitesimal

que ¢é ejetada. Seja N = —L 5 namero inicial de atomos de hidrogénio na estrela:
mpy
dn N
drr2dr AT R3
3
dn 4mr2dr
N 4x
= ps
3
3r2dr

Além disso, utilizando o mesmo argumento de densidade uniforme e my,(r) como a
massa de LSAR-29 quando ela tem raio 7:

r
mrp, ﬁML
3r2dr
dmL = ?ML

Com a mesma condigao do item anterior para uma camada qualquer:

GmLmH
r

dn = L(r)dt(1 — 7)

dn dmpq

Perceba que mp; = myg— =
q L1 H p o
sempre.

e o sinal negativo vem do fato de que dn < 0

dmp  L(r)(1—7)r N L(r)

Cdt Gmy, c?
dmp dr | L(r)(1—7)r N L(r) R3
T dt  dmp r3 ¢z | 3r2My,
GEML
dr  AmoTle'FR® ((1—7)R L1
dt 3ML Gr2My
Ldr AroT4e*F R3 (1 —7)R3c + Gr2My,
dt 3M, Gr2Mp,.c?
f at = SGMic” JR il dr
o droT4e*R3 ), (1 —71)R3c2 + Gr2M|,
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Dali, chegamos a:

3GM3c? JR ethr? d
T

- droT2e*R3 |y (1 —7)R3¢%2 + Gr2My,

Substituindo a constante em frente a integral, que vale 8,270 - 101¥m/s, e a propria
integral, que vale 7,938 - 107Y s2/m, chegamos ao tempo:

t ~ 2.081 anos

Um tempo de apenas 1.981 anos é absurdo, visto que o Sol tem bilhdes de anos pela
frente segundo nossa previsao atual. Por isso, o modelo de Maui parece ter aproxima-
¢oes demais. Um dos principais absurdos, se nao o principal, é a pressao de radiacao
no interior da estrela ter sido desprezada ao usarmos a equagao comum de equilibrio

. s dP . .
hidrostatico | — = pg |, j& que ela é extremamente quente.

dr

6. Anas Brancas Passando dos Limites! (20 pontos) De acordo com as melhores previsoes
até o momento, ao fim de sua fase de gigante vermelha, o Sol ir4 colapsar em uma ana branca
imersa em uma nebulosa planetaria. Essas estrelas representam a ultima fronteira impedindo o
nicleo de um corpo celeste de se tornar um objeto compacto, apresentando densidades imensas
chegando a saturar os niveis de energia disponiveis para os elétrons do plasma o que da origem
a prevaléncia de um efeito denominado pressao degenerada. Nesse problema, estudaremos como
este e outros efeitos decorrem do principio de exclusao de Pauli, e sua relagao com a estabilidade
da estrela através da estimativa do limite de massa de Chandrasekhar.

Tornando o linguajar mais preciso, vamos considerar a termodindmica da estrela como um gas
ideal de elétrons livres (i.e. a energia é fungdo somente do momento). Chamamos de densidade
de estados, o nimero de configuragoes por unidade de volume disponiveis para um tnico elétron
com certo momento: p, sendo denotado por g(p). Ademais, chamamos de fator de ocupagao a
probabilidade de um elétron possuir energia: €, sendo por isso denotado por f(e¢). A densidade
(numérica) de elétrons com energia € é desse modo dada pelo produto entre a densidade de estados,
e a probabilidade de estar em cada estado: n(e) = g(p)f(e). Devido ao principio de exclusao de
Pauli, o fator de ocupagao é dado por:

1
f(e) - e—ate/ksT 1 1’

onde a > 0 é chamado de fator de degenerescéncia e é geralmente fungao da temperatura o = «(T).

(a) (2 pontos) No limite de kT « ¢ (gas degenerado), definimos a grandeza ep = « kgT
(energia de Fermi). Com isso, esboce o grafico de do fator de ocupagdo como fungdo da
energia. Seu eixo de abcissas deve conter o valor ep.

A partir de agora, vamos considerar o limite ultrarrelativistico, onde a energia do elétron é dada
por € ~ cp.

Ademais, utilize que para elétrons livres, a densidade de estados é dada por:

2
g(p) = ﬁﬁlﬂp

(b) (3 pontos) Mostre que no limite de T ~ 0, a densidade total de elétrons n, é dada por:

w5 ()
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Dica: Integre n(e), assumindo que f(€) é constante para € < ep e 0 para € > €.

(3 pontos) A pressdo de um gas ideal ultrarrelativistico pode ser obtida através de consi-
deragoes cinéticas pela formula:

Cc

o0
P=§J p n(p) dp
0

1

) ) 1+1
Mostre que esse gas de elétrons ¢é politropo, isto é, que P = K n, °

das constantes K e .

, e encontre os valores

Compare o resultado com o gés ideal, onde K = kgT e § = 0, e discuta os diferentes
comportamentos da pressao quando 7' — 0.

(3,5 pontos) Determine agora, na mesma aproximagio degenerada, mostre que a densidade
de energia dos elétrons nesse gas é dada por:

h s
e (2) e

(2,5 pontos) Com isso, vocé seria capaz de escrever as equagoes de continuidade e equilibrio
hidrostatico e resolver a equagao diferencial de Lane-Emden para determinar a equagao de
estado da estrela. Porém vamos tomar um caminho simplificado :) . Assuma que a estrela é
homogénea, e encontre sua energia potencial gravitacional: Ug (auto-energia) em funcao de
sua massa M e raio R.

(3,5 pontos) Considere que a composigdo atdmica da estrela possua ntmero médio de
nacleons por elétron igual a . ~ 2 (i.e. pe=protons+néutrons/elétrons), com sua massa
dominada por estes niicleons com massa m,, igual & massa do préton.

Desse modo, sendo U sua energia interna (térmica), podemos equacionar a energia da estrela
Uiot = U + Ug, como fungdo da massa M e do raio R. A estrela é dita em equilibrio estéatico
sua energia total € minima, nesse caso, encontre o raio da ana branca em equilibrio.

(2,5 pontos) Estrelas acima do limite de Chandrasekhar (M > M¢p,) ndo possuem um
minimo de energia, e por isso seu raio é comprimido a R — 0. Encontre a massa critica Mgy
para isso acontecer.

A titulo de curiosidade, esse valor esta apenas ~ 20% fora daquele encontrado por Chandra-
sekhar de M¢p, = 1.4Mg.

Solugao:
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Fator de ocupagao como funcao da energia

\

0.8

0.6

/()

04"

0.2
0.0 \

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Energia (er)

Figura 2: Fator de ocupagao em fungao da energia. Foi tomado kgT = 0.0lep

(a)

(b) Como observamos pelo grafico, o fator de ocupagdo se comporta como um limite da
integral, fazendo com que a partir de ep, esta seja 0 no limite T — 0. Ademais,
tomando € ~ ¢p, temos para a densidade total de elétrons:

ne= [ nan = [ awpsienip =55 [ iy = B (oY’

0 0 0 c

B 10)

(¢) De maneira similar, a pressdo pode ser calculada truncando a integral em ep:

I Sme [F/¢ 2me fep\4
p=° dp = 7€ 3.4 :7(7)
3L pn(p) dp 3h3L pdp =5 (]

Substituindo do resultado anterior: (ex/c)® = 3h3n. /87, temos:

p_ 2me (3hn 4/3_</§hc 4/3
“ 33\ sr N7 g e

Ou seja K = </§ % e = 1/3. Assim, diferente do gas ideal, o gis de Fermi exibe
pressao & temperatura nula, pois K nao vai a 0 com 7. Isso representa a pressao

degenerada do gas de elétrons.

(d) A energia pode ser calculada analogamente:

” * 3ch (3\"
u:f en(p)dpch pn(p)dp=3P=§<> nif/?’
0 0 ™

Lista 2 - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2025
TOTAL DE PAGINAS: 28



Pagina 28

(e) A auto-energia da estrela pode ser calculada somando sobre a energia potencial de cada
casca esférica, considerando em acordo com a Lei de Gauss, apenas a contribuicao da
massa interna ao campo gravitacional:

R 4r)? R (47)*G R® 3G M?
— 4 2 _ _(7 QJ 4 — v
Uc L V(r)(4mprdr) 3 Gp . rdr 5 s R

(f) Equacionando M = 4%R?’,uerrzpn67 temos que a energia total é dada por:

Utot =

4R®  3GM?  wR3ch (3)1/3( 3M )4/3_3GM2

3 5R 2 T AT R3myp e 5R

Usor = 3n° e 3 e o(M/my)*3  3GM?
tot = \ 82 R 5R

8
A esse ponto, notamos que a expressao nao possui minimo de energia, sendo resultado da
aproximagao ultrarrelativistica de ordem 0 ter resultado em uma energia inversamente
proporcional ao raio. Como fisicamente, o aumento do raio diminui a densidade, que por
sua vez diminui a energia por elétron, eventualmente essa aproximacao falha, e temos
que tomar a primeira ordem:

2.3

m2c
e=/p> + m?ct ~ cp+

2p

Isso atualiza o resultado da densidade de energia para:
Smwe [F/¢ m2ct\ 8me[1 7ep\4d  m2c* /ep\2
G HORE S
e 0 <p 2p > PrapP= s [4 c 4 c

U - 32m2e R ll (9(M/mp)>4/3 ht N m?ct (9(M/mp))2/3 B2

3h3 4 8272 R+ 4 8272 R?

3 \3 /3\*? 4 he 372\ Re
_ (2 R /3 e 24 (97 2/3 1
(871'2> (8) (M/myp) 7 + m*c ( 3 ) (M/myp) N

Assim, a energia é da forma: U = A/R + BR — C/R, e serd minimizada quando:

—A/R?*+ B+ C/R? =0, ou R = /(A — C)/B. Explicitamente:

(52)"" ()" (M /my)¥V3he - 36 0

R= 241/3
m2ct (322) 7" (M /my)?/3c/h

(g) O limite é estabelecido quando R = 0, ou equivalentemente, quando A = B, isso leva a:

3\ 2 /3\*3 . 3G M?2
9 3 /3y, SGM”~
<87r2) <8) (M /myp)* he 7

a5 (B3 he 1
- 3\ 82 8 G A3
P
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