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Série: Ensino Médio

Nome:

Instrucoes de Prova

1. Esta prova contém 8 questées. Cada questao vale 10 pontos, totalizando 80 pontos.

II. A prova é individual e sem consultas. Uma tabela de constantes com informacoes relevantes para a

Prova Teérica estd disponibilizada na proxima pagina.
ITI. O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programdveis/graficas/com acesso & internet.

IV. A prova tem duracao de 3 horas. Todos os estudantes devem realizar a prova enquanto em uma das
chamadas do Google Meet com a camera ligada. Qualquer atividade suspeita poderd levar a eliminagao
do canditado.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)
Raio (Rg)

Aceleragdo da gravidade superficial (gg)

Obliquidade da Ecliptica
Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa

Raio

Inclinacdo Orbital com relagao a Ecliptica

Albedo

Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rp)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (M)
Magnitude Aparente (mg)
Velocidade de Rotagdo na Galdxia

Distancia ao Centro Galatico

Didmetro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Wien (b)

Constante de Hubble (Hp)

Velocidade da luz no vacuo (c)

5,98 -10%* kg

6,38 - 105 m

9,8 m/s?

23°27

365, 2422 dias solares médios
365, 2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 - 1022 kg
1,74-10° m
5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 -10% kg
6,96 - 108 m
3,83-10% W
4,80 mag
—26,7 mag
220 km s~!
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 101 m
206.265 UA

6,67-10"1 N -m? . kg2
6,63-10734 J . s
1,38-10723 J- K2
5671078 W -m=2. K4
2,808 103 m- K

67,8 km- st Mpc™!
3,0-108 m/s

Terra

Lua

Sol

Distancias

e tamanhos

Constantes

Fisicas
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Curiosidades:

Rubens de Azevedo (1921-2008) foi um proeminente astrénomo brasileiro, notério pela
fundacéo da Sociedade Brasileira dos Amigos da Astronomia (SBAA) e do Observatério
Popular Flamarion. Suas realizagoes incluem a criagdo do primeiro mapa lunar bra-
sileiro e uma significativa contribuicdo para a popularizacdao da astronomia no Brasil,

influenciando a formacao de inimeras instituicdes astronémicas. Seu legado perdura

com o Planetario Rubens de Azevedo em Fortaleza-CE e a homenagem do asteroide

84342, renomeado em seu centendrio como "Asterdide Rubensdeazevedo".

Questao 1. Em um universo paralelo a forga gravitacional tem forma
F(r) = —kr"?

Onde k > 0 é uma constante de proporcionalidade e r a distdncia entre os corpos. Para esse problema, vamos

considerar dois corpos de massa m; e mo onde my > mg e m? > k.

a) (2 pontos) Considerando que os objetos orbitam em érbitas circulares ao redor do centro de massa, encontre

a razdo entre os raios a; e ag das érbitas dos corpos 1 e 2.

b) (3 pontos) Qual seria o equivalente a Terceira Lei de Kepler (relacdo entre a; + a2 e o periodo P do
sistema) para esse universo? Deixe sua resposta em funcio de k, n e mo
c) (5 pontos) Qual é a Energia Mecénica total desse sistema? Deixe sua resposta em fungéo de k, n e as

Dica: a energia potencial pode ser escrita como

Solugao:
a) A soma entre a forga gravitacional e a forga centripeta deve ser nula, portanto temos,
Er® = miwlay

Onde w é a velocidade angular do sistema, r é a distdncia entre os corpos e aj é o raio da érbita do

corpo 1.
Similarmente, para o corpo 2,
kr™ = mow?as

Dividindo as expressoes,

miay
1 = -
maa2

ai ma

a2 mi

b) Agora, somando as expressoes encontradas no item anterior,

2kr™ = w2(m1a1 + maaz)
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Porém, como vimos anteriormente, mia; = moas.

2kr™ = 2myajw?

Resolvendo para w,
kr™
w? =
miaq

Mas a distancia entre os corpos, pode ser escrita por a; + as € como my > ma, a1 + az = as

e kay %71
miay m2
Por definicao,
27
YT
Substituindo,
Am? kaj "
P2 ma
aé_" _k
P2 472m,

Note que para a gravitagdo cldssica, (n = —2, k = Gmymaz) a expressao se simplifica para a Terceira
lei de Kepler em que estamos acostumados a ver.

c) A energia total do sistema é dada por,

mv2 mv2
121+ ;2+U(r)

E:

2 2
mivy | Movj
= U

Como os corpos estdao em érbitas circulares, podemos escrever as velocidades como v; = a;w
w?
_ 2 2
E = 5 (miai + maoa3) + U(r)

Usando que mia; = maas € que as > aq é valido que mia? + moa2 ~ mya?. Agora, vamos calcular
1 2 2 )

o termo associado a energia potencial,
krntl

U(r):—/ﬁ-df:/kr”dr: o

Onde r =~ ao Assim, a expressao da energia se torna,

w? kalt!
E - = 2 2
g 202

Substituindo w,

Eo maaj (ka;ll) N kaj ™!

2 mo

n+3
E= kay™!
(2n+2> %2
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Grade de Pontuacao:
a) + 1,0 Igualar forca centrifuga a forga gravitacional.

a) + 0,5 Usar a aproximagao r = a1 + as = as.

)
)
a) + 0,5 Expressao final correta.
b) + 2,0 Expressio para w.

)

b) + 1,0 Expressao correta em termos das varidveis requisitadas.

¢) + 1,0 Formula E =), m;v? +U(r).

c) + 0,5 Simplificar (m1v? + mav3)/2 &~ moasw?/2.

c¢) + 1,5 Energia Potencial correta.
)

¢) + 2,0 Energia Mecénica total correta, em fungdo das variaveis requisitadas.

Questao 2. Dois astronomos, um localizado em Alexandria (latitude ¢ = 31,2° N) e outro em Nicésia (latitude

¢ = 35,2° N), observam a Lua no mesmo instante. Ambos estdo sobre o mesmo meridiano. Assim que a Lua

atinge seu ponto mais alto no céu, o astronomo em Alexandria mede que a Lua estd a uma distdncia zenital

de 25,8°, enquanto o de Rodes registra uma distancia zenital de 29,9°. Estime qual a declinagdo da Lua no

momento da observagio e a razdo entre a distancia da Lua e o raio da Terra. Se necessario use que sinf ~ 6 e
cosf ~ 1 para 0 < 1.

Solugao: Observe a geometria do problema.

Equador

Pela geometria do problema, obtemos que:

R sin(z+e—¢)

d sin z

Essa expressao permanece valida para os dois observadores, tomando o observador em Alexandria como
padrao, podemos aplicar as aproximagoes dadas para 2’ = z+ Az e ¢ = ¢+ A¢ onde Az, A¢p < 1. Sendo

assim:

sin(z+e—¢d+Az—A¢p) sin(z+e—¢)
- = - —
sin (z + Az) sin z

sin z(sin(z + € — ¢) cos(Az — Ap)+cos(z + € — @) sin(Az — Ag)) = sin(z + € — ¢)(sin z cos Az+cos z sin Az) 5

sin z(sin(z + € — @) + cos(z + € — ¢)(Az — A¢p)) = sin(z + € — ¢)(sin z + Az cos z) =
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sin zcos(z 4+ € — ¢)(Az — A¢) =sin(z + € — ¢p)Azcos z =

tan z (1 - i‘j) =tan(z + € — ¢).

Ol =~
2
w
J

A partir disso podemos calcular . Voltando para a primeira expressao, concluimos que

Grade de Corregao:
+2,0 Deduzir corretamente a relagdo geométrica inicial:

R _sin(z+e—¢)

d sin z

+4.,0 Aplicar as aproximagoes para Az e A¢ pequenos e desenvolver a expressdo até chegar em:

tan z (1 - if) =tan(z +¢e— ¢)

42,0 Calcular o valor da declinagao da Lua: € = 6,1°. 42,0 Utilizar a expressao inicial ou outra

relagdo para estimar a razdo d/R corretamente.

Questao 3. Um dos principais métodos que medimos, com precisao, o brilho de uma estrela é contanto o
numero de fétons que recebemos dela. Atualmente, os dispositivos responsaveis por essa tarefa, sao chamados
CCDs. Nessa questdo, vamos fazer um modelo simples para estudar os CCDs acoplados ao telescopio Perkin-
Elmer, que é o maior telescépio em solo brasileiro, possuindo 1,6 m de didmetro e localizado no Pico dos

dias.

a) (0,5 pontos) Sabendo que o Perkin-Elmer é um telescépio f/10 e estd acoplado a um CCD de 2048x2048,

”

formados por pixeis de 10 pum de lado, calcule a escala de placa do CCD (isto é, quando ” de arco sdo

compreendidos por um pixel).
b) (0,5 pontos) Qual a Magnitude limite do Perkin-Elmer?

c) (1 ponto) Agora que ji sabemos esses dois fatores, podemos comegar a modelar a contagem de f6tons
do CCD. Durante uma noite de observagoes, Paulinago deseja observar o sistema bindrio HD 131218,
mas antes disso, decide obter dados importantes sobre ele. ApoOs checar o almanaque astronémico de
seu superior, Klafk Julio, Paulinago descobriu que o sistema possui magnitude aparente m = 8,74 mag e
magnitude absoluta no visivel V' = 4,04 mag. Calcule a distdncia de nés até o sistema.

d) (2 pontos) Em um cendrio ideal, em que o CCD captasse todos os f6tons vindo do sistema e nao captasse
nenhum féton vindo de ruidos externos, qual seria a contagem 7 de fétons por segundo?

e) (5 pontos) Considerando que na noite da observagdo, o céu de fundo possuia um brilho superficial de
w = 20,77 mag/”z, que a eficiéncia dos CCDs é de 80% e que cada pixel possui um ruido aleatério que
obedece a férmula o, = 10t2e =%l contagens/s/pixel encontre a razdo sinal ruido dessa observagio apés

10 minutos.

f) (1 ponto) O modelo apresentado é um bom modelo? Por que?

Solugao

a) A escala de placa é dada por,
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b)

d)

Numericamente, obtemos, ‘p =6,25-10"" rad/pixel = 0, 13" /pixel ‘

A magnitude limite de um telescopio é dada por
my = 2,1+ 5log D[mm]

mp, = 2,1+ 5log 1600

myp = 18,1 mag‘

O médulo da distancia é definido por,
m —V =5logd[pc] — 5

Isolando d,

d= 100,2(7”,—V+5) ~ 87, 1 pC‘

Para saber a quantidade de fétons por segundo, precisamos encontrar o fluxo vindo de HD 131218.

Comparando com a magnitude do Sol e usando a férmula de Pogson,

47 (10 pc)?
m — Mg = —2,5log (W(L@pC)F)

Resolvendo para F,
__ Lo

F=—~— . 10_074(m_M®)
4m(10 pc)?

F~87-1072 W/m®

A definicao de fluxo é dado por
Fo AFE
- AAt

AF é a energia total, que pode ser calculada somando a energia de cada féton. Ou seja, AFE = %An.

Substituindo na férmula do fluxo,
_heAn _ he

“aar - A

Resolvendo para 7,

ANF D2)\
n= u F

he — 4he

Resultando em um valor numérico de

n=4,8-107 fétons/s‘

Para calcularmos o brilho do céu que vem para o telescopio, vamos nos lembrar que o angulo sélido

captado pelo telescopio tem forma 2 = fA = 2?22 = 105 St- A magnitude desse

'pedaco de céu'pode

ser calculada por Pogson,

Meey — b = —2, 510g 172

Assim,
Meew = p1 — 2,51log (£ - 206265%) = —0,54
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Agora, vamos seguir o mesmo processo do item anterior,

L® —0,4 —M
F(‘eu =——-107" (meeu o)
7 47(10 pe)?
Fceu ~ 4,6 . 1078 W/m2
Seguindo,
D2\
TNeceu = i Foew = 2,5- 1011 fétOIlS/S

4hce
Para achar a razao sinal ruido, temos que considerar os ruidos aleatérios, dados, nessa questao, por
o, = 1027901 contagens/s/pixel como a nossa grade é composta por um quadrado de lado 2048
pixeis, temos,
0q = 10t2e7 %01 . 20482 contagens/s

Ao final de 10 minutos,

04 = 1037001 . 2048 contagens

A razdo Sinal-Ruido é dada justamente pela razdo entre o nuimero total de fétons capitados e a

quantidade proveniente dos ruidos. Lembrando que o CCD possui uma eficiéncia de 80

08 Ceut a
N = 080t neen)t 00 oo
(0, 8nceut)? + 02

f) O modelo apresentado é um péssimo modelo, visto que a razao sinal ruido ficou extremamente baixa.

Telescépios como o Perkin-Elmer deveriam ter razdes sinal ruidos na ordem de 102.

Grade de Corregao:

a) + 0,5 Valor numérico correto (desconto de 50% caso esteja em outra unidade diferente da solici-
tada)

b) + 0,5 Valor numérico correto
¢) + 0,5 Férmula para a distancia
¢) + 0,5 Valor numérico correto
d) + 0,3 Expressao para o Fluxo
d) + 0,2 Valor numérico do Fluxo
d) + 1,5 Expressao para 7

d) + 0,5 Valor numérico de n

e) + 0,5 Célculo correto de

e) + 1,5 Célculo correto de M ey

e) + 0,2 Valor numérico de 7ge.

@

) 4+ 0,3 Expressao correta para o, apés 10 minutos
e) + 2,3 Expressdo correta para a razao Sinal-Ruido
e) 40,2 Valor correto para a razao Sinal- Ruido

f) + 1,0 Explicagdo correta

Questao 4. Nas encostas do vulcao Acatenango, na Guatemala, durante a OLAA 32. Um grupo internacional
de jovens astrénomos prepara uma estacdo de observacdo em altitude. O local oferece noites muito escuras e

condigoOes estaveis para observagoes de alta resolugao.

Foram instalados trés telescépios refletivos:
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e Telescopio A: 0.28m de didmetro
e Telescopio B: 0.52m de didmetro

o Telescopio Quetzal-1: 2.50m de didmetro

a) (3 pontos) Se os astrénomos apontarem o Quetzal-1 para uma estrela pontual muito distante, como
a imagem se compararia com a obtida pelo telescopio A? Qual propriedade do telescépio determina essa
diferenca de nitidez? Estime o poder de resolucéo angular do Quetzal-1 em segundos de arco, considerando
A = 550 nm.

b) (2 pontos) Comparando o telescépio A com o Quetzal-1, quantas vezes a separagdo angular minima que
o Quetzal-1 consegue distinguir é menor que a do telescépio A? O que isso significa na pratica para a
observacao de sistemas estelares préximos?

¢) (3 pontos) Durante a observagio, os jovens astrénomos percebem que alguns telescépios conseguem
detectar estrelas que ndo seriam visiveis a olho nu. Considerando que a quantidade de luz coletada aumenta
com o tamanho do espelho, explique como o didmetro do telescépio influencia a capacidade de enxergar
estrelas mais fracas. Em seguida, estime numericamente qual seria a magnitude limite para os telescépios
A, B e Quetzal-1.

d) (2 pontos) Se um filtro especial reduzir o fluxo recebido pelo Quetzal-1 a 40% do original, como a

magnitude limite do telescopio seria afetada? Indique numericamente a nova miipy,.

Solugio a) Poder de resolucao do Quetzal-1:

Foérmula:

A

br=1225

Para Quetzal-1 (D = 2,50 m):

550 x 107?

0o = 1,22
@T 2,50

= 2,684 x 1077 rad,

0 (arcsec) = 2,684 x 1077 x 206264,8 ~ 0,055

A imagem pelo Quetzal-1 serd muito mais nitida que pelo telescopio A. A diferenca de nitidez é determinada

pelo didmetro do espelho: quanto maior, menor o limite angular e maior a capacidade de separar detalhes.
(b) Comparagao de resolucao

Para A (D4 = 0,28 m):

1 -9
0, — 122% — 2.3064 x 10~ rad ~ 049"

Razao:
0a _ 0,49

6o 0,055

~ 8.,9.

O Quetzal-1 consegue distinguir detalhes 9 vezes menores que A, permitindo observar sistemas estelares

muito proximos com clareza.

(c) Deducgao e aplicagdo: magnitude limite
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Partindo de Am = —2,5log,,(F/Fy) e F o< D? (para tempos iguais),

D? D
Miim — Mo = —2,510g;, (Dz) = —5logyg (Do>
0

Isolando myiy, e reorganizando:

D
Mmum = Mo + dlog;, D—O

Aplicando (com mg = 6,0 e Dy = 0,006 m):

0,28
miim, = 6+ 5logy, (0,006)

Para o telescépio A:

ma ~ 14,35

Para o telescopio B:

0,52
Miimg = 6 + 5log;, <0 006)

mp ~ 15,69

Para o telescopio Quetzal-1:

2.5
mlimQ =6+5 loglo m

mqg ~ 19,10
(d) Efeito do filtro

Variagao de magnitude:

F
Am = —2,5log;, A
0

Am = —2,510g,,(0,4) ~ 0,99

Nova magnitude limite do Quetzal-1:

miy ~ 19,10 — 0,99 ~ 18,11

O filtro reduz a magnitude limite, tornando estrelas muito fracas mais dificeis de observar, mas Quetzal-1

ainda observa muito além dos telescopios A e B.
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Grade de Corregao:

a) +1,0 Explicar que a imagem pelo Quetzal-1 serd mais nitida que pelo telescopio A.

a) +1,0 Relacionar a diferenca de nitidez ao didmetro do espelho e a difracdo (Critério de Rayleigh).
a) +1,0 Calcular corretamente o poder de resolucao angular do Quetzal-1 em segundos de arco.

b) +1,0 Calcular corretamente quantas vezes a separacido minima de Quetzal-1 é menor que a do
telescopio A.

b) +1,0 Interpretar o significado desta diferenca para observagoes de sistemas estelares préximos.
¢) +1,5 Deduz corretamente a relacao mim, = mo + 5log,,(D/Dy).

¢) +1,5 Aplicar corretamente a férmula e estima my;, para os telescopios A, B e Quetzal-1.

d) +1,0 Calcular corretamente a variagdo de magnitude: Am = —2,5log(EF/EFp).

d) 41,0 Interpreta o efeito do filtro sobre a observacao de estrelas fracas e compara com os outros

telescopios.

Questao 5. A equipe IOAA 2025, passou pelo grande desafio de confeccionar um poster informativo sobre
marcagoes de tempo. Entretidos com relégios de Sol, os cinco alunos resolveram criar um e comparar o tempo
com seu relogio de pulso. Considerando que o entusiasta estd no centro do fuso indiano, e sua latitude é a de

Mumbai (¢ = 19°N), ajude-o a associar a diferenga entre os relégios de Sol e seu conhecimento astronémico.

a) (3 pontos) Determine a diferencia entre o tempo demarcado pelo relégio de Sol e o relgio de pulso.
Considere que se passaram n dias desde o equinécio de aries e que a translagdo da Terra pode ser considerada

como aproximadamente um MCU. Denote a excentricidade da ecliptica como e.

b) (2,5 pontos) Faca uma tabela simples com os resultados numéricos dos erros At associados a diferentes

n's na latitude do observador.

¢) (2,5 pontos) Faca um grafico simples apenas com alguns pontos (no minimo 8) relevantes do erro obtido
anteriormente no decorrer de um ano. Onde os eixos das ordenadas deve ser o erro em minutos e o das

absissas os dias do ano a partir do equinécio de aries.

d) (2 pontos) A expressio que vocé encontrou nos dois itens anteriores tem uma grande importancia na
astronomia de tempo. Este "erro"apresenta uma famosa denominagdo, como é o nome usual desse erro

associado a diferenga dentre esses dois tempos?

Solucgao

a) O tempo demarcado pelo relégio de pulso corresponde ao tempo do Sol Médio, ou seja, sem considerar
a obliquidade da orbita ou a inclinacdo da ecliptica. Ja o tempo demarcado pelo relégio de Sol,
corresponde ao tempo do Sol verdadeiro, considerando os efeitos acima. A diferenca entre esses dois

tempos, pode ser denotada pela diferenca entre as ascengoes retas.
At = H@V — H@M = O0oM — Qv

Considerando que o Sol médio possui uma velocidade angular constante, uma &rbita coplanar ao
Equador (sem inclinagdo) e que no momento do equinécio de Aries, a ascencao reta do Sol é zero,
podemos escrever:

Aom = Wen

Em relagdo ao Sol verdadeiro, precisaremos usar trigonometria esférica. Podemos denotar o tridngulo

de posicdo da intersseccao dos seguintes circulos maximos: meridiano do astro, ecliptica e equador.

- 10 -
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Com polos no Sol, no ponto de aries e na intersecdo do meridiano do astro com o Equador.

Utilizando a lei dos quatro elementos, podemos deduzir:
cotlsina = cot 90° sine + cose cos = tana = tanl cose

l=wgn
acy = tan~! (tanwgn cose)

Assim, juntando as duas equagoes, podemos escrever:

At = wen — tan™ ! (tan wen cos €)

b) Tabela de At em intervalos de 10 dias:

- 11 -
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Dia do ano n | At (min)
0 0.00
10 3.20
20 6.06
30 8.28
40 9.59
50 9.81
60 8.86
70 6.81
80 3.88
90 0.44
100 -3.20
110 -6.35
120 -8.28
130 -9.32
140 -9.15
150 -7.76
160 -5.49
170 -2.88
180 0.00
190 2.88

200 5.49
210 7.76
220 9.15
230 9.32
240 8.28
250 6.35
260 3.20
270 0.44
280 -3.88
290 -6.81
300 -8.86
310 -9.81
320 -9.59
330 -8.28
340 -6.06
350 -3.20
360 0.00

c) Exemplo de grafico com pontos vidveis:

- 12 -

ovg«w
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o

)
Erro associado (graus)
°

Dias desde o equinécio (t

d) A diferenca entre o Sol verdadeiro e o Sol médio é conhecida como Equagido do Tempo. Este
"erro"é usado para corrigir leituras de reldgios de Sol, elaborar efemérides astrondémicas e entender o

movimento aparente do Sol ao longo do ano.

Grade de Corregao:

a) +1,5 econhecer e determinar corertamente o trangulo esférico.

a) +1,5 Expressao final correta.

b) +2,0 Valores no grafico (minimo de cinco valores, para pontuar. 0,20 pontos por dado.).
b) + 0,5 Titulos e unidades.

c¢) +1,0 Construcao do grafico (0,1 pontos por ponto).

c¢) +0,5 Titulos, escala e unidades.

¢) +1,0 Formato correto do grafico.

d) +2,0 Resposta final correta

Questao 6. Observagdes em comprimento de onda de rddio da nuvem de gias que orbita um buraco negro no
centro da nossa galdxia revelam radiacdo da transi¢do spin-flip do hidrogénio (cuja frequéncia de repouso é
1420,41 MHz), detectando uma frequéncia de 1421,23 MHz. As medigoes nos dizem que essa nuvem de gés

estd localizada a uma distancia de 0,2 pc do buraco negro e orbita em um circulo:

a) (2 pontos) Determine a velocidade da nuvem.
b) (1 pontos) Ela estd se aproximando ou se afastando de n6s?
c) (4 pontos) Calcule a massa do buraco negro.

d) (3 pontos)Calcule o raio do buraco negro

Solugao:

a) Utilizando o efeito doppler:

v = ch; I —173km/s

b) Como a frequencia estd aumentando, o comprimento de onda diminui, fenémeno conhecido como

blueshift, quando os objetos estao se aproximando de nés

- 13-
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¢) Como temos uma orbita cicular, podemos usar a equagao vis-viva:

2
2 OM T g 771078

v r G

d) Utilizando a formula do raio de Schwarzschild

[2G M
Rsen = 5— = 64km
c

Grade de Corregao:

a) +1,0 Expressao para o Redshift.

a) +1,0 Valor numérico correto.

b) +1,0 Explicar o fendmeno por blueshift ou argumento analogo ao efeito doppler. Atencao:
Argumentos pelo sinal da formula do efeito doppler nao seréo aceitos.

¢) +3,0 Expressao para a massa.

¢) +1,0 Valor numérico correto.

d) 42,0 Expressao para o Raio de Schwarzschild

)
d) +1,0 Valor numérico correto.

Questao 7. (10 ponto) Maui é um personagem do filme Moana que deseja viajar da cidade de Aracaju (¢s =
10.9095°S, Ag = 37.0748°0) até a cidade de New Haven (¢4 = 41.3083°N, A4 = 72.9279°0). Diferentemente
dos carros, cuja velocidade é medida em km/h, Maui é extremamente rapido e viaja a °/s, sendo ° a quantidade

de graus na superficie terrestre que ele deve percorrer.

Sabendo que a distdncia angular entre dois pontos na superficie da Terra pode ser determinada a partir de suas
coordenadas geograficas, determine a velocidade que Maui deve manter para chegar ao seu destino em apenas

3 horas.

Solugao: Desenhando a situacdo com trigonometria esférica:

Polo
[
90° — oén
90° — ¢a
New Haven
Aracaju

Aplicando a férmula da lei dos cossenos:
cosd = cos(90° — ¢g) cos(90° — ¢4) + sin(90° — ¢pg) sin(90° — ¢p4) cos(Aa — Ag)

cosd = sin pg sin ¢4 + cos pg cos P4 cos(Ag — Ag)

Substituindo os valores do enunciado:
d~ 61.77°

- 14 -
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O tempo desejado é t =3 h = 3 - 3600 = 10800 s.

A velocidade angular requerida é

d  61.7770693° o
=" —— ~ 0. 2 . 1 -3 -
Y=g 108005 @012 1070 2

Grade de Correcao:
+3,0 Desenhar a situagio com trigonometria esférica
+4,0 Aplicar corretamente a lei dos cossenos

41,0 Encontrar o valor numérico correto de d

+1,0 Escrever w = %

+1,0 Valor numérico de w correto

Questao 8. A acregdo de massa em objetos compactos — como anas brancas, estrelas de néutrons e bura-
cos negros — constitui um dos mecanismos mais eficientes de conversao de energia gravitacional em radiacao.
Quando matéria é capturada pela intensa gravidade desses corpos, ela nao cai de forma radial diretamente
sobre a superficie (ou horizonte de eventos, no caso de buracos negros). Em vez disso, devido a conservagao do

momento angular, o material forma um disco de acrecdo em torno do objeto central.

Nesse disco, a matéria orbita em trajetorias quase keplerianas, perdendo energia e momento angular por meio
de diferentes processos fisicos. A medida que o gés espirala para drbitas internas, parte significativa da energia
potencial gravitacional é dissipada em forma de calor. Esse aquecimento eleva a temperatura do disco a niveis
extremos, produzindo radiacdo que pode variar do ultravioleta ao raio-X, dependendo da massa do objeto com-

pacto e da taxa de acrecao.

Nesta questao, estudaremos um modelo simplificado para a acrecdo de matéria, e trabalharemos com base em
uma sistema binario hipotético formado por um buraco negro de massa Mgy = 2,6 - 10% M, e por uma estrela
de massa M, = 1,4 Mg que o orbita em uma trajetéria circular de raio a. Ademais, é importante mencionar

que a estrela possui fortes ventos estelares, de modo a perder uma massa AM, a cada ano.

- 15 -



Olimpiada Brasileira Io B@

Online de Astronomia

L

disco de acrecao

buraco negro v
estrela

Parte I: Perda de Massa por Vento Estelar (4 pontos)

Durante o perfodo de um ano, pode-se observar que raio orbital da estrela aumentou em Aa = 2 - 104 UA.
Isso é consequéncia da conservacao de momento angular, em que, para "remediar'o efeito da perda de massa
por parte da estrela, o semi-eixo maior deve aumentar, de modo a manter a quantidade de movimento angular

constante.

a) (3 pontos) Demonstre que o produto entre o quadrado da massa da estrela (M) e o raio de sua érbita
(a) é uma constante:
M? - a = constante

Lembre-se que Mgy >> M, e considere que, por simplificagdo, a massa do buraco negro seja constante.

b) (1 pontos) Com base no resultado do item acima, calcule a perda anual de massa da estrela (em Mg /ano).

Parte II: Modelando a Acrecdo de Massa (6 pontos)

Agora, partiremos para o objetivo da questdao. Em consonancia com o que foi dito anteriormente, a energia
perdida por parte da massa acretada pelo buraco negro ¢ dissipada em forma de energia luminosa, dando origem

a luminosidade do disco de acregao.

¢) (2 pontos) Considere uma massa m em uma 6rbita circular de raio r em torno do buraco negro. Demonstre
que, para uma diminuicdo Ar no raio da Orbita, haverd uma variacdo AFE na energia mecanica da massa

conforme a expressao:

GMBNTTL
272

Dica: Utilize que, para Az << z, é valida a aproximacao:

A
(x + Azx)" = 2" <1+ & x>

AE = Ar

T
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Dividindo a equagao acima por um intervalo de tempo At, teremos a energia dissipada por unidade de tempo,

a qual estard em funcao de %. Integrando essa equagao, isto é, somando as contribuigoes de todas as partes

do disco de acrecao para a luminosidade do mesmo, obtemos a seguinte expressao:

GMBN< 1 1 )AM*
Lpa =

2 Rpny Rpa) At

Para o sistema estudado, foi constatado que a luminosidade do disco de acrecdo vale L = 6,8 - 103° W

d) (3 pontos) Com base na equagdo supracitada, calcule o raio do disco de acre¢do (em km).

e) (1 pontos) Analisando o espectro de emissdo do disco de acregdo, observa-se um pico em Apico = 0,68 nm.
Com base nisso, calcule a temperatura do disco (em K).

Solugao:

a) Considerando uma 6rbita circular kepleriana, e sabendo que Mgy >> M,, podemos escrever o

momento angular da estrela da seguinte forma:

M
L. = Moav — L. = M,ay) SMeN
a
L* = M* GMBN(I
Manipulando a expressao:
L? = M2GMpgya
L2
—— M2 . = x
» GMpnN

Como o momento angular é constante, podemos concluir que:

M? - a = constante

b) Como o item produto mencionado no item (a) é constante, podemos escrever que:
M? - a= (M, — AM,)*(a + Aa)

Isolando AM,:

a
AM, =M, 1-
* * ( a+ Aa)
AM, =~ 5,6-10"* My (massa perdida em 1 ano)
AM,
o~ 5,6 -107* My /ano

c) Para uma 6rbita circular, temos que a energia mecénica em funcao do raio orbital é dada por:

GMBNm
2r

FE =

Imaginando que haja uma pequena variacgio AFE na energia, haverd também uma variagdo Ar no raio

orbital:
GMBNm

E+AE = 22BN
+ 2(r + Ar)
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Utilizando a aproximacao fornecida:

o GMBNm o GMBNm -1
E+AE = AT 5 (AT

_GMpym (1_A’“>

2r r

Desenvolvendo a expressao:

M M
E+ AE ~ - GMewtt | GMpym
2r 2r2
AE ~ G‘MﬂAT
2r2
d) Calculando o raio do buraco negro:

2GMpn

Rpn = —a

RN ~ 7,7-10% km

Isolando Rp4 na expressao da luminosidade:

oo (L 2Lpa AT
PAT \Rpy GMpy AM,

Calculando:

|Rpa~52-10"km|

e) Aplicando a Lei de Wien:

Tpa =
)\pico

Tpa~4,3-10°K

Grade de Corregao:

a) +1,0 Expressao para o momento angular da estrela.

a)+1,0 Expressao para a velocidade orbital da estrela em fungdo do raio de sua drbita.

a) +1,0 Indicar que o momento angular da estrela se conserva.

b) +0,5 Expressdo para AM, em fun¢io de Aa.

b) +0,5 Valor numérico correto.

¢)+1,0 Expressdo para a energia mecinica de uma 6rbita circular kepleriana.

c¢) +1,0 Utilizar corretamente a aproximacao binomial indicada para encontrar a expressao requisi-

tada.

d) +1,0 Utilizar a expressdo do raio de Schwarschild para cdlculo de Rpy.

d) +1,0 Isolar Rpa na expressao fornecida.

d) +1,0 Valor numérico final correto: Rpa ~ 5,2 - 10* km.

e) 40,5 Usar Lei de Wien para cédlculo da temperatura.
)

e) +0,5 Valor numérico final correto: Tpa ~ 4,3 - 10 K.
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