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Prefacio

A Apostila Magna é o resultado de um esfor¢o conjunto do Ntcleo Olimpico de Incentivo ao Co-
nhecimento (NOIC), uma equipe de talentosos individuos, muitos deles medalhistas olimpicos
internacionais das Olimpiadas de Astronomia e Astrofisica (IOAA) e da Olimpiada Interna-
cional de Fisica (IPhO). O NOIC, com suas proprias experiéncias e conquistas, trouxe uma

expertise valiosa para a elaboracao deste livro.

O NOIC compreende profundamente os desafios que os estudantes enfrentam e os caminhos
para o sucesso nas areas de astronomia e astrofisica. Suas perspectivas tinicas e experiéncias
pessoais enriqueceram a Apostila Magna com abordagens eficazes, estratégias de resolucao de

problemas e um entendimento sélido das complexidades dessas competicoes.

Portanto, esta apostila nao apenas incorpora conhecimento teérico e pratico em astronomia
e astrofisica, mas também reflete a paixao e o compromisso do NOIC em compartilhar seu
conhecimento e experiéncia para ajudar a préoxima geracao de estudantes a alcangar o sucesso
nas olimpiadas cientificas. Esperamos que a Apostila Magna seja uma ferramenta valiosa na
preparacao de estudantes e uma fonte de inspiracao para aqueles que buscam se destacar nesse

campo desafiador.

Ao longo da apostila, sera presente diversos problemas, sendo eles separados por trés niveis de
dificuldade: [Facil

de individuo para individuo.

Médio ‘ e ’ Dificil ‘ Ressaltamos que dificuldade é relativa, podendo variar

Y
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)
Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)

Obliquidade da Ecliptica
Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa
Raio

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica

Albedo
Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (M)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (M)
Magnitude Aparente (mg)
Velocidade de Rotagao na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Wien (b)

Constante de Hubble (Hy)
Velocidade da luz no vécuo (c)

5,98 - 10%* kg

6,38 -10% m

9,8 m/s?

23°27'

365, 2422 dias solares médios
365, 2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%? kg
1,74-105 m

5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10 m
3,83-10% W
4,80 mag
—26,7 mag
220 km s~ !
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10 m
206.265 UA

6,67-10"" N -m? - kg2
6,63-10734 J - s
1,38-1072 J.- K1
5,67-108 W .-m=2. K4
2,808 -103 m - K

67,8 km st Mpc!
3,0-10% m/s

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas



Capitulo 3
Movimento Harmoénico Simples

Encontre uma expressao para a amplitude A e a fase ¢ de um MHS em fungao da
posicao inicial zg do objeto, de sua velocidade inicial vg, e da frequéncia w de oscilagao.
Solugao: A solugao geral de um MHS tem forma,
z(t) = Acos(wt + ¢)
Assim, v(t) = dz(t)/dt = —wAsin(wt + ¢)
Substituindo as condigoes iniciais,
xo = Acos ¢
vg = —wAsin ¢

Dividindo ambas as expressoes,

20 —wtang¢ — ¢ = tan " (—ﬂ)
x0 W
Utilizando,
ban ¢ sing /1 —cos?¢ 1 i
an — = — —
cos ¢ cos ¢ cos? ¢
1
oS =4[ ———=—
1+ tan“ ¢



A
g =
1+ (vo/wxp)?
Isolando,
2
v
A=uxp4/1+ 20 5
w2z

! Considere um planeta em forma de um disco fluido de espessura pequena e
densidade de massa p, como na figura a seguir. Uma massa m ¢é posta dentro do
planeta e oscila sem nenhuma resisténcia por parte do fluido. Encontre o periodo de

oscilagao.

e
S

Figura 3.1: Caption

Solugao: Utilizando a Lei de Gauss,

7{ g - dS = —47G M

Aqui, a superficie que integraremos serao as "pillboxes"de Gauss
) )



CAPITULO 3. MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES

>y

Gaussian surface A
(pillbox) E

Infinite planar charge j

Figura 3.2: Exemplo do eletromagnetismo (anélogo & gravitagao)
Pela Lei de Gauss,

g-2A = 4nG(pAz)

Resolvendo para g,

g =2nGpz
Mas note que g equivale a aceleracao em —z, ou seja g = —Z2
A E.D.O. se torna,

7= -21Gpz

Isso é a equacdo de um M.H.S que tem w? = 27Gp, portantno,

72"

w
7=,/
Gp




! Considere que um tinel é escavado através da Terra, como mostra a figura a

seguir (fora de escala).

Figura 3.3: Caption

Uma massa m é solta a partir do repouso da superficie terrestre. Mostre que ela executa
em um MHS e obtenha a equacao horaria de seu movimento. Considere que o tinel
possui comprimento [ e que ele nao afeta de forma significativa o formato e a massa da
Terra.

Solugao: Seja o centro da Terra o ponto O, o ponto () divide o tinel exatamente na
metade e o ponto P representa a posicdo da massa, cujo, vamos denotar QP = z. A
distancia entre O e P, OP = r e a distancia OQ = y. Analizando o caso limite, em
que P esta na "borda'"do tinel, temos r = Rg e conseguentemente, pelo teorema de

pitagoras,

y=1/R% — (1/2)?

Como a distancia em y é fixa, podemos escrever r em funcao de um x arbitrario.

r’ =y? + 2% = R2 — (1/2)* + =?
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Em uma distancia r do centro do planeta, a gravidade tem valor,

3
féwﬁz—mamm:—mamgg
R@

Resolvendo a integral,

7“3
g-4mr? = 4rGM —5-
REB
GM,
9=
5]

A forca resultante sera somente na linha QP, entdo, considernado o triangulo AOQP,
se definirmos # = QOP temos g, = gsinf = =]

A equacgao do MHS se torna entao,

Rl RS
VS
EAE
(&)
1
N———
|
=

Que tem solugao geral

x(t) = Acos < G}i\g@t I ¢>

@
Note que quando ¢ = 0, a massa se encontra na "borda"do tanel (z = [/2), portanto
Acos¢ = 1/2. Por simetria, quando estiver em 1/4 do periodo, ela estara no meio do
tunel, isto é x = 0. Ou seja, A cos(m/2 + ¢) = 0, o que sugere ¢ = 0 e consequentemente

A =1/2, assim, a equacao do MHS ¢ dado por,

z(t) = écos ( %t)
@

(Vinhedo 2023) Com o objetivo de estudar mais a fundo a fotosfera do Sol, um
certo grupo de cientistas decide construir uma vela solar que ficaria estacionéria, no

espaco, a 6,30 milhdes de quilometros acima da superficie da estrela. Como essa vela



ficara submetida a uma temperatura de 4430 K em sua posicao final, ela é feita de um
material com ponto de fusdo, coeficiente de dilatacdo superficial 5 =9,00- 106K ! e
superficie perfeitamente refletora. Além disso, ela ficara sempre voltada para a estrela,
de forma que a luz chegue perpendicularmente a sua superficie. Por fim, a maior parte
da massa da vela esta concentrada em um computador de 8 kg em seu centro. Para os
calculos abaixo, desconsidere o arrasto e a atragao gravitacional dos planetas.
a) Ajude esses cientistas e calcule com qual area essa vela precisa ser fabricada, consi-
derando que a confecgao sera feita em um laboratorio na Terra, a uma temperatura de
15°C. Devido a um erro em sua construcao, a vela foi fabricada com aproximadamente
95% da area calculada no item anterior.
b) Suponha que a vela parta do repouso na posi¢ao em que fora inicialmente projetada
para se manter em equilibrio. Considerando, a priori, que a temperatura nao varia em
funcao da distancia a estrela, estime quanto tempo demoraria para que a vela chegue
a fotosfera.
Na verdade, uma anélise mais detalhada deve considerar que a temperatura, de fato,
varia.
em funcao da distancia a estrela. Podemos considerar que, dentro de uma faixa, essa
relacao segue a funcao:

T =T — q?(r —rg)

Em que 77, q e rg sao constantes, e r é a distancia até o centro da estrela.

¢) Sabe-se que o movimento, nessa faixa, ¢ um MHS entorno da distancia de 6,82 - 10°
m até o centro da estrela. Também é sabido que o ponto no qual a vela fora inicialmente
projetada para repousar pertence a essa faixa. Visto isso, calcule 77, q e rg.

d) Qual é o periodo desse MHS?

Solugao: Solugao oficial aqui (questao 8).

(IOAA 2023) Considere um disco plano de massa M de raio interno r e raio
externo R.

a) Uma massa puntual m esté localizada no eixo de simetria do disco a uma distancia
x do plano do disco (assumiremos que a massa m permanece no eixo de simetria e esta
livre para se mover na diregao vertical). Qual é a for¢a gravitacional exercida sobre a

massa puntual?
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Figura 3.4: Caption

b) Qual sera a frequéncia de pequenas oscilagoes do sistema

Solucgao:
a) Considere um elemento de massa dm no disco. Temos,

B Gmdm

dF — _Zmem
r2 4 22

Porém, apoés integrar a forca, devido a simetria, a resultante serda apenas na

diregao x (entrando no disco), desse modo,

X
dF, = dF sin = ———dF
v V12 4+ g2

Note que também podemos escrever dm em funcao da &area superficial o =

% da maneira dm = ocdA = 2wordr. Assim,

2roxGmr

Agora podemos integrar para conseguir a forga total. Ja deixando de fora os

termos constantes da integral,

R
-
F,=2 G —d
T mTox m/r (r2+m2)3/2 r



Trabalhando apenas na integral, vamos simplificar um pouco,

r dr
| - | e

Fazendo a substituicdo u = x/r — du = —x/r?dr — dr = —r?du/x temos,

dr 1 du
/ﬂu+@mww__5/ﬁiﬁﬁi

Resolvendo a integral elementar da direita,

_1/ du L U
v ) (14+u2)3?2 /1t u?

Substituindo u = z/r

Assim,

1

F, = 21m02Gm ———
ry/1+ (x/r)?

T

1 1
F, = 2noxGm -
‘ (R\ [T+ (z/R)?> 71+ (x/r>2>
Substituindo o = ﬁ
o 2GMm 1 1
TR \Vrr2 vRi2)"

Para pequenas oscilacdes © < 7, R temos que r> + 2> ~ 2 e R?> + 22 ~ R

Simplificando a expressao de Fj,

B 2GMm (1 1) B 2GMm R_Tx 2GMmzx
~ (R+r)(R-7) Rr (R+7)Rr

poosoam it 2
YU R2_r2\r R

Que é um MHS com frequencia,

13
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__ [2Gu
N Rr(R+r)
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