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Prefacio

A Apostila Magna é o resultado de um esfor¢o conjunto do Ntcleo Olimpico de Incentivo ao Co-
nhecimento (NOIC), uma equipe de talentosos individuos, muitos deles medalhistas olimpicos
internacionais das Olimpiadas de Astronomia e Astrofisica (IOAA) e da Olimpiada Interna-
cional de Fisica (IPhO). O NOIC, com suas proprias experiéncias e conquistas, trouxe uma

expertise valiosa para a elaboracao deste livro.

O NOIC compreende profundamente os desafios que os estudantes enfrentam e os caminhos
para o sucesso nas areas de astronomia e astrofisica. Suas perspectivas tinicas e experiéncias
pessoais enriqueceram a Apostila Magna com abordagens eficazes, estratégias de resolucao de

problemas e um entendimento sélido das complexidades dessas competicoes.

Portanto, esta apostila nao apenas incorpora conhecimento teérico e pratico em astronomia
e astrofisica, mas também reflete a paixao e o compromisso do NOIC em compartilhar seu
conhecimento e experiéncia para ajudar a préoxima geracao de estudantes a alcangar o sucesso
nas olimpiadas cientificas. Esperamos que a Apostila Magna seja uma ferramenta valiosa na
preparacao de estudantes e uma fonte de inspiracao para aqueles que buscam se destacar nesse

campo desafiador.

Ao longo da apostila, sera presente diversos problemas, sendo eles separados por trés niveis de
dificuldade: [Facil

de individuo para individuo.

Médio ‘ e ’ Dificil ‘ Ressaltamos que dificuldade é relativa, podendo variar

Y




Créditos e Contato

Autores

Felipe Maia
Franklin Costa

Revisao

Felipe Maia
Franklin Costa
Luis Fernando

Giovanna Queiroz

Capa

Formatacao da capa: Mariana Tana

Contato

Whatsapp Q
Instagram l@'

Site OOC

https://chat.whatsapp.com /CBNz8kHtHjoDbdvwleQ94J

@projetonoic

https://noic.com.br/astronomia/


https://chat.whatsapp.com/CBNz8kHtHjoDbdvwIeQ94J
https://chat.whatsapp.com/CBNz8kHtHjoDbdvwIeQ94J
https://www.instagram.com/projetonoic/
https://www.instagram.com/projetonoic/
https://noic.com.br/
https://noic.com.br/astronomia/

Tabela de Constantes

Massa (Mg)
Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)

Obliquidade da Ecliptica
Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa
Raio

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica

Albedo
Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (M)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (M)
Magnitude Aparente (mg)
Velocidade de Rotagao na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Wien (b)

Constante de Hubble (Hy)
Velocidade da luz no vécuo (c)

5,98 - 10%* kg

6,38 -10% m

9,8 m/s?

23°27'

365, 2422 dias solares médios
365, 2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%? kg
1,74-105 m

5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10 m
3,83-10% W
4,80 mag
—26,7 mag
220 km s~ !
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10 m
206.265 UA

6,67-10"" N -m? - kg2
6,63-10734 J - s
1,38-1072 J.- K1
5,67-108 W .-m=2. K4
2,808 -103 m - K

67,8 km st Mpc!
3,0-10% m/s

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas



Capitulo 2

Mecanica Celeste

Encontre a energia potencial gravitacional de uma estrela de massa M e raio R,
com densidade uniforme.

Solucgao:

Imagine uma porgao dm da massa da estrela localizada a uma distancia r do centro da

estrela. A energia potencial entre esses dois é dada por:

GM (r)dm

r

dU = —

Em fungao da densidade: M (r) = %m"?’p . dm = pdmr?dr. Substituindo na formula:

G(4mp)?ridr

dU = —
3

Performando a integral:

2 2 55 2

(200 More PPP - Adaptado) Um planeta longo e cilindrico chamado Wattson
possui um satélite orbitando-o. A densidade média p do planeta é igual & da Terra,

assim como seu raio R. Assim, calcule:

a) Uma expressao que relaciona o periodo P com a distancia do satélite ao centro
do planeta. A velocidade de escape de um corpo é definida por aquela que,

caso seja alcangada, faz com que este corpo fique no infinito com uma velocidade



nula. Desta forma ele nunca volta para sua orbita inicial. Sabendo disso analise,

possivelmente dando o valor, tais grandezas:
b) A velocidade de escape para um corpo na superficie da Terra.

c¢) A velocidade de escape para um corpo na superficie de Wattson.

Figura 2.1: Tlustracao do planeta Wattson e seu satélite.

Solucgao:
a) Seja r a distancia do corpo ao planeta. Utilizando uma superficie Gaussiana em

formato de cilindro com raio r e largura L, igual a do planeta, temos:

f g dS = —47GMins

onrLg = —4wrGprR2L

Resolvendo para g:
2rGpR?
r

g =
Para encontrar o periodo, vamos relacionar o valor de g com a aceleragao centripeta.

9 2nGpR? _ 472

lg| = wr — 7"

Isolando P:
9 2712 p_ T 2_7r
~ GpR?"|" R\ Gp

b) Para calcular a velocidade de escape de um corpo, temos que este chegaré ao infinito
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com velocidade v = 0. Em outras palavras, a sua energia mecanica é 0. Para um corpo

na superficie da Terra com certa velocidade, temos:

E=K+U

Na condigao de escape:

2 R
Isolando v:
2G M, 87
Vesc = \/ R S = ?GpRQ

c¢) Primeiramente, precisamos achar U para um corpo na superficie de Wattson. Por
definicao:

U:—/Fdr:—/mgdr:27TGmpR2 %
Precisamos pensar nos limites de integragao. Ao se tratar de potenciais (tanto elétricos
como gravitacionais), é comum colocar como ponto de referéncia o infinito. O que
também é razoavel ao se trabalhar com velocidades de escape. Ao fazer isso, teriamos:

R
dr
— = -0

U= —27TGme2/

oo

Ou seja, a rigor, a Energia potencial gravitacional em um corpo cilindrico é —oo. Ou

seja, ‘néo é possivel escapar ‘

(Vinhedo 2022) Considere que o disco de uma galéxia tenha uma espessura igual
a 2H, que é muito menor que o raio do disco. Sendo h o médulo da altura de um ponto
em relagao ao plano central do disco galactico, considere que a distribuicao de massa

do disco em qualquer instante é tal que a densidade p(h) nesse ponto com h < H é

o(R) = oo (1 _ %)

Inicialmente, grandes nuvens de gés hidrogénio estao em uma altura hg = 2,0 kpc.

dada por:

Em certo momento elas se colidem, dissipando energia, e comecam a cair em direcao ao

plano central galactico unicamente pela influéncia gravitacional do disco. Considerando



que a temperatura inicial do gés é desprezivel, encontre a temperatura 7'(hg) do gas
quando ele chegar no plano central galactico em fungao de hg, pg, H e da massa my
das particulas do gés, além de constantes fisicas. Apos isso, substitua o valor de hg e
encontre o valor numérico de 7. Dados: py = 0,5 M@/pc37 H = 2,5kpc e a massa do
atomo de hidrogénio é my = 1,67 x 10727 kg.

Solucgao:

Primeiramente, vamos encontrar uma expressao para o valor da aceleragao gravitacional

em funcao de h. Utilizando uma superficie gaussiana cilindrica:

%g-dS = —47GM

A nossa superficie, deve englobar o disco e uma altura +h. Como a densidade varia

h h
M:/_hp(h)dV:Zpg/O (1—%>dv

Seja S a area da base do cilindro, entao dV = Sdh. Substituindo:

h h h
M =2 1— 2 ) dh=2p08h [ 1 - =
ms [ (1) =2t (1~ )

Voltando para a Lei de Gauss:
7{ g-S=-295

O sinal negativo vem devido aos vetores apontarem em direcao oposta. O fator 2 vem,

com h, temos:

pois a superficie gaussiana possui uma area de "tampa'"em cima e em baixo. Sendo

assim:

h

h
g = 4nGpoh (1 — ﬁ)

Assumindo que a nuvem possui N particulas de gas, temos que a forga que a gravidade

aplica na nuvem é dada pela forma de:
F=mg

O nosso interesse é descobrir o tanto de energia que o Gas ira adquirir durante a sua
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queda. Por defini¢ao:

ho ho h2
U(0) — U(ho) = / Fdh = 47Gpym / <h _ —) dh
0 0 2H

U(ho) — U(0) = 47G iy _ g — onGogmb2 (1 22

Por conservacao energia:
U(ho) + K(ho) = U(0) + K(0)
Para K (hg) temos que a energia é desprezivel, entdao K (hg) = 0.
K(0) = U(ho) = U(0)

Para um gas ideal monoatémico, temos:

3

ho

Isolando T

T 47eromh(2) | o
3Nkp

Note que para cada proton haverda um elétron (4tomo de hidrogénio), logo N =

m — 2m
(mpt+me)/2 — mp’

T_ 27TGp0mph(2) 1 E
3kp 3H

Substituindo numericamente: |7 ~ 1,6 - 10°K

Vejamos como aplicar a ideia 1.

a) Considere um planeta na forma de prisma triangular equilatero reto com aresta
da base medindo a. Sabendo que sua densidade de massa volumétrica é p e que
sua altura [ é muito maior que a, encontre o valor da aceleragao gravitacional em

uma de suas arestas laterais.

b) Considere o mesmo planeta do item anterior, mas com sua massa redistribuida



entre suas trés faces laterais, de forma que elas possuam densidades de massa
superficial o1, o9 e 03. Encontre o valor da aceleracao gravitacional no eixo do

planeta.

Solugao: a) Note que pela simetria, para um observador em uma das arestas, o angulo

solido compreendido pelo planeta serd de 2 = %ﬂ = %” Uma vez que para "acabar de

cercéa-lo"seriam precisos outros 5 planetas desse tipo (i.e.: cada um deles ocupa 1/6 do

angulo solido total). Com isso em mente, podemos aplicar a formula:
g = Go)

Como o planeta é macigo, vamos imagina-lo como sendo vérios planos, um em cima do

outro. A densidade superficial de cada um, seria tal que:
o = ph = paV/3/2

Portanto:

V3 2T ™3
—3 Gra

9= Grag=19=

b) Agora, para um observador no centro, o dngulo solido total é dividido entre 3 faces

simétricas, logo, cada uma das faces possui um angulo sélido de

0=_—
3

Portanto, o modulo da forga que cada um deles ird produzir é de:

47
gi = ?Gai

Sejam a, b e ¢ as faces que possuem respectivamente, o1, 09, 03. Sendo assim o esquema

é:

11
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Figura 2.2: Representacao dos Vetores Forca.

Vamos definir um eixo x paralelo a face a e y ortogonal ao mesmo. Pelo principio da

super posicao:
4 N . .
gr = Z gi = ?G [(0c — 0p) 08 30)T + (04 — (03 + 0¢) sin 30)y]

Para acharmos o modulo total da aceleragao, temos que |g| = 1/ (9%)2 + (g4)? com um

pouco de algebra, chegamos em:

Am 2 2 2
lg| = 3Vt + 05 + 05 — 0102 — 0103 — 0203

Prove (para oOrbitas circulares) que quando m nao é desprezivel, a 3® Lei de

Kepler pode ser reescrita como

T2 472

(a1 +a2)?  G(M +m)

Onde a; e ag sao, respectivamente, as distancias de M e m ao CM do sistema.

Solugao: Olhe o seguinte esquema:



a1 a»

13

M %
CM

Figura 2.3: Esquema da orbita

)

Ambos os corpos orbitam o centro de massa do sistema, sendo assim, temos: Para M:

GMm

Fg=F.—» ———— = Muw?a
Gm S
(GQ —+ a2)2 1
De maneira similar, para a massa m, teremos:
GM 2a
(a1 i a2)2 2
Somando as equagoes:
G(M +m) 9 G(M +m) 472
—5 =w(a] +a2) — =
(CL1 + CL2)2 ( 1 2) (a1 + a2)3 T2

Reorganizando:

e 472
(a1 +a2)® G(M +m)

Demonstre a equac¢do de Binet para uma forca central com potencial V:

d*u m d

- -y

R PP
Onde L é o momento angular e u = 1/r.

Solucgao:
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A energia mecéanica de uma orbita eliptica pode ser escrita como:

E=V(r)+ %va =V(r)+ %m(r2é2 + 72)

O momento angular de uma particula é:

L:mr29—>9:—2
mr

Substituindo:

1 2B
E=V(r)+ 5™ <m2r2 + 7 )

Separando as variaveis e substituindo r = 1/u

Agora, nossa maior preocupacgao € escrever 1 em termos das varidveis disponiveis. Equa-

cionando:
dr dr d_u B dr do du

"T W% dudt dudtdd

Do primeiro diferencial:

dr_il__l

du  duu U2

O segundo ja foi calculado anteriormente e vale Lu?/m. Ja o terceiro, continua como

) L du
r=|——
m df
Voltando a equagao inicial:

12 L2 {du)>
E = i S (e
Viu) + 2mu - 2m (dG)

variavel, contudo:

Derivando os dois lados por 6 e utilizando o fato de que a energia é conservada:

2d , I?d(d)\> d
" " omdd (@) =@

L_Qi 2+L_2 gy @ (e __iv()
omdo" " m\ao)ao\ae ) ag "



Dividindo a equagao por df/du, temos:

L, L d (w)
mu m dh2  du Y

E por fim:

(NBPhO 2019) Um satélite movido a energia solar é langado da Terra com
velocidade inicial vg em uma oOrbita eliptica heliocéntrica com o objetivo de coletar o

maximo de energia possivel. O angulo de lancamento pode ser alterado de forma livre.

a) Qual é a velocidade minima v,, necessaria para que o satélite alcance qualquer

orbita heliocéntrica?
b) Qual é a velocidade do satélite logo apos escapar do campo gravitacional terrestre?

c) Expresse a média temporal da irradiancia solar do satélite em termos de seu

semieixo maior a, momento angular J, periodo orbital 7" e massa m.

d) Qual é a maxima irradiancia solar média que o satélite consegue coletar e qual é

o angulo de lancamento necessario em relacao ao movimento da Terra?

A massa do Sol é Mg, o raio orbital da Terra ag), a aceleracao gravitacional na Terra
g, o raio da Terra Rg e a luminosidade do Sol L.

Solugao:

a) A velocidade minima para isso acontecer é a velocidade minima para o satélite

sair da orbita da Terra, também conhecida pela velocidade de escape. Dada por:

o [2GMs

b) Por conservagao de energia:

2 2
_GMgm  myy ™MV

R 2 2
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Resolvendo para vy:

GM,
2 S2)
vF =4[V —
f 0 R@
A poténcia absorvida é:
Lo
Pys=FA= 47rr2A
A irradiancia solar é [ = & 4. B por defini¢ao, sua média temporal é:
o1 7 Lo [Tt
I =— Idt = — —
T J, 4T J, 72
J& o momento angular, J, é: J = mr2gl—§ — mdf/J. Aplicando a substitui-
T
¢ao:
Lo [Tm Lom
CArT f, J O 2JT
Vamos substituir o periodo:
S 472a3
GMq
]—, . L@?TL GM@
 4nJd ad

3/2

Perceba que quanto maior I, menor deve ser a quantidade Ja®/*. No referencial

do Sol a velocidade do satélite, v é dada por:
U = vUp + Vg

Onde vg é a velocidade da Terra em relagao ao Sol. O valor que minimiza a
quantidade J é tal que v € minimo, ou seja, o satélite é langado na dire¢ao oposta
ao movimento da Terra. O valor de a é independente do angulo de lancamento.
Altera-lo, apenas muda a excentricidade da érbita que o satélite ird seguir e com
isso, mudara o seu momento angular. Para encontrarmos o valor do semi eixo
maior, devemos conservar energia. Por conservacao de energia:

_GMem _ GMem N m(vp + v )2

2a ag 2



Seja vy = vy — vg € V3 = GMg /ag:

Definindo z = v /vg;:

G M, a 1 2 — 2
2®:2—x2%ﬁ:2—m2—>—:
avg, a a ag

Voltando a equacdo de I:

No momento inicial, J = maguv2, logo:

Lovg

4%@391}2

L (9 — £2)3/2
I:47T32( z) P = GE@\/U(Q)—2QR@—1;9:T(
S

[= Leve o 2y

(Vinhedo 2022) Em sua rotina de apagar incéndios pelo universo, o astronauta
Eduardo viaja pelo cosmos em sua moderna espagonave de bombeiro, quando avista
entao o exoplaneta 2018 LLHES, do sistema V-4550-UR45. Ele possui massa M =
Mg e raio R = Rg, idénticos aos da Terra. Instigado, ele resolve seguir curso até o
planeta, quando entra em desespero ao notar uma falha no sistema mecanico da nave,
forcando-o a permanecer o tempo todo com o motor desligado, i.e., 0 movimento da
nave ¢é influenciado somente pela gravidade do planeta. Considere que, inicialmente,
a nave encontrava-se a uma grande distancia do planeta (no infinito), e movia-se com
velocidade de modulo vy = 5,00km/s em relagao a ele, com um parametro de impacto

b= 1,5R, conforme ilustra a figura a seguir.

17
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l

&

1

Figura 2.4: ITlustragao da trajetoria

a) A medida que a nave se aproxima cada vez mais do planeta, Eduardo resolve-se
acalmar e aceitar seu destino cruel. Em um certo momento, a espagonave colide
com a superficie do astro. Definimos ¢ como sendo o menor dngulo entre o vetor
velocidade da nave imediatamente antes do choque e a linha radial do planeta.

Calcule o angulo ¢.
b) Calcule o angulo (3, que caracteriza o ponto de colisdo da nave com o planeta.

c) Para a surpresa (e alivio) de Eduardo, ele continua vivo apos o choque, e a es-
paconave adentra o planeta. La dentro, ele percebe que o planeta é, na verdade,
oco. Eventualmente, a nave deixa o planeta depois de certo tempo, e continua
viajando indefinidamente pelo espaco. Calcule o dngulo de desvio d na trajeto-
ria da nave, i.e., o menor angulo entre o vetor velocidade inicial vy e o vetor
velocidade da nave depois de muito tempo.

OBS: Considere que a velocidade da nave ¢ inalterada logo antes e logo apds colisoes
com as paredes internas ou externas do planeta.

Solugao: a) Por conservagao de momento angular:
Voob = vy Rsin

Por conservagao de energia:

V%
2



Isolando v =

, | 2GM
vp =\ +

Substituindo na expressao do momento angular:

. Vool  Usob 1 b 1
S1n = = - - -
TR R \WL+2GM/R R\/1+ 2

Substituindo numericamente, encontramos:

o~ 37,7°

b) Utilizando o teorema do Impulso, temos que a mudanga no momento liner nos eixos

Q:/@ﬁ;@/gﬁ

Onde vamos definir o eixo x como sendo a linha pontilhada e y sendo perpendicular a

T € Yy sao respectivamente:

estd, com a origem sendo o centro do planeta. Seja 1) o angulo entre o vetor posigao

(vetor que liga o centro do planeta e a nave de Eduardo). Entao:

_ GMm

72

GM
cosyp ; Fy= 2m sin ¢
r

Fy

Integrando:

m(Vgy — Voo) :GMm/COS?wdt ; mvy:GMm/SIHQQz}dt
r

r

O momento angular pode ser escrito por:
L =mrdi/dt — dt/r? = mdip/L

Aplicando a mudanca de variavel:

B B

M

vx—vm:G—m/ cosdy Uy:Gm_m/ 0 sin Y dy)
L 0 L Jy

19
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Resolvendo as integrais e usando L = musb:

GMsinﬂ : vy:G—Mb(l—COSB)
Voo

Vy — Voo =
Voob

Definindo £ = G4 temos:
Vb

Vg = Voo(1 + K sin B)
Uy = Vook(1 — cos B)

Pelo teorema de Pitégoras, a velocidade ao colidir com o planeta é:

vfc:vg+v§

2
1+ % = (1 + wsin 8)% 4 £2(1 — cos B)?

Com um pouco de algebra e utilizando que sin? 3 + cos? § = 1 chegamos em:

Kk — — =kcosf —sinf

x| =

Definindo o angulo # como sendo o angulo entre a assintota e o eixo z é tal que:

b vib 1
ol a GM &k
Ou seja:
1
cosf = — ; sinf =

V1+ k2 V1+ k2

Multiplicando a expressao anterior por cos ), chegamos em:

H—% _ Kcosf sin 3
V1+k2 V1+kK%2 V14 kK2

b
k— R

V1+ k2

Resolvendo para ( temos:

= cos f cos 5 — cos B cos 5 = cos(f + )

b b

b A f— g (1) .
= — ) _g— ——L_ ) —arctan (=) = 54,1
6 arccos (m) arccos (m) arctan -

c) Para resolver essa questao, vamos utilizar as equagoes de momento nos eixos z e y

novamente. Perceba que ao sair do planeta, o angulo ¢ é dado por g =7 —2¢p + (: e



ao chegar ao infinito o angulo serd: ¥, = ™ + ¢. No infinito, também temos:

Vg = Voo COSO ; Uy = UooSiNd
Logo:
T+0
Voo COS 0 — Uy = UOOK/ cos Ydp
T—20+0
T+
Voo SINO — vy = ’UOOH/ sin ¢dy
T—2p+0

Resolvendo as integrais, chegamos em:

Voo €080 — (1 + K 8in B) v = Koo [SIn(T + ) — sin (7 + S — 2¢)]

Voo SIN 0 — K(1 — €08 B)Voo = KV [— cos(m + 9) + cos (T + 5 — 2¢p)]

E desenvolvendo as mesmas:

cosd + ksind = 1 + k[sin(8 — 2¢) + sin f]

sind — kcosd = K[l — cos B — cos(f — 2¢)]

Resolvendo qualquer uma das duas, chegamos em:

5=2(8— ) =32,8°

Um foton de frequéncia f (despreze seu redshift) é emitido por uma supernova
distante na direcao da Terra. Porém, quando ele chega ao sistema solar, ele passa
bem perto do Sol e acaba sendo desviado. Para ter uma ideia do que acontece nesse
fenomeno da relatividade geral, trataremos o problema classicamente, assumindo que

o foton possui massa m.

a) Assumindo que a energia do foton é igual & sua energia de repouso, encontre uma

expresséo para Sua massa 1m.

b) Suponha que o foton possui parametro de impacto b grande o suficiente para nao
se chocar com a superficie solar. Encontre uma expressao aproximada para o

angulo ¢ de desvio da trajetoria do féton, assumindo que ele seja muito pequeno.

21
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Nota: Seu resultado deve ser parecido com aquele previsto pela relatividade geral,

4GM
L

Solucao:

a) Utilizando a equivaléncia massa energia:

mc? = hf —|m= —

b) Um esquema da situagao é a seguinte:

Figura 2.5: Esquema da trajetoria do foéton

Utilizando o Teorema do Impulso nos eixos x e y, temos:

0 in
Im:GMm/COSQ dt Iy:GMm/sz dt

r r

Utilizando a mesma mudanca de variavel do item anterior, onde L = mbc = mr2df)/dt:

2 2
I; = G]\/im /cos€d0 ; Iy = G]\im /sin9d9

No momento inicial, no infinito, o angulo 6, vale fp = 0 e no momento final, 0y = 7 — ¢,

integrando:
_GM m?2
- L

GMm?¢

M5 7

(sing —sin0) ~



GMm? 2G Mm?

Iy = 7 (cos ¢ + cos0) ~ 7

Aqui utilizamos que sin(m — ¢) = sin ¢, cos(m — ¢) = —cos¢, sing = ¢ e cos¢ ~ 1.

Perceba que o impulso em x é desprezivel, entao a velocidade do féton nao é alterada

nesse jeito. J& no eixo y:

2GMm
Uy == T
Pelo vinculo geométrico:
v 2GMm 2GM
t ~ = ) = —_— -
ang ¢ Wi Lc bc?

Cylindrical Land é um universo em que todos os corpos sao cilindricos. Nele,

as Leis de Newton ainda sao validas. Um dos fendémenos que mais encantam os fisicos e

astronomos da Cylindrical Land sao as lentes gravitacionais. Paulinho, cientista desse

universo, decidiu modelar o funcionamento desses fenémenos. Para isso, ele precisa de

sua ajuda para responder os seguintes itens:

a)

Mostre que uma particula que se aproxima de um corpo cilindrico supermassivo
de massa M e comprimento muito grande L com velocidade v a partir de um
parametro de impacto b é desviada de sua trajetoria inicial por um angulo muito

pequeno

,_ KGM
2L

e encontre o valor numérico de k.

Considere agora um sistema caético composto por diversos corpos cilindricos idén-
ticos de massa M e comprimento muito grande L que orbitam desordenadamente
entre si. A todo instante, a separacdo entre dois corpos vizinhos é [ e eles estdo
sempre no mesmo plano. Uma particula aproxima-se do sistema com velocidade
v a partir de um parametro de impacto b. Sabe-se que a distancia [ é infinite-
simalmente pequena quando comparada a trajetoria da particula, mas grande o
suficiente para que, a todo momento, a particula sofra apenas interacao gravita-

cional do corpo momentaneamente mais proximo.
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0000000

Figura 2.6: Esquema do sistema Caotico

Com base nisso, deduza uma equagao para trajetoria da particula e comente sobre o
movimento apresentado.

Solugao: a) Aplicando a lei de Gauss para cilindros:

fg -dS = —4’/TGMZ'n

2nrLg = 47G My,

2G M,
Lr

g:

Onde r ¢é a distancia ao eixo do cilindro. Pelo mesmo raciocinio da questao anterior,
podemos afirmar que a mudanca de impulso no eixo x é irrelevante, sendo assim, vamos

analisar apenas o eixo y.

2G M in 0
]y:mvy:/mgdt: Lm/Sln &
r

Pelo vinculo geométrico, sinf = b/r, temos:

_2GM, [
L r2

Seja J o momento angular da 6rbita, entao:

QGMm 27rGMmb _ 2nGM
LJ Tyl
Logo:
2rGM
tanf ~ 0 = Yy _ G

Vs U(Q)L
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Com isso, concluimos que:

k=2m

b) Apos caminhar uma distancia x, a particula passa por N = x/I cilindros, desviando
sua Orbita em um angulo N¢ "para baixo", ou seja, em —N¢. Perceba que este é o

coeficiente angular da trajetéria, portanto:

dy )
“J— _tanNop~ — 2z
dx ta {

Separando as variaveis e integrando:

TGM o
- C
T

y:

O valor da constante de integracao, C, pode ser encontrado analisando as condigoes
iniciais. Perceba que quando x = 0, temos y = b, com isso, podemos concluir que
C =b. Por fim:

TGM ,
T
vg Ll

y=>0—

Ou seja, a trajetoria é uma parabola.

(Vinhedo 2022) Um satélite em uma orbita circular com velocidade v vai sofrer
um pequeno impulso instantaneo na dire¢ao de seu movimento. Assim, a sua velocidade
vai sofrer um incremento Av < v, alterando a orbita. Utilize que (1 + z)" ~ 1 + nz,

para x < 1 e que = Av/v.

a) Mostre que a excentricidade da oérbita resultante é aproximadamente:
e=20
b) Mostre que o incremento no periodo orbital é aproximadamente:

AT = 3T,8

Onde Ty é o periodo da orbita inicial.
Solugao: a) Apos o impulso, sua velocidade é v = v+ Av = v(1+4 ). Como o impulso

é tangencial, esse ponto se torna o novo periélio da o6rbita. A velocidade do periélio é
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v’:vp:\/G—M1+€:\/GM(2_1>
a 1—e roa

Elevando ao quadrado ambos os lados:

dada por:

v2(1+6)2=GM (2 — 1)

T a
(14 g = 26M _GM
T a

Agora, vamos a dois pontos importantes: - Pela equacdo vis-visa, v = GM/r - Como

a nova oOrbita possui r como periélio, temos:
r=a(l—e)—a=r/(1—c¢)
Aplicando essas mudancas, temos:
v2(1+6)? =202 —v%(1 —e) = v*(1 +e)

(1+8)*=(1+e)

Aplicando a aproximagao (1 +x)" =1+ nz Vr << 1, temos:
1+26=1+e¢

e assim, chegamos a expressao desejada:

)
I
[\

™

b) O periodo inicial é dado por:

Ja, o periodo apos a colisao, é:

T = (= fﬂz%u—@*”=%a+§@=%u+%>

Por fim:
T —Ty=To(1+38)—1Tp
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pr 12, Considere uma espagonave que orbita o Sol em um circulo de raio igual ao raio
ag da orbita terrestre. Queremos transferi-la para uma orbita com raio igual ao da de

Marte, ays. Para isso, utiliza-se a o6rbita de transferéncia de Hohmann.

a) Encontre uma expressao para ambas as variagoes de velocidade, Av; e Avg, ne-

cessarias para realizar a transferéncia.

b) Encontre o tempo total necessario para realizar a transferéncia entre as orbitas

inicial e final.

Solugao: A seguinte imagem, ilustra a transferéncia de Hohmann:

Orbita de Marte

Orbita da Terra

Orbita de Hohmann
‘3\’2

Figura 2.7: Transferéncia de Hohmann.
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a) Perceba as etapas da mudanga de orbita:

e A nave recebe um impulso Awvy, fazendo com que essa saia da orbita da Terra e

entre no periélio na 6rbita de Hohmann.

e No afélio da orbita de Hohmann, a 6rbita recebe um impulso Awvs, fazendo com

que esta entre na orbita de Marte.

Com isso em mente, vamos aos céalculos: Perceba que a 6rbita de Hohmann possui
semi-eixo maior ag = (ag + apr)/2, seu periélio dista ag, e seu afélio dista ays do Sol.

Logo, Avy = v, — vg, utilizando a equagao vis-visa, temos:

A aM 2 2 GM
vl = _— = = —
! © ag Qg+ aps ag

Ao — \/GM@ < \/ 2anr _1>
ag ag + aps

Utilizando o mesmo raciocinio para encontrar Avs, chegamos em:

G M 2
Avy = /Mo <1 - _>
ag ag + aps

b) O caminho percorrido durante a transferéncia é metade da oérbita de Hohmann,

entao, o tempo decorrido entre o momento inicial é:

Ty 1 [4n?

AT = — ==
2 ~ 2\ am,
Substituindo ag:
(ag + an)?
AT = —_—
"\ T song

(Vinhedo 2022) Cientistas do INPE (Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais)
pretendem enviar um satélite, inicialmente na Terra, para realizar uma 6rbita ao redor
de Jupiter. Para isso, eles vao utilizar uma transferéncia bi-eliptica, necessitando,
portanto, que a aeronave receba 3 impulsos. Sabendo que o eixo maior da primeira

orbita eliptica de transferéncia é de 12 U.A., responda:



a) Esquematize esta manobra e calcule os 3 impulsos necessarios (AVy, AV e AV),

incluindo no desenho os pontos onde eles sao realizados e seus sentidos.
b) Calcule quanto tempo demoraria esse trajeto.

c¢) Desenhe qual deve ser a configuragao da Terra, Sol e Jupiter no inicio da manobra,

deixando claro qual o angulo entre a linha Sol-Terra e a Sol-Jupiter.

Solucao:

Orbita Final

Orbita inicial

Figura 2.8: Trnasferéncia bi-eliptica

A nave parte da orbita inferior (preta), sofre um impulso AV}, parte para a primeira
elipse (azul), apos concluir meio periodo na primeira elipse a nave sofre outro impulso
AV4 e parte para a segunda elipse (vermelha), por fim, a nave sofre um tltimo impulso
AVj e chega a orbita superior (preta). Detonaremos por aj e ag os semi-eixos maiores
da primeira e segunda elipse, respectivamente, e por g, € 14, as distancias entre o afélio

e o Sol. a) Equacionando temos:

2 1 GM,
AVl — GM@ (@ — a—1> — a/e;a

29
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2 1 2 1
s fon (2 ) fow (21
Taq a Taq ai
M 2 1
AV =4/ 2 @\/GM@ <———>
aj Tas a

Antes do algebrismo, agora temos que encontrar 74, € 74,. O enunciado nos fornece o

valor de a1, entao para a primeira elipse temos:

ag = a1(l —eq)

Isolando eg:

A distancia do afélio é dada por rq, = ai(1+ e1), logo:

a
Tey, = a1 (2—19) = 2a1 — ag
ai

Perceba que 4, vale o mesmo que a;, com isso:
Tay = ay = az(l + e)
E também que o periélio da segunda orbita estd no mesmo ponto que o afélio da

primeira, logo:

Te;, = 2a1 — ag = az(l — e3)

Resolvendo esse sistema para ag, chegamos em:
1
as = 5(2&1 —ag + aJ)

Agora podemos comecar a "ajeitar"e a resolver as equagoes.




Substituindo os valores numéricos, chegamos em:

AVi ~ 10571 m/s AVp~3540 m/s AVs = 2162 m/s

b) Perceba que, durante a transigao, a nave percorre metade da primeira elipse e metade

da segunda elipse, com isso em mente:

1
AT = §(T1 +Tp) = (ai’/2 IF ag/z) ~ 18,9 anos

T
/GM,

c) Seja 0 o angulo entre Terra-Sol-Jupiter. A configuracdo deve ser tal que em 18,9

anos Jupiter se desloque esse angulo.

M,

0 = wyAT = AT Gg@ ~ 212, 5°
a
J

Considere uma espaconave em uma Orbita eliptica em torno de um exoplaneta
distante. Para permitir a melhor observagao de determinada parte do exoplaneta,
deseja-se rotacionar essa 6rbita, mantendo seus parametros constantes. Qual é a direcao
do impulso necessario para executar essa rotagao? Encontre o angulo rotacionado pela
orbita em fungao da anomalia verdadeira # na qual a manobra é realizada.

Solucao:

Para nao alterar o momento angular, o impulso deve ser radial. Para nao alterar os
outros parametros orbitais, a anomalia verdadeira deve ser a mesma antes e depois. Ou

seja, a orbita rotacionada deve "girar"um angulo de 26, portanto a resposta é:

radial ; n = 26

(Vinhedo 2021) Apo6s uma guerra nuclear e um experimento fracassado de
geoengenharia no final do século XXII, o planeta Terra tornou-se um lugar inabitavel.
Uma nave inicialmente em o6rbita geoestacionaria tem esperancas de escapar para Tita,
uma prospera colonia humana. Para economizar combustivel, os tripulantes da nave
pretendem usar uma 6rbita de transferéncia Hohmann até Jupiter e depois um estilingue

gravitacional no planeta, antes de prosseguirem para o satélite de Saturno.

a) Obtenha uma expressdo para a variacao no modulo da velocidade Av causada
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por um estilingue gravitacional em uma nave com velocidade inicial vy que faz

um angulo 6 com a velocidade orbital de Jupiter, v ;.

b) Para a missao ter sucesso, o impulso inicial deve ser dado no mesmo sentido da

translacao da Terra ou no sentido oposto? Explique o seu raciocinio.

c) A nave tem combustivel suficiente para um impulso de até 8 x 10* m/s na ve-
locidade dela. A tripulagao conseguira escapar seguindo essa trajetéria até os

arredores de Tita? Justifique.

d) Essa trajetoria seria realmente o método mais econdmico de ir a Tita? Explique

brevemente.

e) Suponha que o feito seja possivel. Adotando um referencial heliocéntrico anti-
horario com # = 0 para a Terra logo antes da nave iniciar a viagem, calcule a

posicao angular de Saturno fg quando a nave se aproxima de Saturno.
Dados:

— Semieixo maior de Jupiter, ay = 5,204 UA.
— Semi eixo maior de Saturno, ag = 9,582 UA
— Considere que todas as orbitas sao coplanares com as dos planetas circulares,
e que a nave precisa s6 chegar aos arredores de Saturno para ser resgatada.
solugao:

a) na situacao do estilingue gravitacional temos:



Figura 2.9: Estilingue gravitacional

Conservando momento no eixo y, podemos imediatamente dizer que

Yoy = VUfy
Agora, conservando momento no eixo x e energia temos:
2 2 2 2
muvy + mjvyy = mvf+vaJf

—MUpy + M jvjo = MUty +MjUj¥

2

Podemos escrever v? = v2 + vg fazendo a expressao da energia ficar assim:

2 2 2 2 2 2
m(vy, — Vi) +m(vg, —vfy”) =my(vy, —vj)
Como vy = vy, podemos simplificar:

m (v, — vf,) = my (V5 — vjo)

33
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Agrupando os termos da expressao do momento:

—m(voz +vfz) = my(vyp — vo)

Podemos simplificar mais ainda, utilizando o fato de que (a? — b%) = (a + b)(a — b) e

dividindo uma equacao pela outra:

—(voz — vfz) = (V5p + Vo)

Como mj >> m a velocidade de Jupiter é praticamente a mesma antes e depois.

Também temos que vg, = —vg cos @, logo:
vocost + vy =205 = vy = 205 — v cos b

Como os componentes em y sao iguais:

V= 4 /vjzcw - U}%y = /(205 — vy cos )2 + (vg sin §)2

vf = \/403+v§ — 4v jvg cos 0

Sendo assim:

Av=v; —v9 = \/4v§+v(2)—4vJvocose—vo

b) Perceba que para o estilingue gravitacional ser o mais eficiente possivel, a nave deve

chegar no sentido oposto ao de Jupiter. Como os planetas orbitam no mesmo sentido,

o impulso deve ser dado no |sentido oposto | ao da Terra.

c) A pergunta do item tem duas partes. Primeiro, precisamos verificar se esse impulso
é suficiente para a transferéncia até Jupiter. Segundo, se o estilingue gravitacional em
Jupiter possibilitaré de fato a ida a Tita e Saturno.

Para minimizar o impulso, usaremos o momento em que a velocidade da orbita geoes-
tacionaria estd exatamente oposta a velocidade de translagao terrestre. Além disso, o
semieixo maior da orbita de transferéncia ¢ a = (ag + ay)/2 = 3,102 UA.

Pela terceira lei de Kepler, a orbita inicial geoestacionaria tem semieixo maior:

| P2G M,
ag = 4 4—2@ =422 % 10"m
T



A velocidade dessa orbita é:

2mag

P

= 3,07 x 103 m/s

ug =

Apos escapar da esfera de influéncia da Terra, a nave deve atingir velocidade v/, dada

pela equagao vis-viva:

2 1
u' = | GMg <— - —> = 3,86 x 10* m/s
ag a

Podemos conservar a energia do sistema nave-Terra entre logo depois do impulso e
quando a nave escapa a Terra, onde a energia potencial gravitacional é zero:
(u/ 2 2 GM,
m(u + vg) mu om

2 2 ag

onde representamos vg = /G Ma/ag = 2,98 x 10°m/s como a velocidade orbital da
Terra e u como a velocidade logo ap6s o impulso.

Substituindo valores, obtemos u = 6,85 x 10*m/s. A variacdo de velocidade &
Au=u—ug =654 x10*m/s ~ 8 x 10*m/s

. Assim, é possivel entrar na transferéncia para Jupiter.
Agora, vamos verificar a segunda parte. Na equagao do item a, nessa situacgao, 6 = 180°

e v = vg + 2vg. Podemos calcular vy pela equacao vis-viva:

2 1
vo = 4 | GMg (E - E) = 7,41 x 10°m/s

Também, vy = /GMg/ay = 1,31 x 10* m/s. Logo, v = 3,35 x 10*m/s.

Verificando o sinal da energia relacionada a uma 6rbita com essa velocidade:

v
2 aj

E 2 GMg
— = >
m

Podemos entao concluir que a 6rbita é hiperbolica, e portanto que passara pela orbita
de Saturno. Assim, é possivel escapar até Tita com essa trajetoria.

d) Precisamos fazer uma variagao de velocidade contréria a velocidade orbital da Terra,

como calculado no item anterior. Desperdicamos uma parte consideravel do impulso
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compensando a velocidade terrestre, e seria mais econémico aproveitar essa velocidade

inicial para fazer uma transferéncia de Hohmann direto para Saturno. Logo, a trajetoria

[nfio é a mais eficiente .

e) Apos o estilingue gravitacional, a nave seguird em orbita hiperbdlica até encontrar

Saturno. Encontrando a’ por energia:

_ GMgm mu? _ 2Mgm

E
2a’ 2 aj

Assim, a’ = 1,69 x 10" m. Chamaremos de vy a velocidade da érbita num ponto
arbitrariamente longe do Sol. Podemos escrever as equagoes de conservagao de momento
angular e energia:

b vse = ajv

mv2,  mu?  GMgm

2 2 agj

com V' = a’\/(e’? — 1) onde €' ¢ a excentricidade. Resolvendo o sistema, encontramos
¢/ =5,61.
A nave atingird Saturno quando a distancia dela até o Sol for r = ag. Assim, usando

a equacao polar da hipérbole:
a/(€/2 _ 1)
re=—>=>-
1+ ¢e cost

encontramos 6’ = 62,5°. Descartamos 6’ = 360° — 62,5°, pois esse ponto é anterior a

passagem por Jupiter. O angulo pedido é 65 = 180° 4 ¢’. Portanto, |0g = 243° |

(Vinhedo 2023) A fabricante estadunidense de foguetes SpaceX comegou a colo-
car satélites Starlink em 6rbita polar em setembro de 2021, com seu primeiro langamento
do tipo na Base da Forca Aérea de Vandenberg, Califérnia. Considere um satélite Star-
link que se move em uma orbita polar geocéntrica de semieixo maior a = 15.400 km,
excentricidade e = 0,55 e argumento do periastro w = 270°. Imagine um observador no
Polo Norte terrestre. O satélite emite um sinal com frequéncia de 2,4 GHz. Em algum
momento, o satélite é observado no horizonte. Encontre a distancia do observador ao
satélite e a mudanga na frequéncia do sinal captado.

Solugao: Olhe o esquema da situagao:



Figura 2.10: Esquema da situacgao

a) Seja § = LBAD = 1 — 3, temos que R/ cosf = r e pela formula polar da elipse:

_a(l—€?)  a(l—-€?) R
"~ 14ecosf 1—ecosf cosb

Resolvendo para cos 6:

R
0 = = 0,447 6 ~ 63,43°
cos a(l —e?) +eR ’ - ’

Perceba também que tanf = z/R, logo:

= Rtanf =1,28-10" m

37



38

CAPITULO 2. MECANICA CELESTE

b) Podemos escrever a energia da 6rbita como sendo:

GMm 1
— —mu
T 2

E =

Decompondo v? = vg + U%, temos:

GMm  mv;  mv2

i 2 2

FE =

Podemos expressar vy, em funcao do momento angular:
L
L = mvgr — vg = —

Substituindo na férmula:

E=— r
r +2m7"2+ 2

Sabemos também que £ = —GMm/2a, r = R/cosf e que L = m\/GMa(l — €?),

com isso, podemos resolver para v,.:

22 e
o2 — GM <20030 1 a(l—e”)cos 0)

R a R?
v /= 4,73 -10% m/s

Utilizando a férmula do Efeito Doppler:

Ar_fo_,_v
X f Cc
Resolvendo para f:
__Jo _ _ 1
f=1is oA =i-h=h(1-

Af =3,78-10* Hz

(Vinhedo 2021) Um satélite em uma orbita proxima a superficie do Sol coletou
varios dados do cometa C/2019 Q4 quando este estava proximo de seu periélio. A

primeira medigao foi feita no dia 30 de novembro de 2019 e, em cada uma delas, o satélite



calculou a longitude, [, e a latitude ecliptica, b, do corpo celeste e determinou também
as variagoes nessas coordenadas durante um periodo de 16 horas (as coordenadas foram

calculadas para o sistema heliocéntrico).

[ b Al Ab

49°57'16"  22°34’51"  17°0.10"  11°25.77"
74°59’10"  35°25733"  43’43.40" 15’30.48"
144°28’14"  37°4’9"  5857.91" -18'12.92"
165°58736"  27°50710" 36’53.57" -20'56.16"
199°18°1"  2°35’50"  6754.68"  -679.26"

211°14°9"  -7°56’38"  1'48.30"  -1’33.70"

Tabela 2.1: Tabela de coordenadas e variagoes

a) Calcule a inclinagdo da orbita do cometa em relagao a ecliptica e a longitude do
nodo ascendente.

b) Encontre excentricidade, o semieixo maior e o argumento do periélio da orbita.

c¢) Faga um grafico polar das posigoes do cometa considerando o Sol como o centro do
plano cartesiano e o periélio localizado na regiao negativa das abscissas. Além disso,
trace a curva que melhor representa a 6rbita do objeto.

d) Estime em que més, aproximadamente, o cometa nao sera mais visivel pelo satélite.
Dados: o satélite realizou as medidas utilizando um telescopio de abertura D = 6m e
considera o cometa como uma esfera de raio R = 13,5 km e albedo geométrico p = 0.1.
Além disso, ignore quaisquer efeitos fisicos nao comentados no enunciado.

Solucgao:

a) A partir da representacao abaixo, podemos utilizar as coordenadas do cometa nas

duas primeiras medigoes para calcular os angulos requisitados:

39
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Figura 2.11: 7: inclinagao; €2: longitude do nodo ascendente; §2: Nodo ascendente; :
Nodo descendente.

Utilizando a Lei dos quatro-elementos nos dois triangulos:
cotbsin(l — Q) = cos(l — Q) cos90° 4 sin 90° cos i

IV tanby  tanby
~sin(l; — Q) sin(ly — Q)

Q=1 —sin! (sin(lg - Q) EZE Z;)

Com iteragao obtemos,

10~ 22°12/38" |

Substituindo na férmula encontrada anteriormente, obtemos,

i ~ 41°46/32"

b) Inicialmente, podemos encontrar a distancia angular percorrida pelo cometa entre o
nodo ascendente e a medigao (n), 6 , e o angulo percorrido durante cada medigao, Ad,

reespectivamente, pelas formulas:

cos ) = cosbcos(l — Q)

cos Af = sin bsin(b + Ab) + cos bcos(b + Ab) cos Al
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Observacao: Como g > 180°, a fungao arcosseno, deivdo ao seu dominio, vai indicar o

valor 360° — g e nao o valor de 6.

Medicao 0 A6
1 35°11°44” | 1924.57”
2 60°27°57” | 38748.29”
3 115°12’26” | 50°32.35”
4 135°30"7" | 38'48.46”
5 176°6°0” | 9'14.95”
6 192°0°6” | 2'22.42”

Perceba que, como os tempos de medigao sao iguais e pequenos, a velocidade angular
do cometa nas medigoes 2 e 4 sao quase iguais e, consequentemente, essas posicoes
sao simétricas em relagao a reta que liga o periélio ao Sol como pode ser verificado no

desenho abaixo:

)

(4)

Portanto, podemos calcular o argumento do periélio, w, por:

Oy — 0z O3+ 04
2 2

w =0y +
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w = 97°59'2"

Consequentemente, a anomalia verdadeira do cometa na posi¢ao (n) pode ser calculada

pela expressao:

v=0—w
Refazendo a tabela:
Medigao v A6
1 —62°47"17" | 19'24.57"
2 —37°31'5" | 38'48.29"
3 17°13'25" | 50/32.35"
4 37°31'6" 38/48.46"
5 78°6'59” 9'14.95"
6 94°2/23" 2/922.42"

Conservando momento angular entre as posigoes (1) e (2), temos:

7“%91 = 7’392

( D
1+ ecosvy

Resolvendo para e,

e =

p >2 A

) 5=
At \1+ecoswy

VAG, — VAG,

VA1 cos vy — +/Aby cos 1

Sabendo que a 6rbita é hiperboélica, podemos usar a conservacao do momento angular

entre a posi¢ao (1) e o periélio,

7“%(91 = TpUp

Pela equacao vis-viva,
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a(e? — 1) N 9 1
(1+ecosy1> Atla(el)\/ﬂ<a(el)+a> pa(e? — 1)

Resolvendo para a,
o\ 1/3
W pw(l4ecosvy)t [ At
B (e2 —1)3 Aby

la ~0,6949 UA |

c) Comessas informagoes, podemos encontrar a distancia do cometa em cada uma das

medigoes por:

_a(e?—1)
1+ ecosv

E as coordendadas do plano cartesiano:

x =rcos(180° —v) , y=rsin(180° —v)

Medigao v r (UA) |z (UA) |y (UA)
1 —62°47'17" 2,11 —0,965 1,88
2 —37°31'5" 1,49 —1,18 0,907
3 17°1325" | 131 | —1,25 | —0,388
4 37°31'6” 1,49 —1,18 —0,907
5 78°6/59" | 306 | —0,630 | —2, 99
6 94°2/23" 6,03 0,425 —6,02

Plotando esses pontos no grafico, obtemos:
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_a-(e?—1)
T 14+e-cosf

o o

d) Utilizando a férmula da magnitude limite,
my=2,14+5logD ~ 21,0

Agora, precisamos encontrar a distancia maxima em que o cometa esta visivel (m. =

mt):

LomR? p 4n(1 UA)?
mt—m@:—2,5log< orf” p_dn( ))

Arr? w2 Lg

r = (pR2(1 UA)2)1/4 . 100,1(mt7m@)

r~9,95 UA

Pela equacao polar,

v~ 100°28'22"

Isso corresponde a valores de z7 = 1,81 UA e y7 = —9,78 UA

Pela segunda Lei de Kepler, sabemos que a velocidade areolar é calculada por,

dA L pa(e? — 1)

dt  2m 2



Estimando a area percorrida pelo grafico,

7 V)

HHH a-(e?—1)
4 it T 1+e-cos@

| 3

-1.8 -1.6 -14 - =1 08 06 -04 -02 0 0.2 0.4 08 08 1 1.2 14 186 18 2 22 24

-8

Figura 2.12: A;: area verde; As: area azul; As: area roxa

—ale—1) 0 1

ale —1 ale —1 1
AT%A1+A2+A3:Z/1 (2 )+‘y7| (2 )‘1‘5 xIs5 Y5 1
7 yr 1

Ap ~ 8,87 UA?
Substituindo na férmula,

2A7

At = ————
pa(e? —1)

At ~ 469 dias

Utilizando essa aproximacao, o cometa nao sera visivel a partir do dia 11 de janeiro de
2021. Porém, como a area estimada é inferior a area real, é provavel que isto ocorra,

na verdade, no inicio do més seguinte. Portanto o cometa nao serd mais visivel pelo

satélite a partir de | Fevereiro de 2021 |

Extra: A area real percorrida pelo cometa é de 9,33 UA?, o que resultaria numa data

limite de 4 de fevereiro.

pr 18. Encontre uma expressao para o momento angular da érbita relativa em termos
de M, p e a. Prove que ela é igual ao momento angular que encontrariamos para o

binério original tomando o CM como origem.

45
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Solugao: Um sistema binario é equivalente a uma massa M = mj + mg parada, sendo

m1Mmo
m1+ma

|GM
L = pav = pay/| — =|uvGMa
a

pr 19.| Observamos da Terra um sistema binario com érbita edge-on. Analisando o

espectro de uma das estrelas, se observa que a velocidade radial maxima da estrela 1

orbitado por uma massa y = . Com isso, podemos facilmente equacionar:

se da no semilatus rectum de sua orbita. Qual é a orientagao da 6rbita? Encontre a
soma dos semieixos maiores do binario a = aj + ae em termos da massa me, do periodo
orbital P, da velocidade radial maxima de 1, vy, maz, € da excentricidade e.

Solugao: Inicialmente, podemos perceber que para essa configuragao ser verdadeira e
a velocidade maxima ser dada no semi-lactus-retum, a o6rbita deve estar alinhada com
a Terra, isso é, o semi-eixo maior, formar uma linha reta com o olhar do observador.

A velocidade de uma estrela em um sistema binario é dada por:

2ma; V1 — e? cos? 0
v =
¢ P V1—e?

Onde 6 é a anomalia é a anomalia veradeira.

Ja a velocidade radial é a sua projegao na linha de visdo (coincidindo com o semi eixo
maior) dada por:

v = vsinfsing
Como nesse caso, § = /2 e i = m/2 temos:

2maq
Urymaxr = —— ——5
Pv1—e?

Pelo teorema do centro de massa, mia; = moas, logo:

2mmea

(V) =
r1,max P(ml + mz) /—1 — 62

Da Terceira Lei de Kepler:

G(my+ms) @ e+ 4m2a3
— == o m+my=
4r? pz TR T g




Substituindo na formula de vy, ymaq:

. G’Pm2
Yru,maz = 2mazy/1 — e?

Isolando a, temos:

GPmo

27V, mazV 1 — €2

a =

Obtenha uma expressao para a energia potencial associada com a for¢a de maré
em funcao do angulo # definido anteriormente.

Solugao: A forma da forca é dada por:

_ GMpmr

Fum = T(Z cos 0 — sin 0y)

Temos que [Fp|? = FZ, = Fx® + Fy?, logo:

Por defini¢ao:

2R3

GMpmr?
U:—/FMdT:—ﬂ\/l—FBCOSQQ

Encontre uma expressao para o limite de Roche quando o corpo secundario
rotaciona em torno de um eixo perpendicular & linha que liga P; e P> com velocidade
angular w. Ainda, obtenha uma expressao para o caso em que a rotacao do corpo
secundario esté sincronizada com a Orbita.

Solugao: Equacionando e adicionando as aceleracoes centripetas:
a; = as

/
(e +aG, — ag, = Ag, + 4Gy — Ac

/
2ac + ag, = 2ag, + ag,

47
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Aqui temos ag, = GM;/(d — Ra)? e ag, = GMi/(d+ R)?, temos entao:

GMy  2GMs GM

202R —
“’ 2+(d—1~22)2 R2 +(d+1~22)2

Utilizando a aproximagao binomial, (1 + z)" = 1 4 nz, pois d >> Ra, com isso temos:

—2 —2
22 R, + S0 (1 - @) _ My | GM,y <1 + @>

d? d R3 d? d
AGM 2G'M:
2 1, 2
2w Ry + TRQ = R%
Resolvendo para d:
= — 2w
d3 R
AGM, _ 2GM; — 2uw*R;}
a3 I
7 AGM RS

~ 2GM; — 2w R3

3
Dividindo em em cima e embaixo por 2G M, e utilizando o fato que My /My = £ (&) ,

p2 \ Ry
1/3
2
d=1 (%)
P2 — 4r@

Se a rotacao esta sincronizada com a oOrbita, teremos:

chegamos em:

Wrot = Wtrans

Pela terceira lei de Kepler:

9 _ GM; 47TGp1Ri1)’

A3 33

1/3
2p1
i <_R>
P2 — d31

w

Substituindo na férmula:
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Resolvendo para d novamente:

Numa ideia similar ao limite de Roche, encontre a velocidade angular de rotacao
que uma estrela deve ter para que ela se mantenha equilibrio considerando somente a
acao de sua propria gravidade.

Solucao: Nesse caso, simplesmente podemos igualar a aceleracao da gravidade na

superficie com a aceleracao centripeta:

pr 23.| Suponha que a Terra possua um raio equatorial R, e que ela rotacione com
velocidade angular w. Encontre uma expressao para seu raio polar, considerando apenas
sua propria gravidade e a forca centrifuga advinda de sua rotacao.

Solugao: No equilibrio hidrostatico a estrela é equipotencial, portanto:

GM GM 1 45 ,
- ZW02R
R, R, 2Y '
Resolvendo para IR, obtemos:
R
Rp = :2R3
e

Utilizando o mesmo procedimento aplicado anteriormente, encontre a posicao
do ponto Lagrangiano Lo. Assim, encontre o raio da esfera de Hill, definido como a
distancia dentro da qual o corpo secundario pode reter satélites enquanto orbita o corpo

central.



50 CAPITULO 2. MECANICA CELESTE

Solugao: No Ls temos o seguinte esquema:

Figura 2.13: Esquema do L»

Primeiramente, note que a aceleragao centripeta do corpo no ponto Ly deve ser a mesma

do corpo de massa Ms, que é dada por:

2 . GMl
Wt ==
a
Equacionando, temos:
GM]_ GMQ 2 GMl
(@t ) + 5 =W (a+x)= 3 (a+ )

Como a >> z, podemos usar a aproximac¢ao binomial (1+m)"™ = 14+nm, com m = x/a,

M Z M. M
%(-2)+ -2 43)
a T a

temos:

a a
My  3M (P
? = —a3 T —|T=a _3M1

Encontre a o quao distante o ponto Lagrangiano L3 (que fica do lado oposto
da Terra em relagao ao Sol) esta da orbita terrestre, que é um circulo de raio a.

Solugao: No L3, temos o seguinte esquemas:



Figura 2.14: Esquema ponto L3

Equacionando as aceleragoes e igualando a aceleragao centripeta temos:

GM n Gm
(a+z)?  (2a+x)?

— wQ(a + )

A velocidade angular, deve ser a mesma de translacao da Terra e ja utilizando as

aproximagoes binomiais (1 + z)"” = 1 4+ nx temos:

GM <1_2m>+Gm(1_x>_GM(1+x)
a? a 4a? a) a2 a

Simplificando, segue-se

2a M m zm M

B 12 13 @

am rm
3 = LT g
v TR

o(3M+2) =2

4

Usando novamente a aproximacao binomial e resolvendo para =z,

m am
Mz (1+ -2 =
3 x(+12M)

_am (1_ m )
T oM 12M

Usando o fato que m < M, temos,
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A

pr 26.| Prove que os pontos Ly e Ly formam tridngulos equilateros com os corpos
primario e secundéario, com lado igual a distancia entre esses dois corpos.
Solugao: Considerando um eixo cartesiano com o centro de massa na origem, teremos

algo assim:

Figura 2.15: Pontos L4 e Ls

Temos as seguintes consideragoes sobre esse sistema, primeiro, note que todos os corpos
oscilam em torno do centro de massa com a mesma frequéncia angular w, segundo, pelo

teorema do centro de massa:
m171 + mara + mar3 = 0

Nota também, que temos:

aij = |Ti — 7]

Equacionando para o corpo de massa mj, temos:

Fo1+F31= m1w2f’1



Gmo,, _,  Gmg _, .
5|71 — 72| + —5— |71 — 73] = W
ai9 U o
Gms Gms Gm Gm
(T + —w' = —5—T2+ —3—T3
Uy 2 G = U g U 5

De modo similar, para os corpos de massa msy e ms chegaremos em:

Gmp Gmg 2\ - Gmi_, Gms_

—w 9 = r1 + T3
3 3 3 3
@19 Gg 3 ) Gg 3
Gm;  Gmao 9y - Gmi_, Gma,
3 g — W | 3= —3—T1 + 3 T2
Uil g U5 s G Uy 5

Reorganizando as equagoes, temos:

G G G G
<w2_ my m3w2> w4 Oma, | Gms

9 + rg3 =0
3 3 3 3
9 & 5 2 i
Gm1 N 2 Gm1 Gm;), N Gmg N
T+ |Ww ——5—— 9 373 = 0
@ 9 @19 Qg 3 @93

1+ ro + r3 =10
3 3 3 3
@3 dols L) dols

Gm1 - G?TLQ - (wz _ Gm1 _ Gmg

Note que isso se assemelha muito ao teorema do centro de massa citado anteriormente,

logo, o termo antes dos vetores devem ser proporcionais as respectivas massas. Com

isso, chegamos em:

o — Gmgy Gmng

al,  aig G G

w 3
G o G o a:f,s 2,3
3 .3

Analisando as equacOes a seguir, podemos concluir que ‘al,g =a13 = a273‘ , logos os

corpos formam um tridngulo equilatero. Podemos também resolver para w chegando
em:

ad

w_\/G(m1+m2+m3)

93
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(NAO 2022-adaptada) Para fazer o poster da IOAA, o time brasileiro pesquisa
sobre o recentemente langado Telescopio Espacial James Webb (JWST), o telescopio
de proxima geracao desenvolvido como o sucessor do Hubble. Sendo o maior teles-
copio ja construido, o JWST usa sua grande area coletora para observar o espectro
infravermelho. Ele orbita ao redor do ponto Lagrangiano Lo do sistema Terra-Sol. No
problema, sejam M e m as massas do Sol e da Terra, respectivamente, com M > m.
Adicionalmente, considere os raios do Sol e da Terra como sendo Rq e Rg), e a Terra
orbita o Sol num circulo de raio a.

a) A orbita do JWST foi projetada para revolver em torno de Ly em um circulo grande
o suficiente para evitar a sombra da Terra. Qual é o beneficio de i) estar em um ponto
Lagrangiano e ii) evitar a sombra da Terra?

b) No referencial girante no qual a Terra e o Sol sdo estacionérios, o JWST orbita Ly
no plano perpendicular a linha Terra-Sol que passa por Lo. Se o JWST orbita em um
circulo de raio r em torno de Lo nesse referencial, qual é o valor minimo de r que evita
a sombra da Terra a todos os instantes? Expresse sua resposta em termos das variaveis
definidas e numericamente, em km.

c) Considere um cenério em que o JWST esté estacionario no referencial girante citado
anteriormente e adquire um pequeno deslocamento 67 = dzi + dyj relativo a Lo, onde
7 & o vetor unitério ao longo da linha Terra-Sol a partir do Sol e j ¢ um vetor unitario
perpendicular a ;. Ambos i e j sdo estacionarios no referencial girante. Em primeira
ordem (i.e. assumindo [67] < x, qual é a acelera¢do do JWST no referencial girante?
d) A presenca da forga de Coriolis no referencial girante desestabiliza a 6rbita em torno
de L1, Lo e L3 enquanto estabiliza 6rbitas em torno de L4 e L;. Desconsiderando a
forga de Coriolis somente para esta parte, as 6rbitas em torno de L9 sao estaveis quando
nao ha forca de Coriolis? O resultado é generalizavel? Em outras palavras, o que pode
ser dito sobre a estabilidade de érbitas em torno de um ponto estacionario arbitrario
onde nao ha massas interiores & 6rbita e nenhuma forga ficticia envolvida?

e) Suponha que o JWST orbita no circulo descrito na parte b) com uma velocidade
constante e um raio orbital de 500.000 km. Além disso, suponha que a propulsao a
jato do JWST esta programada para agir apenas contra a forca de Coriolis; o resto
do movimento do JWST é devido a dinamica gravitacional natural em Ls. Usando a
suposigao que a expressao em primeira ordem obtida em d) ainda se aplica, se o JWST
possui uma massa de 6500 kg, qual é a magnitude média da for¢a em um longo periodo

de tempo? As médias a seguir (calculadas de 0 até 27) podem ser tteis:



55
) 2 . 9 1 . 3 4
|smx|—7r, sin :U—2, | sin :17]—37r

Vocé pode utilizar que a forca de Coriolis é dada por:

F=2muxd

Solugao: a) i- o beneficio de estar em um ponto Lagrangiano é rotacionar em torno
do sol com a mesma velocidade angular que a Terra gira em torno do Sol. ii - A
vantagem de evitar a sombra da Terra é fazer com que a mesma nao atrapalhe nas suas
observagoes.

b) Olhando a situacao "de lado"teremos algo da seguinte forma:

Figura 2.16: Esquema da Sombra

Onde a é a distancia entre o Sol e a Terra e x a distancia entre a Terra e o ponto Ls.
Denotando por b a distancia entre o centro da Terra até o ponto C', por semelhanca de

triangulos:

AS_DT_) Rs _ Rp
SD  TC " a+b b

Resolvendo para b, obtemos:
Ry

b= — 2+
Rg — RT"

Agora, vamos definir # como o angulo ZSC A, note que:

sinf = fr , tanf =

r
b z—>b
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Da trigonometria:
sin 6 sin ¢
tan§ = =

cos 0 1 —sin26

Substituindo:
T . RT / b

v=b /1 (Rr/b)?

Substituindo b e resolvendo para r, chegamos em:

_ (a+z)Rr +zRg
\/CL2 — (Rs + RT)2

Onde zx ¢é a distancia ao ponto Ls, calculada anteriormente no exercicio 24, tendo valor

de: e
r=a <3Ms) , m

Substituindo os valores numericamente na expressao de r obtemos:

r=1,34-10" m

c) Agora, temos a seguinte situagao:

Ms

Figura 2.17: Esquema da orbita do telescopio

A mudanca da aceleragao da gravidade no ponto Ls, causada por uma massa M a uma

distancia R pode ser calculada por:

GM
(R + dz)2 + 6y2)3/2

~

i

R A
og = — (R+x)i+ dyj) +

R

Ignorando os termos de segunda ordem:

GM GM\. GM_ .
5g~—(m(}3+x)— R2>Z— R3 (Syj

A aproximagao binomial pode ser usada novamente da seguinte maneira:



og ~ C;—]\Q/[ (1 — 2% — 1) i — C;—]\;[éyj = %—Af(z&xi — 0yy)

Vocé pode notar que essa expressao é semelhante & das forcas de maré, porque o que
fizemos aqui é exatamente o mesmo! Agora, para encontrar a aceleracao do JWST,
simplesmente precisamos adicionar a dg da Terra e do Sol, depois adicionar da da forca
centrifuga no topo (a forga de Coriolis é zero, pois o JWST esté estacionario). A da

devido & forca centrifuga é simplesmente:

GM 3 23
da = 8(w?r) = w?or = ﬁ(&m + 0yJ)

Portanto, a aceleracao do JWST é

a:< GMg +GMT

3 2 GMS 3 X
25xs —
L 3 > (201 — 0yy) + 3 (0xi + dyJ)

Substituindo x = R(m/3M)3e mantendo a ordem de &7 resulta em

A GM 3GM GM R
>5xi+(—( 35+ 35>—|— 35> oyJ
a a a

_|EMs (961 — 30%7)

a3

GM 3GM GM
am<2< S—i— S)—l— 35

a3 a3 a

d) Como calculado anteriormente, um pequeno deslocamento na dire¢ao x, causa uma

for¢ga apontando na mesma direcao, logo é |instével |.

e) A forca de Coriollis é dada por:
|F| =2m |w X v| = 2mwuvsin @
Logo a magnitude média da forca é:

(F) = 2mow (sin 0)

—3GMgdy
3

Do item anterior, perceba que a aceleracao em j é 7

e isso deve ser igual a
aceleragao centripeta, logo:
3GMgr 0?2 9 3G Mgr?

=— >
a3 r a3
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Logo:

3GMgr? |GMg , .
(F>:2m\/ 3 \/a3 (sin 0)

o valor médio de sinf é 2/7, logo:

B 4v/3GMgmr

rad

(F)

Em um cenario apocaliptico, um grande asterdide colidiu com a Terra e fez
com que ela perdesse toda a sua velocidade orbital em torno do Sol. Estime quanto
tempo os humanos (supondo que algum tenha sobrevivido) teriam para encontrar uma
solucao antes de ocorrer uma colisao com o Sol.

Solugao: A orbita descrita pela Terra (na queda em diregao ao Sol) é uma elipse
degenerada de semi eixo maior a = ag/2. O tempo de queda é determinado como

sendo metade do tempo de um periodo, pela lei das areas, assim;

Em outro cenario apocaliptico, o Sol comeca a implodir, de forma que, no es-
tado final, toda sua massa se concentrara em um seu centro. Estime o tempo necessario
para que ele va do seu raio atual até o estado final, supondo que somente a gravidade
é responsavel por esse processo.

Solugao: Utilizando a Lei de Gauss:

M,
%g-dS:—47rGMm—>g:G2®

A aceleragao de um ponto na superficie do Sol, é:

d27" . GM@
2 r2
Resolvendo para t, obtemos
oI fo
2\ 2G Mg,

Porém perceba que a situacao descrita nesse problema é idéntica ao problema anterior.



Para uma particula na superficie do Sol, a trajetoria descrita sera uma elipse degenerada

de a = Ry /2, sendo assim, utilizando o mesmo raciocinio anterior, chegamos em:

T _1 472(Rp/2)3 |7 | RY

2 2 GM, |2\ 26

pr 30. Prove que se tivermos um ciculo de raio a e multiplicarmos suas coordenadas
em y por um fator de §, obteremos uma elipse de semieixo maior a e semieixo menor b.

Solugao A equacao de um circulo de raio a é dada por:

Que é a equacao de uma elipse.

(OPhO 2020 - adaptado) Janio passava suas férias no Polo Sul quando decidiu
enviar uma mala cheia (quase estourando) de pagocas e bandeiras do Brasil para sua
alma gémea bilgara, que estava no Polo Norte. Como ele gostaria que o envio fosse
o mais rapido possivel, ele chama Fausto, que consegue arremesar a mala a uma velo-
cidade v9 = 9000m/s, colocando-a em oOrbita em torno da Terra. Determine o tempo
que a mala leva para chegar ao destino.

Solugao: Teremos uma situagao parecia com a seguinte:
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Figura 2.18: Orbita do Foguete

O primeiro passo é descobrir o semi eixo maior da érbita, isso pode ser feito conservando

energia:

U(2) . GM@ _ —GM@

Resolvendo para a:

O préximo parametro importante é a excentricidade da orbita e.
L? = m*v3R% = m*GMga(l — %)
Resolvendo para e, temos:

o — U(z)RgB 1= U%R@_l
GM@CL GM@

Utilizando a equagao excéntrica da elipse, podemos encontrar a anomalia excéntrica e

depois encontrar o tempo utilizando a Equacao de Kepler, sendo assim:

Rg =a(l —ecos E)



Isolando E, temos:

oo (1)

Perceba que essa equagao nos dara dois valores de E, pertencentes ao intervalo [0, 27],

seja eles Fq e Fo. As suas respectivas anomalias médias sao M; e My, dadas por:
Mi = Ei — esinEi

Por fim, o ultimo passo para calcular o tempo, podemos simplesmente usar regra de 3.

AM — At
2 — T

Onde T é o periodo da o¢rbita, dado por:

4Am2a3

T —
G Mg

Nota do autor: Esse tipo de questoes, envolvendo tempo em orbitas, sao resolvidas de
maneira muito mais eficiente ao substituir os valores numéricos do que tentar fazer uma
expressao gigante, ou ao menos, definir varidveis auxiliares para facilitar a manipulacao

algébrica. A caso de curiosidade a expressao para o tempo nesse problema é:

3 1
At =2 @ (7r—cos_1 (E) +eyV1 —62)

GM

Ao descobrir que ir4 receber seu proprio filme em Junho de 2022, o famoso
astronauta Buzz Lightyear decide voltar ao espago para garantir que suas técnicas de
astronautica estarao em ponto para as gravagoes do longa-metragem. Para sua estadia,

ele escolhe ficar em uma espagonave geoestacionaria.

a) Qual é o periodo e o raio da orbita de Buzz Lightyear? Em que plano ela esta

contida?

b) Para uma das cenas do filme, Buzz tera que acertar sua propria nave com um
tiro dado por um rifle localizado dentro de sua espagonave. Considere que a bala
sai com 2000m/s da arma e que sua orbita estd no mesmo plano da orbita da

nave. Qual é o angulo com relacao a reta que liga a espagonave ao centro da Terra

61



CAPITULO 2. MECANICA CELESTE

que Buzz terda que mirar seu rifle para que a bala atinja a nave nas proximas 40

horas? Nao é necesséario provar que somente um angulo satisfaz essa condigao.

c) Buzz deseja que, no referencial da Terra, a trajetoria da bala esteja contida
integralmente sobre a reta que liga a posicao da nave no momento do disparo ao
centro do planeta. Assim, encontre a velocidade inicial, no referencial da Terra,
que a bala deve ter para satisfazer a condicao de Buzz e ainda atingir a nave.

Faca isso sem utilizar calculo diferencial e integral.

Nota: Para encontrar uma resposta numeérica, seria necessario utilizar programas
de computador. Para este item, é suficiente descrever como vocé encontraria
a velocidade solicitada caso tivesse acesso a um programa que resolve qualquer

equagao (transcendental ou nao).

d) Nos pos-créditos, Buzz iré acertar sua nave com um rifle cujos tiros saem com
velocidade entre 0 e 300 m/s. Entretanto, tal rifle s6 aponta para o proprio sentido
de movimento da nave. Qual é o menor tempo de viagem possivel da bala até

que ela atinja a espagonave?

Solucgao:
a) Por defini¢do, uma orbita geoestacionéria é uma o6rbita circular contida no plano do

Equador com seu periodo de rotacao exatamente igual ao periodo de rotacao da Terra.

Pela tabela de constantes, o periodo de rotacéo da Terra (dia sideral) é| Ty = 23"56™04° |,

agora utilizando a Terceira Lei de Kepler para calcular o raio,

472

1/3
M
Ry = <G T02> —4,22-10" m

b) A nave se move com velocidade,

o1 R
vo = 0 — 3080 m/s
To

Sendo uo a velocidade com que a bala sai do rifle, entao a bala comecgara a se mover
com velocidade em relagao a Terra W = vy + Uy, em que o angulo entre o e o pode
ser livremente variado. Sabemos que a bala ird descrever uma trajetoria eliptica com
foco no centro da Terra. Obviamente, a bala s6 pode atingir a nave em pontos onde as
trajetorias da bala e da nave se intersectam. Isso corresponde a intersecgoes entre uma

elipse e uma circunfe-réncia e, nesse caso, hé 2 interseccoes, ja que qualquer satélite tem



apenas um perigeu e, nesse caso, o perigeu nao pode estar a uma distancia maior que
Ro, afinal um dos pontos da érbita (o ponto de onde a bala é disparada) com certeza
estd a uma distancia Ry.

Dessas 2 interseccoes, uma delas é o ponto em que a nave se encontra no momento
do disparo. Podemos provar qualitativamente que é impossivel a bala atingir a nave

na outra interseccao da seguinte forma: Seja A e B os dois pontos de intersecgao,

consideremos dois casos:

e Caso 1: wy < vy
Nessa situagao, pela energia mecanica total, o semieixo maior a da 6rbita da bala
serd menor ou igual a Ry e, consequentemente, como T « a/2, entdo o periodo
T} da orbita da bala serd menor ou igual ao periodo T da nave (T3 < T). A
partir da figura abaixo, note que a distancia ABp percorrida pela bala entre A e
B é maior que a distancia AB, percorrida pela nave (AB; > ABo). Ainda, como
woy < vy, entao, pela conservagao de energia mecanica, durante toda a trajetoria
de A até B a bala terd uma velocidade w menor que wy, afinal ela estari a uma
distancia maior que Ry. Logo, sua velocidade sera sempre w < vy quando estiver

entre A e B.

B

Portanto, como AB; > ABy e w < vp, o intervalo de tempo At4p, para a bala
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ir de A a B é maior que o intervalo de tempo At4p,, da nave (Atap, > Atap,).
Ou seja, é impossivel acertar a nave nesse caso pois os intervalos de tempo nao
sao iguais.

Por fim, vale notar que se a bala for disparada do ponto B de forma a percorrer
o trajeto BA;, também nao é possivel termos um mesmo intervalo de viagem,
porque: T3 < T — Atyp, + Atpa, < Atap, + Atpa, — Atpa, < Atpa, +
(Atap, — Atap,) e, como Atap, — Atap, < 0, entdo Atpa, < Atpa, Ou seja,
novamente os intervalos de tempo de viagem da bala e da nave nao podem ser

iguais.

Caso 2: wgy > vy
Aqui, por argumentos similares, temos 75 > T e, pela imagem é evidente que
BAy; < BAy. Pela conservagao de energia, a velocidade w da bala entre B e A é

sempre maior que wy e, portanto, w > vy.

Logo, Atpa, < Atpa,. E lembrando que T > T, podemos analisar a traje-
toria entre A e B. Temos: Atup, + Atpa, > Atap + Atpa, — Atap, >
Atap + (Atpa, — Atpa,), mas Atpa, — Atpa, > 0, entdo Atap, > Atap,.
Novamente, verificamos que nao é possivel ter a igualdade entre os intervalos de
viagem da bala e da nave.

Agora, sabemos que nao é possivel atingir a nave na intersec¢ao em que ela nao se



encontra no instante do disparo. Portanto, nos resta apenas analisar se é possivel
atingir a nave no ponto em que a bala é disparada e rapidamente percebemos uma
solugao trivial: basta fazer a bala ter um periodo orbital de NTj (em que N é um
nanero natural) afinal, dessa forma, tanto a bala quanto a espagonave estarao no
mesmo ponto e colidirao apés NTy. Outra solucao aparentemente possivel seria
fazer a bala ter um periodo orbital de Tp/N, de forma a colidir com a nave apos
Ty, entretanto pode-se mostrar que para todo valor de N natural, a bala colidiré
com a Terra e, portanto, nao é uma solucao valida. Logo, o periodo orbital da
bala deve ser NTy. Mas como o enunciado pede que a colisao ocorra dentro de
40 horas, entao a tnica solugao é N = 1.

Note que o enunciado dizia que nao era necessario provar que ha apenas uma
solucao, portanto, bastava perceber que a solu¢ao tinica é o caso trivial em que a
bala encontra a nave no mesmo ponto do disparo apos Tp.

O resto se resume a descobrir em que angulo se deve disparar para manter o
mesmo periodo orbital. Para isso pode-se usar o seguinte raciocinio. Primeiro
observe que da terceira lei de Kepler, o periodo orbital 71" se relaciona com o se-
mieixo maior a como T o a®/2.

Portanto, se queremos manter 7', o semieixo maior precisa ser fixo. esta relacio-

nado com a energia total como:

G Mgmpalq

Etotal - = 2

Como podemos ver, fixar o semi-eixo maior significa que a energia total precisa
perma-necer constante e como energia total energia cinética + energia potencial,
a velocidade total da bala e da espaconave precisam ser iguais no instante em que
a bala ¢ disparada (w = vp).

Isso pode ser facilmente alcangado fazendo o angulo entre 4 e g tal que vy, g
e w formam um tridngulo isosceles. A partir de geometria simples, obtém-se o

angulo desejado. Abaixo estd uma figura da situacao:
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Vo Nave
o o
- U
Up — 0
?_U
U
Terra

Pelo esquema:

(180° —2a) + e —90° =60 — 0 = 90° — «
Basta encontrar o angulo «. Pela lei dos cossenos:

U
vg :vg+u(2)—21)0uocosa—>cosa T
0

Portanto,

6 = 90° — cos ! <2u_0> ~ 18,9°

Vo

c) Para que a bala atinja a nave, queremos que o seu tempo de voo seja igual a

um multiplo do periodo da nave ao redor da Terra (t,0,, = N71p). Vamos calcular
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a velocidade no caso em que N = 1 para depois generalizarmos. No referencial

da Terra, temos a seguinte orbita:

\ .
) ! Orbita eliptica com e — 1

Note que este é um problema de elipse degenerada, ou seja, a 6rbita eliptica possui
uma excentricidade que tende a 1, fazendo-a préoxima de uma reta. Para encon-
trarmos a area varrida pela bala, precisamos lembrar que uma elipse de semieixos
a e b nao passa de um circulo de raio a cujas coordenadas foram multiplicadas por
b/a. Isso quer dizer que podemos encontrar a area S associada a elipse multipli-

cando uma area S’ associada a um circulo que representa a elipse "esticada'por

um fator b/a. Visualmente:

Assim, sendo S a area varrida na elipse pela bala e S’ a area em azul, temos que
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S = S'b/a. Podemos encontrar S’ por:

S = na® — 0a® + Ha

Onde H = \/Rg(2a — Rg)é a menor distancia de B até areta AC e cos§ = %.
Perceba que s6 subtraimos da area total a area do setor circular DOB e somamos
a area do poligono ABOD. Assim, sendo P = 27,/ ﬁ, temos:

S a3 a — R@ R@ R@
twoo = P— =1/ =— | 27 — 2cos™! n/—=2-=
voo wab am \ 7" o8 ( a > +
Agora, temos que tyoo = N - 24 h. Sendo v, a velocidade inicial da bala no
referencial da Terra, temos, por conservacao de energia:
v, GM  GM 1

v _ ——— =% —_ e —
2 Rs 20 T 5 &

Assim, com um programa de computador, seria possivel encontrar o valor de a -

e, consequentemente, vy - para qualquer dado valor de N.

d) Nesse caso, como a bala é disparada no mesmo sentido de movimento da nave,
a inica maneira de fazer a bala e a nave colidir é fazer a bala e a nave se encontra-
rem no ponto de interse¢ao original ap6és um certo nimero de rotagoes orbitais.
Nao ha outros pontos de intersecao porque o ponto onde a bala foi disparada seréa
o perigeu de sua orbita, portanto, todos os outros pontos da 6rbita da bala esta-
rao mais distantes do que Ry, fazendo com que o circulo e a elipse se intersectem
apenas no ponto do disparo.

Agora, vamos encontrar o periodo orbital maximo e minimo da bala. Se a velo-
cidade que a bala sai do rifle for u, entao sua velocidade no referencial da Terra
€ v + u.

A energia total por massa expressa no ponto onde a bala foi disparada é:

Etotal _ _GMEB _ (UO + u>2 _ GMEB
Mpala 2a 2 Ry

Portanto, o semieixo maior da orbita é:
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Entao:

A velocidade u pode ir de 0 a 300 m/s, entdo o periodo orbital pode variar de

T(u=0)=Tyaté T(u=300 m/s) = 1,41Tj.

Seja At o tempo de viagem da bala, entao At = nTy = mT onde n e m sao
numeros naturais.Como queremos minimizar o tempo da viagem, entao queremos
encontrar o menor valor possivel para n. Como vimos que Ty < T' < 1,147y e

temos que T' = =Tp, entao,
n
1< — <1,41
m

Disso, sabemos que n > m. O menor valor possivel para n que satisfaca essa

desigualdade é m + 1. Portanto:

m—+ 1
m

<1,41 - m > 2,44

Como m é natural, temos como solu¢cao m = 3 e n = 4, assim o menor tempo de

viagem possivel é,

At = nTy = 95"44™16°

(IOAA 2022) A orbita de Mercirio possui uma excentricidade consideravel-
mente alta. Ademais, seu periodo de rotacao é % de seu periodo sideral. Como resul-

tado destes fatores, o Sol apresentard movimento retrégrado no céu de Mercurio nas
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proximidades do periélio. Calcule a duragao total desse movimento retréogrado apa-
rente durante uma o6rbita de Merctirio em torno do Sol. Escreva sua resposta em dias
terrestres.

Solugao: Na iminéncia do movimento retrogrado do Sol, a velocidade angular de
rotagdo de mercurio, é a mesma velocidade angular com que o mesmo orbita o Sol.

Primeiramente, o exercicio nos informa que:
2
Trot = gTS

Como w = 27/T, logo:
2m 27 3T

Wrot = 75— = = =

Trot 2Ts Ts

3 GM 3 /GM
w g i —_— = — —_—
rot 4mad 2 a3

A velocidade angular na translacao pode ser calculada utilizando a equagao vis-viva, e

Pela terceira lei de Kepler:

utilizando que wy = v/r:

poam (oY) Hup= G (2D

r a

Contudo, igualando as velocidades angulares:

9GM 2GM GM

4q3 r3 r2a

9 2 1
4a3 13 r2a

Reorganizando, temos:

93 + 4a%r — 8a® =0

Essa expressao pode ser resolvida utilizando a formula da equacao cubica, ou por ite-

racgao. Como a = 0,38 UA, temos:

3_42 1/3
r= (%) ~ 0,307 UA

A excentricidade de Mercurio é de e = 0, 2056, podemos agora colocar isso na equagao
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excéntrica da elipse:

r=a(l—ecosE) = cosE = é - é — 0,934 — E = 20,87°
Agora, utilizando a equagao de Kepler:
M=F —esink
Por simetria, teremos que E; = 17,21°, Fy = 360° — F; obtemos:

M; =0,291 M, = —0,291

Com isso, temos AM = 0,582. Por definicao:

AM
At = —T =~ 8, 3 dias
2w

Partindo da conservacao de momento angular, encontre uma expressao para
o tempo necessario para ir do periastro de uma o6rbita parabdlica até um ponto com
anomalia verdadeira 6, assumindo que a massa central M seja muito maior que a
massa orbitante m. Deixe sua resposta em termos do momento angular especifico h e
do parametro orbital y = GM.

Soligao: O momento angular, pode ser escrito como:

_add d) L

L — = =
mr dt dt  mr?

Para uma parabola, o elemento de area, em coordenadas polares, é dada por:
dA = r?df/2

A velocidade areolar é:
s dA_rtd L
Cdt 24t 2m

Ou seja;
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Da equagao polar da parabola:
P
1+ cosf

Nossa equagao se torna:
do

(1+ cosf)?

2
dt =2 _ 49
h ) (1+cosf)?

Para encontrar uma expressao para p, basta conservar energia. Quando estiver em seu

2

p

dt =&
h

Integrando dos dois lados:

vértice (periastro, r, = p/2), a velocidade serd perpendicular ao vetor posigao, logo:

hznmz(z—?)v—m):%
2 p

2
E por conservagao de energia (para uma 6rbita parabolica, £ = 0, logo % = %)

O resultado da integral do lado direito, segue a seguir: Temos que 1 + cos(f) = 1 +

COSQ(g) - sinQ(g) e, utilizando a identidade trigonométrica sin’(x) + cos?(z) = 1, temos

que 1 — sin?(z) = cos?(z), reduzindo a expressdo para 1 + cos(f) = 2 cosz(g)

df 1 9
/(1+cos(9))2 - 1/8“4(5)6”

Podemos expandir sec? z = 1 + tan® z, temos que %f sec4(g)d9 = %lf(l + tanZ(g))QdH

A partir daqui, a integral se torna mais amigével para resolver-se. Tomando u = tan (g) ,

temos que Z—g = %tan(g) = %secz(g). Portanto df = 2COS2(g)du e, utilizando a

. . 2(0 1 1 — 1 .
propriedade anterior, temos que cos®(3) = = = s De maneira
’ <2) secQ(%) 1+tan2(%) 14u

matemética:

2
/%:i/w (g) dez;l/(utan? (g)) d@zi/(1+u2)2d9
_%1/(1‘“«‘2)220082 (g) du = %/(1+u2)21_:u2du—
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%/(1 + u?)du

Essa integral pode ser facilmente resolvida, resultando em:

1 1
§U+6U3+C

Agora basta substituir u = tan( g), resultando em:

1 0\ 1. 4 (0
§tan (5) + gtan (5) +O

Contudo, a expressao para o periodo de tempo percorrido é:
h (1 0 1 0

At=—(=tan| =) +=tan® ( =
u2 \ 2 2) "6 2

Analisaremos agora o caso da 6rbita hiperbodlica.

a) Partindo da defini¢do da anomalia excéntrica E e de sua relacdo com a equagao de

uma elipse no plano (x,y), sugira um possivel pardmetro F' que seria o seu analogo
para uma Orbita hiperbolica. Esse parametro nao precisa ter nenhum significado fisico,
mas ainda assim nos ajudara a resolver o problema.

b) Prove que a distancia r ¢ dada por

r =a(ecosh F — 1)

¢) Analogamente ao problema anterior, encontre uma equagao que relacione o tempo ¢
desde a passagem pelo periastro e o parametro F'.

Solucgao:

a) Uma elipse pode ser descrita por (x,y) = (acos E, bsin E') de modo similar, é possivel
pensar que a hipérbola é dada por (z,y) = (acosh F, bsinh F')

2

b) Usando que 7% = (z — ae)? + 2 (o foco fica a uma distancia ae da origem) que, para

hipérboles, a?e? = a® + b> — b = ave? — 1 e também cosh? — sinh? = 1 temos,

r2 = (acosh F — ae)? 4+ b?sinh® F
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r? = a? cosh? F — 2a%e cosh F + a%e® + a®(e? — 1)(cosh? F — 1)

Simplificando,

r? = a?e? cosh?® F — 2a%e cosh F' — a?
r? = a?(ecosh F — 1)?

E finalmente,

.r=a(ecosh FF —1) H

c) Analogamente as orbitas elipticas, temos a equagao de Kepler para as parabolas,

M =esinh F — F

Onde M = wt = At C;—é/[, resolvendo para o tempo,

[ a3 .
At = GM(esmhF—F)

(Vinhedo-2022) Supondo que realiza-se um langamento de um foguete entre
dois pontos que estejam em um mesmo circulo maximo e separados por um angulo de
90° medido a partir do centro da Terra, determine a velocidade minima de langcamento
vmin (em funcdo de G, do raio da Terra Ry e de sua massa My ) que o foguete deve
assumir para que a missao seja cumprida e qual deve ser o angulo de lancamento com
a horizontal nessa situacao.

Solugao: a) Observe a seguinte figura de apoio:



Figura 2.19: Representagao geométria

Perceba que para a velocidade vy, os pontos P e (), devem estar na elipse de segu-
ranga. Com isso, o segundo foco da orbita F' (o foco primério se da no centro do corpo
massivo, na figura marcado pelo ponto O), deve estar na reta P(), com isso, usando as

propriedades da Elipse, temos:
PF + PO = 2a

QF + QO = 2a
Como PO = QO = R e, pelo teorema de pitagoras PQ = /2R, chegamos em:

— = 2
F_oF - V2R
2
Substituindo em qualquer uma das equacoes, obetemos:

az%(\/i-i—%

Utilizando conservacao de energia:
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Resolvendo para v, obtemos:

Umin = 1/ 2(V/2 — 1)\/%\4

b) Note que FO = 2¢, logo, pelo teorema de Pitégoras, no triangulo PFO, temos:

2

R2:%+402

Logo, ¢ = R/v/8. A excentricidade da érbita é dada por:

e #4141
a VBR(V2+2) 1442

e =

Com isso, podemos encontrar o momento angular da 6rbita, dado por:

L =my/GMa(l —€?)

Fazendo o seguinte estudo de angulos, encontramos as seguintes relagoes angulares:

Figura 2.20: Angulos notéveis

Com isso, podemos concluir que L = mRvsin¢ = mRvsin(r/2 — ) = mRvcos~y

[gualando as duas expressoes:

MRUmin cosy = m/GMa(l — e2)



Resolvendo para ~:

1

VGMa(1-¢?) _ \/GM§(\/§+ 2)(1 = ()%

COS 7y = Rvmm 1l
R\/2(vV2 = 1),/ <L

Simplificando:

(ﬁJr;).M
4 7 2) 342V2

2(v2 - 1)

cosy =

Ou seja, |y = 22,5°|.

(PhysicsCup-2012) Pretende-se langar um missel balistico entre duas localida-
des separadas por um angulo ¢ sobre a superficie terrestre. Qual a menor velocidade

inicial necessaria para isso? Com qual angulo com relagao ao horizonte o missel deve

ser lancado?

Solucgao:

Este problema é a generalizagao do problema anterior para um angulo 6, qualquer.

Temos o seguinte esquema:

7
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Figura 2.21: Esquema para um angulo geral

Equacionando:

PF + PFy, =2a
QFl +QF2 = 2a

Somando as duas:

PQ+ 2R = 4a

Seja a distancia, PFy» = QF» = z, utilizando trigonometria basica, + = Rsin(0/2),

resolvendo para a:

2x + 2R = 4a
o= I;R _ §(1 + sin(8/2))

Utilizando a equacao vis-viva:

v \/GM (% N é) - \/Gg (2 1 —I—sii(9/2)>




_ [2GM sin(0/2)
v R <1+sin(9/2)>

Vamos observar a elipse percorrida pelo foguete,

Ao prolongarmos o vetor velocidade, ¢, conseguimos uma reta s tangente a elipse. é
uma propriedade das conicas que os angulos entre a reta tangente e os focos sao os
mesmos, e devido a simetria da situagao (os pontos P e () distam o mesmo tanto do
ponto O), podemos afirmar que o angulo OPQ = OPFy, =7 — 2¢ e também que o
angulo OFP =1 /2. Como a soma dos angulos internos de um tridngulo deve ser igual

a 7, olhando o triangulo OF; P, temos,

O T pr—2p=
sTgtm—2p=m
Resolvendo para ¢,
O+
LA

O angulo de langamento, v ¢ dado por,

Resolvendo para 7,
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Considere os pontos O, P; e P, da figura abaixo.

No ponto O temos uma estrela de massa M, e desejamos langar uma massa m do
ponto P; para chegar no ponto P». Assuma que as distancias OP; = ri, OP, =19 e
PP, = ri2 e a constante de gravitagao GG sao todas fornecidas.

a) Qual a menor velocidade vy, necessaria para lancar a massa m de Pj para Py?

b) Neste cenério de minima velocidade, qual o dngulo de langamento 6 da massa em
relacao a linha Py Py?

Solucgao:

a) O problema nos da as seguintes condigoes de contorno: O ponto O representa um
dos focos da elipse. P; e P devem estar na elipse de seguraca. Seja F' o outro

foco da elipse. Utilizando-se das propriedades dessa conica
OP; + P F =2a
OP, + PBF = 2a

Somando

OP, + 0P, + PLF + PboF = 4a

O tnico ponto variavel dessa equagao é o ponto F. para minimizar a temos que

minimizar a quantidade Py Fy + P> F. Essa quantidade é minimizada quando F



pertence a reta PP, assim Py + PoF = P Py. O que faz a nossa expressao se

tornar

OP, +0OP, + PP, =4a
Utilizando as medidas fornecidas pela questao

_7”1—|—7“2—|—7’12
N 4

Agora, utilizando de conservacao de energia

_GMm n mvfmn _ _GMm
1 2 2a

2 4
S e
Umin \/ re  ry+re+nrie

2GM (7’2 + 119 — 1”1)
’U g =
e 1 1+ 1o 4+ 112

b) Observe a figura a seguir,

81



82

CAPITULO 2. MECANICA CELESTE

Na elipse de seguranca, tanto OP; quanto OP, passam pelos focos da elipse.
Prolongando o vetor velocidade ¥ no ponto P; obtemos uma reta s tangente
a elipse. E uma propriedade das conicas que qualquer tangente produz angulos
iguais em segmentos que ligam do ponto de tangencia aos focos. Por isso, podemos
afirmar que os angulos que os segmentos OP; e OP, fazem com a reta s sao
equivalentes e vamos denominalos de ¢. Diante dessas consideragoes, temos um
triangulo AOP, P onde o angulo OP, P equivale a m — 2. Agora, podemos usar

a lei dos cossenos,

T% = 7‘% + 7“%2 — 2ryrig cos(m — 2¢p)

Utilizando que cos(m — z) = — cos x temos,

r% = r% + T%Q + 211712 cos(2¢)

Resolvendo para o,

L 7’% - 7“% - 7”%2
@ = — COS B —
27’17’12

Note que pelo fato de os angulos internos do triangulo somarem 7, o angulo ¢

estd limitado a 0 < — 2p < 7.

Geométrico, apos brigar com seu amigo Plo, decide assusta-lo com sua arma
espacial. Para garantir que a trajetoria do projétil nao sofra interferéncia dos planetas,
Geométrico deseja que ela possua a menor excentricidade possivel.

a) Para ajudar Geométrico em sua empreitada, vocé precisara utilizar a definigdo de um
hodoégrafo: a curva descrita pela extremidade do vetor velocidade durante o movimento
de um objeto. Com o Sol na origem, defina a direcao do periélio como sendo o eixo x e
o eixo y como sendo perpendicular a ele. Mostre que, no plano v; — vy, o hodégrafo de
qualquer orbita kepleriana é um circulo, determinando seu raio e a posicao do seu centro.
Deixe sua resposta em termos do parametro gravitacional p = GMs, do momento
angular especifico h e da excentricidade e.

Dica: Lembre-se que a equacao polar de uma conica em fun¢ao da anomalia verdadeira

0 é dada por



. p
)= 1+ ecosf

Onde e é a excentricidade e p = %2 o semilatus rectum.

b) Chame de O a origem do plano v, — vy e de C' o centro do hodografo. Faga um
esboco qualitativo do hodografo para cada um dos tipos de 6rbitas possiveis. Qual é a
diferenca entre eles?

c) Na segunda figura a seguir, em que o ponto ) representa a velocidade num ponto
arbitrario da orbita, indique as direcoes correspondentes aos versores radial 7 e tan-
gencial 6 neste ponto, mostrando seu raciocinio. Com isso, defina geometricamente
as componentes radial v, e tangencial vy da velocidade, isto é, encontre no hodoégrafo
segmentos cuja medida seja equivalente a de cada componente. Vocé pode achar til

utilizar um circulo auxiliar de diametro OC'.

Ponto ) arbitrario da drbita

Velocidade em () representada no hodagrafo
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d) A partir dos itens anteriores, encontre uma relagao entre o angulo ZPC@) no hodo-
grafo e a anomalia verdadeira 6.

e) Considere novamente o circulo auxiliar de diametro OC. Trace um segmento saindo
de @ e intersectando esse circulo em T', tal que QT seja tangente a ele. Prove que esse
segmento possui medida igual & velocidade de uma o6rbita circular passando por @) (na
orbita real), isto é, QT = \/,u_/r

f) Ao analisar uma o6rbita, é muito 1til considerar o parametro de velocidade \, definido
como sendo a razao entre a velocidade do corpo e a velocidade de uma 6rbita parabélica
passando pelo ponto em questao. Encontre A em funcao da energia por unidade de
massa €, (i, € T.

g) Trace a reta perpendicular a OQ), passando por O, e chame de B sua intersegao com
o prolongamento do segmento QC. Prove que BQ/CQ = 2%

h) Considere que Geométrico e Plo estejam nos pontos @1 e @2, respectivamente, a
uma distancia r1 e r9 do Sol, com um angulo ¢ entre eles visto a partir da estrela.
Represente a situagao num hodografo e encontre o lugar geométrico formado por todas
as posigoes possiveis da origem, fornecendo os pardmetros que o caracterizam. Vocé

pode deixar sua resposta em termos de quaisquer variaveis presentes na figura a seguir.

Sol

()2

i) Encontre a menor excentricidade possivel para uma orbita que passa pelas posigoes
de Geométrico e Plo.

Solucgao:



a)

Comecaremos calculando a velocidade radial em um ponto arbitrario da oérbita:

v _@_—p esin@d—e——rzesmed—e
" dt (1+ecosh)? d p dt

Para o o eixo z:

r=rcosd = v —ﬁCOSQ—TSiHQd—e—TSiHQ ﬂ—l d_@
N Tdt dt 1+ ecosb dt

_TQSinéd_H__hsinﬁ__ﬁsmg
p dt p  h

Vy =

. Analogamente, no eixo y:

Onde utilizamos que h = TQ?T?

=rsinf = —ﬁs' 0 + COSG@— ﬂ—kcos& d_@
y=rsu Uy_dt i " dt_r 1+ ecosd dt

r?(e4cosf)df u
Wy = B e— T E(e + cos0)

Dessas equagoes temos que:

o 2 2
()= ()
Que ¢é a equacdo de um circulo de raio p/h e centro em (v, vy) = (0, ue/h).

Para e = 0, o centro do hodoégrafo sera o centro do plano, para 0 < e < 1 o
centro do plano estaré dento do hodorafo, para e = 1 o centro do palno estaré na

cirfunferéncia do hodografo e para e > 1 o centro estara fora do hodofrago.

Como a forca gravitacional é central, sabemos que a aceleragao é puramente radial.
Da definicao do hoddégrafo, a direcao da aceleracao num dado ponto é tangente
ao circulo, ou seja, a tangente deve corresponder a direcao radial instantanea
da oOrbita. Assim, a direcao tangencial da orbita deve corresponder & direcao
radial do hodografo. Com isso, basta projetar v na direcao radial, passando
pelo centro C' do hodografo e intersectando o circulo auxiliar do enunciado em

S, com a velocidade radial sendo dada por v, = OS. A velocidade tangencial
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serd, entao, dada por vy = ().S. Perceba que as duas componentes sao, de fato,

perpendiculares, uma vez que, pelo teorema de Tales, ZOSC = 90°.

A 'U., y

UJ'

Figura 2.22: Caption

d) Considere o ponto @ do item anterior e um ponto @’ representando a velocidade
ap6s um intervalo de tempo At muito pequeno. Por definicado da anomalia ver-
dadeira, sua variacao deve ser igual ao angulo entre as direcoes radiais. Ora, esse
é o angulo ZQCQ’ do hodoégrafo! Como o ponto P representa a velocidade no
periélio (velocidade na dire¢ao ¢ e anomalia verdadeira nula), concluimos que o

angulo ZPCQ é igual a 6!



Q

hr

Af

Uy

Figura 2.23: Caption

__9 R —
e) Da geometria do hodografo, a poténcia do ponto @ é QT™ = CQ - SQ. Por
construcao, CQ = u /he SQ@Q = v;. Da conservaciao de momento angular, h = rv;.

Substituindo as expressoes:

ng — ="

=
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Uy

Q

Figura 2.24: Caption

f) A velocidade na orbita parabolica ¢ dada por 4/2u/r. Logo, por defini¢ao,

e Tl

V2T 2 J
v er
———=&g = A= ,/1+—
2 r L

g) Consideremos uma circunferéncia de diametro OB. A poténcia do ponto Q pode
__9 - _
ser escrita como OQ) = SQ - BQ). Lembrando que OQ = v, temos, dos itens

anteriores,

W2:o—g.m:\/g L Be 2,y

r cQ wfr

h) Do item d), sabemos que o angulo entre os pontos @1 e Q)2 no hodografo é igual
a v. Temos, do item anterior, que se tracarmos uma circunferéncia de raio A%y /h
tangente ao hodoégrafo num ponto () qualquer, ela contera a origem. Logo, como
temos dois pontos (1 e (J2, temos duas circunferéncias que se intersectam nos
pontos O1 e Oz, dando duas posi¢oes possiveis para a origem. Chame o centro

dessas circunferéncias de G e G, respectivamente. Por definicao, CQ; = CQ2 =



w1/ h; logo, segue que
CGi=(1-X)u/h e CGy=(1-X3)u/h,

ou, ainda,

CGi 1-X2 n

CGy 1-X r

Onde utilizamos o resultado do item A.6. Essa equagao implica que o triangulo
AG1CGs e o triangulo de posigoes do enunciado sao semelhantes! Agora, trace as
tangentes do hodografo nos pontos ()1 e Q2 e chame o ponto em que elas se cruzam
de T. Analisando o quadrilatero TQ1CQ2, com CQy = CQ1 ¢ LLCQiT =
ZLCQT = 90°, é evidente que QT = QT5, isto é, o ponto T possui poténcia
igual em relacao as duas circunferéncias. Disso segue que T esta sobre o eixo
radical delas (conjunto de pontos cujas poténcias em relagao a elas sao iguais),
assim como O; e Oz (que possuem poténcia nula). Assim, os trés pontos estao
sobre uma mesma reta, que é perpendicular ao segmento G1G2, o qual tem uma

orientacao fixa devido a similaridade descoberta anteriormente.

Se variarmos as velocidades (e consequentemente os parametros de velocidade) nos
pontos 1 e (Y2, mantendo-os fixos, temos que T' também é fixo, e a orientacao do
eixo radical é determinada por G1G2, temos que ele também é fixo! Assim, todas
as trajetorias devem estar sobre essa reta, que denominaremos linha das origens.
Nos resta descobrir a orientacao dessa reta em funcao dos parametros intrinsecos.
Apoés um pouco de geometria, obtemos ZLQ1TOs = o1 e LZLQTOy = ¢o.
Qualquer uma dessas respostas seria valida, porém, serd usada aquela centrada
no ponto médio do arco 6 e tirando o bissetor da reta que passa por T e C'. Por
simetria,

LLCTQ2 = LLCTQ1 = (¢1 + p2)/2.

Portanto, § = p2 — (1 + v2)/2 = (w2 — ¢1)/2.
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Figura 2.25: Caption

i) Quando a excentricidade for minima, pela constru¢ao do hodografo, a distancia
do centro até a origem serd minima. E evidente que somente um ponto na linha

das origens satisfaz essa condicao, de forma que ZLTG1C = 90°. Por geometria,

CT = CQgsec% = 0C =CQ> sec%sinhm;tp1|

2
.. Emin = S€C % sin ’ P29 ‘
2 2




A partir das propriedades do hodégrafo, encontre o ponto de uma 6rbita eliptica
no qual a velocidade radial é maxima. Além disso, encontre uma expressao para essa
velocidade em funcao da constante gravitacional G, da massa central M e do semieixo
maior da érbita a.

Solucgao:

Observando a figura 1.19 podemos perceber que a velocidade radial é méxima quando
S = (), isso nos daria um ponto com 6 = 7/2, que é o famoso Semi-Lactus-Retum.

2 2 2

Sabemos que v? = v + vtz — 2 = v? — vy. Utilizando a equacao equacao polar da

elipse, a equagao vis-viva e conservagao de momento angular

UQZGM(E—E), L = mru

T a

_a(l—¢€?)
14+ ecosh’

Utilizando que 6 = 7/2 econtramos 7 = a(1 — €?), substituindo nas demais formulas

2 GM 1 + 62 2 L2
= ——— ’Ut =
a 1—¢? m2a?(1 — e2)2

Substituindo L = m+/GMa(1 — €2) temos

(

GM

2 _
Y= a(l —e?)

Voltando a nossa expressao para v,

o GM1+é? GM GM €

" a 1—¢2 a(l—e?) a 1-—¢2

(%

Tirando a raiz

Suponha que um exoplaneta distante orbita sua estrela central em uma 6rbita
eliptica que possui o eixo maior alinhado com a linha de visada de um observador na
Terra. A partir das propriedades do hodografo, encontre em qual ponto da orbita a
velocidade radial vista da Terra é maxima. Além disso, encontre uma expressao para

essa velocidade em funcao da constante gravitacional GG, da massa central M e do
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semieixo maior da orbita a.

Solugao: Considere a seguinte imagem

Figura 2.26: Caption

No esquema a cima, consideramos que a Terra esta localizada no eixo x. A velocidade

raial vista da Terra sera v,. Utilizando geometria, podemos obter as seguintes relacoes

(1) v2 = o? —1)5
@)t =12 of

(3) vy = v, cos(d —7/2) = v, sind

Substituindo (3) em (1)

2 _ .2 2 2
v, =v° — v, sin” 6

Utilizando o resultado de (2)

2
7

v2 = v%(1 — sin? ) + v2 sin § = v? cos?  + v? sin? 6

Utilizando a equacao polar da elipse e a equacdo vis-visa, podemos encontrar v?



2 1 242 1 M1+e2+2
):GM( + 2ecosd ):G + e* + 2ecos b

2 _ M(——— 1
=G a(l—e?) a

r a a 1 —e2

E por conservagao do momento angular

L2 GM 1+ ecosb

2 pr— p—
R a 1—¢2
Substituindo na féormula de v,
GM
v2 = ———[(14 €® + 2ecos 0) cos? 0 + (1 + e cos §) sin? 6]

T a(l —e?)
H& duas maneiras de achar o # que maximiza essa fungao, o primerio método utiliza
que dv,/df = 0 e o segundo, utiliza-se da figura 1.19 para notar que o maior valor que
a comonente v, pode ter é o proprio raio do hodografo, quando 6§ = 7/2. De amabas

as maneiras, obtemos

GM

Vr,max = m

Neste problema, iremos estudar o comportamento de um planeta misterioso e
as condigoes para que possa existir vida nele.

a) A zona de habitabilidade de uma estrela é definida como aquela na qual dgua em
estado liquido pode existir na superficie de um corpo negro. Portanto, considerando
que o planeta misterioso seja um corpo negro ideal de rotacao rapida, determine a ex-
centricidade méxima de sua orbita para que ele possa abrigar vida. Despreze quaisquer
efeitos termodinamicos que possam ocorrer no espaco sideral ou na atmosfera.

b) Foi achado o vetor velocidade do planeta em dois pontos distintos da érbita, A e B.
Sabe-se que:

(i) ¥} e U fazem um angulo ¢ entre si, com 0 < ¢ < 7

(i) |v1] = nlv2]

Assim, determine a relagao entre ¢ e n para garantir que o planeta possa abrigar vida.

Solucao:

a)
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Obtenha uma equagao para o limite de Jeans, isto é, a massa critica acima da
qual uma nebulosa colpsa para formar uma estrela. Escreva o resultado em funcao da
temperatura 7', da massa molar p do gés que constitui a nebulosa e sua densidade p.

Solucao: A nebulosa ira colapsar quando chegar na situacao limite do Teorema do

Virial, isto é

2K+U =0

Considerando que a ntvem é composta principalmente por Hs (contendo 5 graus de

liberdade), temos,

0

o (3NkBT 3GM?

2 5

Onde N é o namero de moléculas de Hy e r o raio da nebulosa. Dividindo ambos os
lados por M e usando que R = kpA onde R é a constante dos gases ideiais e A o

numero de avogadro, temos,

SRT  3GM
uw b

Agora precisamos escrever r em funcao da densidade:

dmp

M _3M s\ V3
= —= — 7":
P=V = tmrs

Aplicando a substituicao,

5RT  3GM (47?/))1/3
v 5 \3M

5RT  3GM?*/3 (47Tp)1/3
w5 3

Isolando M chegamos ao resultado desejado,

25rRT\*? /3 \?
M= 27 2
3uG 47p




Encontre a massa total de um aglomerado de galaxias sabendo que a velocidade
radial quadratica média das galaxias em relagao ao centro de massa do aglomerado é
Urrms. Suponha que a distribuicao de massa do aglomerado ¢ esférica e uniforme,
possuindo raio R.

Solugao: Pela simetria da distribui¢ao de velocidades, U%Tms = (v2) = <v§> = (v2),
desse modo, (v?) = (v2) + <v§) + (v2) = 3v2,,s- No limite de massa, o aglomerado

obecederé o limite do Teorema do Virial,

_ 3GM?

1
(3

Usando o temorema das médias,

r,rms

meiz = M{(v?) = 3Mv?
i

Podemos simplificar a nossa expressao do Teorema do Virial,

3G M?
3M U%,rms = W
Resolvendo para M, obtemos,
M= 5Rvg,rms
G
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