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Prefacio

A Apostila Magna é o resultado de um esfor¢o conjunto do Ntcleo Olimpico de Incentivo ao Co-
nhecimento (NOIC), uma equipe de talentosos individuos, muitos deles medalhistas olimpicos
internacionais das Olimpiadas de Astronomia e Astrofisica (IOAA) e da Olimpiada Interna-
cional de Fisica (IPhO). O NOIC, com suas proprias experiéncias e conquistas, trouxe uma

expertise valiosa para a elaboracao deste livro.

O NOIC compreende profundamente os desafios que os estudantes enfrentam e os caminhos
para o sucesso nas areas de astronomia e astrofisica. Suas perspectivas tinicas e experiéncias
pessoais enriqueceram a Apostila Magna com abordagens eficazes, estratégias de resolucao de

problemas e um entendimento sélido das complexidades dessas competicoes.

Portanto, esta apostila nao apenas incorpora conhecimento teérico e pratico em astronomia
e astrofisica, mas também reflete a paixao e o compromisso do NOIC em compartilhar seu
conhecimento e experiéncia para ajudar a préoxima geracao de estudantes a alcangar o sucesso
nas olimpiadas cientificas. Esperamos que a Apostila Magna seja uma ferramenta valiosa na
preparacao de estudantes e uma fonte de inspiracao para aqueles que buscam se destacar nesse

campo desafiador.

Ao longo da apostila, sera presente diversos problemas, sendo eles separados por trés niveis de
dificuldade: [Facil

de individuo para individuo.

Médio ‘ e ’ Dificil ‘ Ressaltamos que dificuldade é relativa, podendo variar
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)
Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)

Obliquidade da Ecliptica
Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa
Raio

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica

Albedo
Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (M)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (M)
Magnitude Aparente (mg)
Velocidade de Rotagao na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Wien (b)

Constante de Hubble (Hy)
Velocidade da luz no vécuo (c)

5,98 - 10%* kg

6,38 -10% m

9,8 m/s?

23°27'

365, 2422 dias solares médios
365, 2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%? kg
1,74-105 m

5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10 m
3,83-10% W
4,80 mag
—26,7 mag
220 km s~ !
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10 m
206.265 UA

6,67-10"" N -m? - kg2
6,63-10734 J - s
1,38-1072 J.- K1
5,67-108 W .-m=2. K4
2,808 -103 m - K

67,8 km st Mpc!
3,0-10% m/s

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
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Capitulo 9

Relatividade

Um foguete de 700m de comprimento se afasta de uma estacao espacial a uma
velocidade de 3 - 103 km/s. Em cada extremo do foguete ha um emissor de ondas de
radio que, para um observador no foguete, emitem pulsos simultaneos. Determine o
intervalo temporal entre as emissoes dos sinais observado por um astronauta na estacao
espacial.
Solucgao:
Sejam os dois eventos de emissao simultaneos em S’ com separacao espacial Az’ = L.
Pela transformacao de Lorentz, a diferenca de tempo entre esses eventos no referencial
da estacao S é

vl

At = vy—.
VCQ

Como v < ¢, v = 1, entao numericamente

L
Atzv—2:> At =23 nm |.
c

Particulas elementares chamadas de muons (que s@o idénticas aos elétrons, ex-
ceto pelo fato de serem cerca de 200 vezes mais massivas) sdo criadas na alta atmosfera
quando raios cosmicos colidem com moléculas de ar. Os muons tém uma vida média de
aproximadamente 2 - 10~% segundos (depois disso, eles decaem em elétrons e neutrinos)
e se movem quase a velocidade da luz. Para fins de simplicidade, suponha que um
miuon especifico seja criado a uma altitude de 50km, mova-se em linha reta para baixo
com uma velocidade v = 0,99998¢, decaia exatamente em 7 = 2 - 1075 segundos e néo
colida com nada em seu caminho. O miion alcancaré a Terra antes de decair?

Solugao:



Tempo médio dilatado no referencial da Terra:

T=7Tp~ 1581 x2x107%s=3.16 x 107*s.
Distancia média percorrida ~ v7 = c7:

d=~3x10° x 3.16 x 10~* m ~ 95 km > 50 km.

Portanto os mions tipicamente alcangam a superficie antes de decair.

(Vinhedo 2022) O sistema de GPS consiste numa constelagao de 24 satélites,
todos contidos numa o6rbita circular a uma altitude de h = 20,2 - 103 km em relacdo a
superficie terrestre. Para assegurar a precisao na determinagao da posicao de objetos,
o sistema deve levar em conta os efeitos da relatividade na datacao dos dados. Sao eles:
o efeito do campo gravitacional da Terra e o efeito da velocidade do observador mével
(o proprio satélite). A equagdo que determina a dilata¢do do tempo por um campo

gravitacional associado a um objeto esfericamente simétrico de massa M é:

At = Atgy /1 — QGJQW
rc

em que At’ é o intervalo de tempo entre dois eventos, medido por um observador a uma

distancia r do centro do campo; e Aty é o intervalo de tempo entre os eventos para
um observador infinitamente distante do objeto. Ao longo de um dia, determine qual
o desvio, em pus, do relégio no referencial do GPS em relacao ao referencial terrestre.
Ele esta adiantado ou atrasado?

Dica: use, se necessério, a aproximagao (1 + z)" ~ 1+ nx

Solucgao:

A solucao oficial esta disponivel aqui.

Dois foguetes, A e B, tém cada um comprimento proprio L e se movem na mesma
diregao. A velocidade de A é de 4c¢/5 e a velocidade de B é de 3¢/5. Quanto tempo,
visto por uma pessoa C no solo, leva para que A alcance B? Com isso, queremos dizer
o tempo entre a frente de A passando pela traseira de B e a traseira de A passando
pela frente de B.

Solugao:


https://drive.google.com/file/d/1pJNfnqD4hme2UdiNR6KeglLJQgf5pSwX/view?usp=drive_link
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No solo os comprimentos estao contraidos:

L 1 5 3
Ly=—, ya=————=-=La=21L,

YA 1—(4/5)2 3 5

L 1 5 4
Lp=—, "= —F=——=7=>Lp=:L

1B’ Ji—(3/52 4 5

O tempo necessario para A passar completamente B é

SL+3L
At:LA+LB:5 +5 :7L/5:>At:E.
vA — VB (1/5)c c/5 c
d¢/S
A —
3c/5
B .

X C

Uma nave espacial com comprimento proprio L move-se a uma velocidade de
5¢/13 em relagao ao espago sideral. Um recipiente de carga é lancado da parte de
tras da nave para a frente. A velocidade do recipiente em relagdo a nave é ¢/3. Visto
por alguém no espago sideral, quanto tempo o recipiente passa em transito e qual a
distancia percorrida?

Solugao:

Velocidade do recipiente no referencial sideral:




Comprimento da nave no referencial sideral:

L 12

Lcontraido === Lcontraido =—L
o 13

Velocidade relativa entre recipiente e frente da nave (no referencial sideral):

7 b} 36
U—vV=-—c

11 13 143¢

Tempo para o recipiente percorrer a distancia entre traseira e proa (no referencial

sideral):
) I 2r 12 1431L 11 L
Al — contraido __ 13 SR [, ———
u— %630 13 36 ¢ 3 ¢

Distancia percorrida pelo recipiente no referencial sideral:

d=ulNt =—c- —— = d:gL.

(Vinhedo 2020) Shell e Nathan sdo imperadores supremos de planetas em dois
sistemas estelares inimigos. A distancia entre os planetas equivale a 15,0 anos-luz. Um
dia, apos séculos de guerras, Shell decidiu lancar um ataque para destruir Nathan de
uma vez por todas. Para isso, Shell decidiu voar em sua nave mais poderosa, que pode
atingir uma velocidade de 0,750c e acelerar quase instantaneamente, para utilizar sua

arma mais poderosa no planeta de Nathan.

(a) Shell comega a preparar sua arma assim que a nave sai de seu planeta. Conside-
rando que Shell precisa estar com a arma pronta assim que ele chegar no planeta
de Nathan, quanto tempo ele pode demorar para preparar a arma?’ A arma de
Shell atira um composto radioativo extremamente toxico. O tempo de meia-vida
desse composto é igual a 12,25 milissegundos e a razao entre a quantidade na
amostra em funcao do tempo e a quantidade inicial é descrita por uma funcao
exponencial na base e (nimero de Euler) cujo expoente é negativo e diretamente
proporcional ao tempo. A arma de Shell é capaz de atirar esse composto a uma
taxa de 158mol/s e a uma velocidade de 0,300c. Importante: O tempo de meia
vida corresponde ao intervalo de tempo necessario para que a amostra seja redu-
zida pela metade. Shell estaciona sua nave imediatamente acima da atmosfera do

planeta de Nathan, que possui uma espessura de 706 km, e mira no palacio de
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Nathan, localizado no nivel do mar.

(b) As defesas do palacio de Nathan conseguem resistir a um ataque de no maximo

112 mol/s. Dessa forma, Nathan consegue sobreviver ao ataque de Shell?

(c) Caso Shell nao tivesse estacionado a nave e atirasse em movimento logo acima
da atmosfera do planeta, Nathan teria sobrevivido ao ataque? Nesse caso, 0,300c

seria a velocidade relativa entre o tiro e a nave movendo-se a 0,750c.

Solucao:

A solucao oficial esta disponivel aqui.

Um f6ton é emitido a partir de um angulo 6’ com a horizontal em relacao a um
referencial S’ que se move com velocidade v em relacao a S. Com base nisso, calcule o
angulo 6 com a horizontal do féton no referencial S.

Solucao:

Use a transformacao de velocidades para a luz. No referencial S’ as componentes sao

/

uy, = ccos ), uy = csin’. Em S:
uy,+v  c(cos@ + ) Uy, csin 6’
Uyr = = U,y = =
’ vu, 1+ Bcos@’ v v, v(1+ Bcost)’
1+ 2 Y 1+ 2
c c

onde f = v/c. Assim

tanf = Yy _ —sin9'
T u cosO 4B |

Demonstre que, para o caso de baixas velocidades, ie, v << ¢, pode ser derivado
do efeito doppler que:

Se necessario use que (1 +z)" ~ 1+ nx .
Solucao:

A expressao relativista para o deslocamento Doppler longitudinal é

A 1+p _v
¥ Vizp P=¢


https://drive.google.com/file/d/1L6r-cO2AMnS-fffcxm3IeDXKuQuFIkto/view?usp=drive_link

11

Para f < 1 expandimos usando aproximacao de binémio:

1+ _
Tl = 4B - 5 (L+ AL+ 30 ~ 145,
AN A=X v _
Logo SREY, ~ [ = . conforme pedido.

A vida média de miions freados num bloco de chumbo, fixo num laboratorio, é
2,2us. A vida média dos muons com grande velocidade, numa explosao de raios cos-
micos, observada da Terra, é 16us. Ache a velocidade destes mions dos raios cosmicos
em relacao a Terra.

Solucao:

Do efeito de dilatacao,

Entao

ou seja | (v = 0.9905 ¢ |.

No livro e no filme “O Planeta dos Macacos”, astronautas em hibernacao viajam
para um futuro distante, em uma época em que a civilizacdo humana foi substituida
por uma civilizacao de macacos. Considerando apenas a relatividade restrita, determine
quantos anos os astronautas viajariam, no referencial da Terra, se dormissem durante
120 anos, de acordo com o referencial da espagonave, enquanto viajavam com uma
velocidade de 0,9990c, primeiro para longe da Terra e depois de volta para o nosso
planeta.

Solugao:

Tempo proprio dos astronautas 7 = 120 yr. Tempo medido na Terra:

t =T~ 22.366 x 120 yr = |t = 2684 anos .
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Uma espagonave cujo comprimento de repouso ¢ 130 m passa por uma base
espacial a uma velocidade de 0,740c.

(a) Qual é o comprimento da nave no referencial da base?

(b) Qual é o intervalo de tempo registrado pelos tripulantes da base entre a passagem

da proa e a passagem da popa da espagonave?

Solucao:

(a) Comprimento contraido no referencial da base:

Lo 130m
L=~ L =87.44m]
Tae7; L =8744m

v

(b) No referencial da base, a proa e a popa movem-se com a mesma velocidade v. O

tempo entre a proa e a popa passarem por um mesmo ponto da base é

A b 87.44 m N
v 0.740 x 3.00 x 108 m/s

At =394x10"7 s|.

As origens dos dois referenciais, S e S, coincidem em ¢ = ty = 0 e a velocidade
relativa é de 0,950c. Dois micrometeoritos colidem nas coordenadas x = 100km e
t = 200us de acordo com um observador estacionario no referencial S. Determine as
coordenadas espaciais e temporal da colisao de acordo com um observador estacionario
no referencial S’.

Solucgao:

Usando a transformagao de Lorentz:

/ /
= y(x — vt =t — =

obtemos

|2/ =137.7km| [t = —373.6 ps|

A galaxia A esté se afastando da Terra com uma velocidade de 0,35¢c. A galaxia

B, situada na direcao diametralmente oposta, esta se afastando de nés com a mesma



velocidade. Que miiltiplo de ¢ corresponde a velocidade de recessao medida por um
observador da galaxia A para nossa galaxia? e para a galaxia B?

Solucgao:

(a) A velocidade da Terra vista de A é simetricamente 0.35¢ (em sentido oposto), ou

seja, a Terra afasta-se de A com 0.35¢.

(b) Para a velocidade de B vista de A usamos a adigao relativista de velocidades:

Up — VA
b= VAUR
1-— 2
com vy = +0.35¢ e vg = —0.35¢. Assim
" —0.35¢ — 0.35¢ —0.70¢ ~ 062,

1-(0.35)(—0.35) 1+ 0.1225

Uma esquadrilha de espagonaves com 1,00 ano-luz de comprimento (no seu
referencial de repouso) esta se movendo com uma velocidade de 0,800c em rela¢éo a uma
base espacial. Uma nave mensageira viaja da retaguarda a vanguarda da esquadrilha
com uma velocidade de 0,950c em relagao a base espacial. Quanto tempo leva a viagem
no referencial da nave mensageira, no referencial da esquadrilha e no referencial da base
espacial?

Solucgao:

Comprimento no referencial da base:

Lo 1.00ly
vs  1.6667

Tippee = = 0.600 ly.

Velocidade relativa da mensageira em relagao a esquadrilha:

; Um — Us 0.95 — 0.80 0.15

T _Um¥ T 1-095-080 024
2
C

c = 0.625¢.

(a) No referencial da esquadrilha, a mensageira percorre Ly = 1.00 ly & velocidade
0.625¢, logo

1.00 ly

Atesq = 060 — 1.60 anos|.

13
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(b) No referencial da base, a distancia entre retaguarda e vanguarda é Ly,se = 0.600 ly
e a velocidade relativa de aproximagao entre mensageira e esquadrilha é vy, —vgs =

0.15¢, entao

0.600 ly
Atbase = W = 4.00 anos |
(c) O intervalo proprio da mensageira é
At 4.00
ATmens = base anos ~ 1.249 anos|.
Ym 3.20256

Uma espaconave esta se afastando da Terra a uma velocidade de 0,20c. Uma
fonte luminosa na popa da nave emite luz com um comprimento de onda de 450 nm
de acordo com os passageiros. Determine o comprimento de onda e a cor (azul, verde,
amarela ou vermelha) da luz emitida pela nave do ponto de vista de um observador
terrestre.
Solucgao:

Usando o fator Doppler relativista:
A 1+ 3 v
~ - == — = =0.20.
Ao 1-p5’ B c 0.20

A~ 450 nm x 1.2247449 ~ 550 nm.

Logo

A =~ 550 nm corresponde a um tom entre verde e amarelo .

(NBPhO 2022) Um foguete fotonico ¢ acelerado pelo feixe de um laser emitido
do solo: o espelho do foguete reflete os fotons exatamente na direcao oposta. A massa
de repouso do foguete MO nao mudou durante o caminho. A energia total dos fétons
emitidos pelo laser (e depois refletidos pelo foguete) ¢ aMyc?. A poténcia do laser é

constante no tempo.
(a) Qual velocidade v o foguete atinge se v = 1-1076 ?
(b) Qual velocidade v o foguete atinge se v = 17

(c) Quantas vezes a aceleracao do foguete, medida pelos passageiros (i.e. a forga



inercial agindo sobre eles) difere quando comparamos o comego e o inicio da
aceleragao se a = 17 Expresse sua resposta em termos da velocidade final do

foguete v.

Solucgao:

a) O momento dos fotons refletidos era

po = — = oMoy,
(&

e apos a reflexao torna-se oposto,
p1 = —po = —aMyc.
Assim, o momento transferido ao foguete é
Ap = 2aMyc.
Devido a conservacao do momento total, o momento do foguete
Moyv = Ap = 2aMye,

portanto

v = 2uc)|

Seja M a massa relativistica final do foguete, e p o momento, e seja o nimero total
de fotons apods a reflexao . Para conveniéncia, usaremos unidades com ¢ = 1.

Entao temos o invariante relativistico para o 4-momento:
>+ MZ = M2

Como a massa de repouso dos fétons é zero, os componentes espacial e temporal
de seu 4-momento sao iguais, logo o momento dos fétons é p. A conservagao do

momento é escrita como

p= Mo+ p,

15
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e a conservacao da energia é

M + p = 2Mjy.
As duas tltimas equagoes levam a
p=3My— M.
Elevando ao quadrado esta equagao e combinando com a primeira, obtemos

M =35My, p=2My—M=3My, p=Moy+p=3M,.

Portanto, a velocidade do foguete é

Retornando ao SI, temos

c) A aceleragdo percebida é proporcional a taxa de transferéncia de momento, pro-
veniente dos fotons, para o foguete, no referencial do foguete. Essa taxa é inver-
samente proporcional ao intervalo de tempo entre dois fétons subsequentes e ao

momento de cada f6ton.

Devido ao efeito Doppler, ambos ficam maiores com o aumento da velocidade,

pelo fator Doppler

1+wv
k= .
1—w

Portanto, a aceleracao percebida é proporcional a k~2. Quando o foguete esta em

repouso, esse fator é igual a 1; no fim do processo, é

1—w 1

1+v 9

Logo, a aceleracao é reduzida em 9 vezes.

(NBPhO 2021) Considere uma viagem interestelar hipotética com uma espa-

conave propelida por fétons, de massa inicial M = 1-10°kg. O combustivel a bordo



(antimatéria) é aniquilada com uma massa igual de matéria para criar fotons, gerando
uma forga de reacao. A matéria necessaria para a aniquilacao é coletada do plasma
muito disperso do espago interestelar (assuma que a velocidade do plasma interestelar

seja zero no referencial da Terra).

(a) Qual deveria ser a taxa inicial x4 (kg/s na qual a antimatéria deveria ser quei-
mada para que a aceleracao fosse igual a aceleracao de queda livre na Terra

(g =9,81m/s%)?

(b) Os motores da espagonave sao desligados quando sua massa de repouso diminui

para my = M/10; qual ¢ a sua velocidade final?

(¢) A frequéncia dos fotons emitidos ¢ medida por um observador na Terra. Qual é
a frequénciados tltimos fotons (emitidos imediatamente antes do motor ser desli-
gado), medida na Terra, se a frequéncia no referencial da espagonave permanece

constante e igual a fy?

Solugao:

a) Em velocidades nao relativisticas, podemos aplicar conservacao classica de mo-
mento e energia. Durante o intervalo At, a massa pAt aniquila com a mesma
quantidade de massa de matéria interestelar. O resultado sao fétons com energia

igual a energia de aniquilagao total
AE = 2Amc?.

Para obter a aceleracao méxima, os fétons devem ser emitidos na mesma diregao
do movimento do foguete (o que pode ser realizado usando espelhos). O fluxo

resultante de f6tons ter4d momento

Pela conservacao do momento, o foguete adquire momento igual e oposto

Ap = MAv = MgAt.

Juntando tudo, obtemos | = Mg/(2¢) = 1.635 x 10 3 kg/s|.

17
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b) A velocidade final é encontrada pela conservagao do momento (4-momento). Seja
M a massa final do foguete, m ¢ a massa final, M; a massa inicial e vy a velocidade

final. Consideramos o sistema do foguete + gas queimado.

A massa inicial ¢ M 4 (M —my)/2 = 2M — my = M;. Isso corresponde a uma

energia inicial F; = M;c? e momento inicial p; = 0.

No estado final, temos o foguete de massa M movendo-se com velocidade v com
energia E; e momento py. Os fétons tém energia £, e momento p, oposto ao

movimento. A conservacao da energia:
Ef+ Ey=Ei, pr+py=pi
Combinando com a invariante relativistica:

EJ% — p?c2 = M2, E?y — p%c2 = 0.

Resolvendo: ) ) ) )
Ml — mfc MZ- + mfc
2M; ’ 2M;
Logo,
2 2
S P ki
"B MZ+m?

Substituindo M; = 2M — my:

(2M —myg)? —

m 180
v =
f (2M —mg)2+m

s = T8

cC=|v

[ O] (Y

c) O tltimo féton é emitido quando a nave atinge a velocidade vy. O féton é obser-

vado por um observador estacionario. Usando o efeito Doppler relativistico:

1—v/ec my my 1
Jobs = foy/ T+ u/c MifO 2M—mff0 fobs = 150

(IOAA 2014) Durante estudos sobre radiagao cosmica, uma particula neutra

instavel, o méson 7, foi identificada. A massa de repouso do méson 7y é muito maior

que a massa de repouso do elétron. Os estudos revelam que durante seu voo, o méson 7

se desintegra em 2 fétons. Encontre uma expressao para a velocidade inicial do méson



o se, depois de sua desintegracao, um dos foétons possui a maxima energia possivel
Eaz €, consequentemente, o outro féton possui o minimo possivel de energia Fin,.
Solucgao:

No processo de desintegracao, as leis de conservacao da energia e do momento linear
sao ambas obedecidas. No caso geral, a lei da conservagao do momento é representada

na figura abaixo:

p = p1+ P2,

0

onde p'é o momento do méson 7", e pp e P2 sao os momentos dos dois fotons emitidos.

Figura 9.1

A energia total inicial do méson 70 é

E? = p202 + m%c4,

e sua energia cinética é

E.=E — myc.

As expressoes das duas leis de conservagao, apos a desintegracao, sao:

P = p1+ po, E+m002:E1+E2.
A energia do féton 1 pode ser calculada usando as notagoes da figura:

E=FE.+ m()CQ, p1sin @ = posin bs.
Fy

. B .
—sinf] = —sinfo,
c c
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E? = p2c® + mict, p’c? = B2 —m3ct,

E=E +Fy,, FEy=E—E = (E.+mo?) — Er.
Portanto,
2.4

mgc

El = )
2 (EC + moc? — cos 01 \/EC(EC + moc2))

e de modo anélogo, a energia do segundo féton é

2.4
mgc

2 (Ec + moc? — cos Oy \/EC(EC + m002))

By =

Se um dos fotons tiver a energia maxima possivel Fyax, € consequentemente o outro
tiver a energia minima possivel Ey,in, a lei da conservacao do momento é representada

esquematicamente:

 — f2 (pmin) + f1 (pmax)'

As relagoes tornam-se entao muito simples:

mov

mu = ,
o3
2

2 2
Emax oc (1 + E) ) Ermn - oc (1 - E) )
2 C 2 C
24/1 — Z—Q 24/1 — Z—Q
P Emax - Emin
Emax + Emin .

(Vinhedo 2021) O Efeito Cherenkov foi primeiramente detectado pelo cientista
soviético Pavel Cherenkov, em 1937. Mais tarde, em conjunto de seus colegas de tra-
balho, I. E. Tamm e I. M. Frank, ele interpretou fisicamente o fenémeno, ganhando,
assim, o Prémio No- bel de Fisica de 1958. Antes de fazer um estudo matemaético,
precisamos, primeiro, entender um pouco mais sobre seu principio. Quando particulas

carregadas de alta energia percorrem um meio dielétrico, é possivel que, caso sua velo-



cidade seja maior que a velocidade de fase (c/n), &tomos sejam excitados. Esses, por
sua vez, ao retornarem ao estado fundamental, emitem radiagao eletromagnética. As
ondas emitidas se espalham de forma esférica e, quando somadas, formam um cone de

angulo de abertura 2, como mostra a figura abaixo.

Esse efeito é similar a um jato movendo-se em velocidade super sonica, ou seja, segue o
mesmo principio do Cone de Mach, porém, com a luz. Finalmente, iremos desenvolver
o modelo matematico do Efeito Cherenkov. Considere uma particula movimentando-se
a velocidades relativisticas em um meio de indice de refragdo n. Sabe-se que sua massa
de repouso é mg, possui momento linear p e velocidade v. Em determinado momento,

hé& emissao de um féton sob um angulo «,, como mostra a figura.

(a) Sendo p a frequéncia do foton emitido, determine a equagdo de seu momento li-
near, p,, € sua energia, £,,. Sua resposta deve estar em funcao de n, i e constantes

fisicas.

(b) Encontre uma expressao para o momento linear da particula apés a emissao do

foton em funcao de p,,p e a.

(¢) Sendo 3, = vn/c, prove que a relagdo abaixo é verdadeira:

cosa = —

(d) Considerando que o momento linear e a energia se conservem, determine a velo-
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cidade minima para a ocorréncia do Efeito Cherenkov.
Dica: Quando comparado com os outros parametros, o fator (n? —1)hu pode ser

desprezado.

A cadeia proton-proton é um processo de reagoes de fusao para conversao de
hidrogénio em hélio. Uma dos ramos possiveis da cadeia proton-préton é a pp IV,
na qual, teoricamente, um atomo de hélio-3 reage diretamente com um proéton,

conforme a reagao a seguir.

SHe+' H =% He + 400

(e) Indicando a lei de conservac¢ao nuclear utilizada, indique qual particula faltante

no quadrado da reagao acima.

(f) Considere que essa reagao foi reproduzida em laboratorio e que a energia do neu-
trino emitido foi de 18, 00 MeV. Sabe-se também que a energia liberada pela
reacao ¢ dividida entre o neutrino e a particula no quadrado. Sendo assim, deter-
mine o indice de refracao do meio reacional para que haja radiacao Cherenkov.
Dados: Massa do Hélio-3: 2808,30MeV/c?, massa do Heélio-4: 372,40MeV/c?,
massa do proton: 398,27MeV/c?, massa da particula no quadrado: 0,511MeV/c?.

Pion é um méson produzido quando protons de alta energia dos raios cosmicos
e outros componentes de raios cosmicos hadronicos interagem com a matéria na

atmosfera da terrestre. Dado um pion, 7~ , ocorre o seguinte decaimento:

T —=u + U

(g) Indicando a lei de conservagao nuclear utilizada, indique qual particula faltante

no quadrado da reagao acima.

(h) Na tentativa de estudar a formagao de muons, emite-se um feixe de pions e miuions
por um material transparente. Nesse material, somente mions podem emitir
radiagao pelo Efeito Cherenkov. Dado que o momento linear dos dois tipos de
particula no experimento é de 140MeV//c, qual o intervalo de valores do indice de

refragao do meio?

Solucao:

A solucao oficial esté disponivel aqui.


https://drive.google.com/file/d/1Ftbqk4WrHI0sT2vMDlKveVj0z6WvU0wE/view?usp=drive_link

(IOAA 2023) Em um modelo simplificado de explosao de uma supernova, o
nicleo da estrela, composto de niicleos de ferro puro ggFe com uma massa total de
1Mg, transforma- se em uma estrela de néutrons composta de elétrons individuais,
protons e néutrons em uma propor¢ao numérica de 1:1:8. Esse processo é chamado
de “neutronizacao” e resulta na emissao de um grande niimero de neutrinos. Calcule
o fluxo de neutrinos solares na Terra. O quao maior o fluxo de neutrinos atingindo a
Terra vindo da supernova seria em relagao a emissao estavel de neutrinos pelo Sol, se
a supernova explodisse no centro da Galédxia e o processo de neutronizacao do nucleo
durasse em torno de 0, 01 s? Dé uma resposta em ordem de magnitude.

Solucgao:

1. Emissao de neutrinos da supernova

Massa de um atomo de ferro ggFe:

mpe = 56 Da = 56 x 1.661 x 10727 kg = 9.3016 x 10~2° kg.

O numero de nicleos de ggFe no nucleo é, portanto:

npe = M/mpe = 2.1373 x 10°°

e o numero inicial de nucleons é:

Noue = 56 npe = 1.1969 x 10°7.

Correspondentemente, o nimero inicial de prétons ¢ n, = 26np, e o nimero

inicial de néutrons é n,, = 30 ng,.

Apos a explosao: n, = gnnuc = 1.0634 x 1057 néutrons e n}, = %nnuo = 1.3299 x
1056 prétons permanecem, e assim n, — ny, = 26 npe —ny, = 4.2271 x 10°6 protons
s@o convertidos. Como 1 neutrino é produzido para cada proton convertido (p +

e~ — n+ 1), o fluxo de neutrinos é:

~4.2271 x 10%

OIS = 4.2271 x 10°8 neutrinos s 1.

I,
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O fluxo de neutrinos observado na Terra é dado por:

I,
FSN =5
drde,,
Substituindo dga = 8 kpe = 8000 x 3.086 x 106 m = 2.4688 x 10?0 m,

Fsn =~ 5.5 % 106 neutrinos s 'm~2.

. Fluxo de neutrinos do Sol

Podemos assumir que a principal fonte de luminosidade solar é a reagao p—p:

4pt + 2¢7 — HHe? T + 2.

Negligenciando os elétrons e neutrinos, a variacao de massa é:
Am =4 x 1.673 x 10727 kg — 6.645 x 10727 kg = 4.7 x 1072 kg,

e assim, pela relacio E = (Am)c?, a energia liberada ¢ =~ 4.2244 x 10712 J.

A luminosidade solar é Lo, = 3.826 x 10?® W, entdo o nimero de reacdes por

segundo ¢é aproximadamente:

3.826 x 1026

— 37
12240 x 1012~ T I0T

Com 2 neutrinos liberados por reacao, isso da um fluxo solar de neutrinos de:

~ 1.8 x 10%® neutrinos s~ L.

I

40}

A uma distancia da Terra, a densidade de fluxo observada é dada por:

I

Yo

F—=
© 47rd%’

onde ds, = 1 ua = 1.496 x 10! m, e portanto:

Fo =64 X% 10" neutrinos s'm~2.



A razao final é, portanto:

Fsx 5.5 x 1016

Fo 6.4 101 80~ 100k

(IOAA 2022) Considere uma fonte de luz isotropica de frequéncia fr em um

referencial fixo a fonte (i.e. referencial de repouso). Nesse referencial, considere um raio

de luz emitido pela fonte fazendo um angulo fz com o eixo X. A fonte de luz esta se

movendo ao longo da dire¢ao positiva do eixo X com velocidade relativistica v medida

no referencial do laboratoério.

(a)

Encontre uma expressao para a frequéncia fr, desse raio no referencial do labora-
torio e outra para o cosseno do angulo que esse raio faz com o eixo X no referencial

do laboratorio.

Para os seguintes casos:

i) 0 = 0°

ii) 0g = cos™! (—v/c)
iii) 0 = 90°

iv) 05 = 180°

desenhe vetores indicando a dire¢ao do raio no plano XY do referencial de repouso,

assim como no plano XY’ do referencial de repouso, separadamente.

Em discos de acrecao em torno de buracos negros, as particulas carregadas estao
orbitando com velocidades relativisticas e em seus referenciais de repouso podem
ser consideradas como fontes isotropicas puntuais de luz. Considere uma particula
K em uma orbita circular de raio r e velocidade angular w em torno de um objeto

central localizado em O (veja a figura).
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Assuma que o referencial do laboratério esta fixo em relagao a um observador
localizado no ponto P no eixo OY , que é estacionario com respeito a O. OP =
R > r. Suponha que t;y = tgpy = 0 corresponda ao momento em que K esta
cruzando o eixo OX. Como K estd se movendo com velocidade relativistica, o
intervalo Atz medido por um observado no referencial de repouso da fonte K
esté relacionado ao intervalo medido no referencial do laboratorio Aty em P pela

expressao Aty = yAtp

Derive uma expressao para fr em funcao de tr(tz > R/c).

Consideremos uma fragao da luz vinda da fonte que é emitida em um angulo
solido infinitesimal AQr = —A (cosfg) - A¢ na diregao fazendo um angulo 0
com respeito ao eixo X no referencial de repouso, como mostrado na figura a

seguir.



(d) Mostre que, como medido no referencial do laboratério

AQp

AQy, =
T2t Eeos(0))?

(e) Se a luminosidade intrinseca da fonte de luz ¢ L, qual ¢ o fluxo de energia Fp,
medido pelo observador no ponto P no momento t7(tf > R/c)?
Dica: No referencial de repouso da fonte, vocé pode assumir que N fotons se

movem dentro de um angulo s6lido A2z no intervalo de tempo Atp.

(f) Particulas carregadas em um feixe relativistico emitido pelo buraco negro super-
massivo no centro da galaxia M87 tém velocidades de até 0, 95¢. Qual deveria
ser o maximo e minimo fator de amplificacao para o fluxo de energia de um feixe

relativistico de M&7?

Solucgao:

(a) Temos a energia de um féton £ = hf, enquanto o momento p' = %ﬁ, onde 7 é
um vetor unitario na dire¢ao do movimento do féton. Substituindo isso na lei de

transformacao de energia-momento, temos:
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@:7<@+W_ﬂ%)

Cc C C

thU
PzL = Y | PzR + o

PyL = PyR; PzL — PzR

€111 110SSO Caso:

par, = |pr|cosfr, pyr = |pr|sinfr, p.p =0

Per = |PR|cosOr, pyr = |pr|sindr, p.r=0

Assim:

v
fr=7 (fR + E|pR| COSQR)

= (fR—l— E%00563>
h ¢

v
fo=7fr (1 I _ cos 9R)

pJJ_L _ CPzL
lpr]  hfr

_ oY (por + M52
hit

vin (B2 +2)
- fr

_ Yfr (cosé’R o %)
frY (1 + % cos QR>

cos by =

costlp + %

cosf = ——5|.
1+ Zcostr

(b) Agora, apenas substituindo os valores do cosseno, vemos que no caso (i) (seta
laranja) cosfy = 1, entdo o foton continua se movendo na mesma dire¢ao; no

caso (ii) (seta verde) cosfp = 0; no caso (iii) (seta amarela) cosf; = v/c; e no



29

caso (iv) (seta cinza) cosf = —1.
Lab Frame Rest Frame
v Y
X X
L [ 3
Figura 9.2

(c) A partir da figura, vemos que:

KP=0OP —-0OKsinf=R— Rsinf

onde 6 = wt.

Figura 9.3

Seja t;, =T o tempo em que o foton atinge P apos sair de K em um tempo ¢ (no

referencial de laboratorio). Entao:



30

CAPITULO 9. RELATIVIDADE

o(T'—t)=KP=R— Rsinf~R

R
t=1; — —
C

Esse foton faz um angulo 6 = wt com a direcao de seu movimento no referencial

de laboratorio. Agora,

v
costp + ¢

cosl = ——
1+ ZcosOp

v v
cosfr + —cosf cosflp = cosOr + —
c c

cosfOp(1 — 2 cos 0r) = cosfr — ‘
c c

cosfl, — %
COSQR:—l = 7
— ccostp

v
fr=7fr (1 e - C089R)

:’YfR(l—i-U COSQL—%>

cl— Zcosly,

2 2
v v v
1—0—2+ECOS(9L—C—2

=/r 1 — Zcosfy,
_ IR _ IR
¥(1—2%cosfr) (1 —%cos(wt))
IR

fr =

7 (1 - goos |w(tz - <)])

AQp = —A(cosOr) A¢
= [cosOr — cos(Or + AfR)] A
= [cos Or — cos O cos(AfR) + sin O sin(Afg)] A¢
= [cos Or(1 — cos AbR) + sin O sin(Afr)] Ag

AQL = sin 0R<A9R> (A(b)
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AQp =sinfr(A0R)(Ag)
sin? @y, = 1 — cos® 0,
o (eostr Y
1+ Zcosfp
N (1+ %cosOR)?

(1 - %)(1 - cos? Op)
(1+ %cosfr)?

sin? 0p
72(1 + 2 cosfg)?

sinfy, = sin O
L= oa+ L cosOR)
Também, A6, ~ sin(Afy)
NGy = sin(Afg)

(1 + % cosOg)

AQL . sin QL(A(QL)(A(M
AQR B SineR(AeR)(A¢>

o sin QL(AQL)
N sin QR(AQR)

sinfr/[y(1 + ZcosOr)] Abr
sinfp AbOgr

AQp
Y21+ LcosOp)? |

AQ; =

(e) Seja N(0r)AQrAT o nimero de fétons que chegam nas proximidades de P dentro
do elemento de angulo solido AQy, e intervalo de tempo 77 a Ty + AT (é im-
portante que AT # Atgr onde Atr é o tempo de emissao dos mesmos fétons, no
referencial de laboratoério). Esses fotons sendo emitidos por K dentro do angulo

solido AQ g no intervalo de tempo tgg, tor + Atgr, de modo que:
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N(0L)AQLAT = NAQgAtog

De uma parte anterior:

¢TI =ct+ R— Rsinfp = ct + R — Rsin(wt)

cAT = cAt — R[sin(wt) cos(wAt) + sin(wAt) cos(wt) — sin(wt)]

cAT = cAt — Rw cos(wt)At

AT v

e

A7 . cos(wt)
Atop 1

AT (1 — 2cos(wt))

N(tr) B AQrAtor
Ng N AQp AT

(14 % cosfp)?
(1 — ¥ cos(wt))

(14 Ycosbp)?
(1 —2cosfr)

g
(1—%2cosfp)3

Npg
v3(1 — Y cos(tr, — R/c))3

N(tp) =
Em termos de fluxos de energia:

B hfrNgr L
~ R?  4nR?
_ hfLN(tL)
e
F(t) _ hfLN(tr)
Fy hfrNR
_ 1
74 (1= Leos [w (¢ - £)])*

Fo

F(tr)




L
4w R4 (1= Zeos [w (¢ — B)])* |

F(tp) =

A radiacao é fortemente direcionada no sentido do movimento da fonte, de modo
que um observador remoto no plano orbital da fonte vé uma radiacao fortemente

pulsada.

(f) A amplificagao (para um dado v) é maxima quando cosfy, = 1.

Fo

Flo) = pa— o

1
AmX: %18X109
7 10.0975 x 0.05]4

De forma similar,

1
Amin = ~ 770
E0.0975 x 1.95])4

(Vinhedo 2022) Os irméaos gémeos Wesley e Wesley’ (os pais deles nao sao
muito criativos) sao fisicos muito aventureiros. Certo dia, ao aprender um pouco sobre
relatividade restrita, eles decidem fazer um experimento para determinar como a ace-
leragao de um corpo varia em funcao do tempo quando este se move com velocidades
relativisticas. Para isso, Wesley’ partird do repouso de sua espaconave em seu referen-
cial S’, movendo-se com aceleragao constante ag (medida em S’ ), ao longo do eixo .

Considere que os gémeos estavam na origem comum z =2’ =0 em t =t = 0.

(a) Ache uma expressdo para a aceleragdo da nave medida por Wesley em seu refe-

rencial S. A resposta deve ser uma funcao de ag e 7 (fator de Lorentz).

(b) Ache uma expressao para a velocidade da nave medida por Wesley em seu refe-

rencial S. A resposta deve ser uma funcao de ag, t e outras constantes fisicas.

Solucgao:

A solucao oficial esta disponivel aqui.


https://drive.google.com/file/d/189QXr76agbFxBO0YVM43SijAOlOmqfiT/view?usp=drive_link
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(IPhO 2022) Uma espagonave viaja a uma magnitude constante de aceleracao
propria g = 10m/s?, i.e. essa é a aceleracdo da espaconave no referencial inercial (que
nao possui acelera¢ao) no qual ela estd em repouso naquele instante. Os passageiros
devem ser capazes de retornar & Terra dentro de seu tempo esperado de vida de 50
anos. A distancia méxima da Terra atingida pela espaconave é d. Se a aceleragao é
aumentada para ¢’ = 15m/ s2, a espaconave pode atingir uma distancia maior d’. Qual
é a razao d'/d?

Dica 1: Voceé pode ter de lidar com fungoes hiperbélicas, definidas da seguinte forma:

T, —x . T —x
coshxzege , sinhz = &=F—, tanhz =

ef—e "

eTte T

Dica 2: Vocé pode precisar das seguintes integrais: f lffv > =tanh 'z +C, f \/% =
sinh 'z + C, f sinh xdx = coshx + C.

Solugao:

Seja [ = tanhw a velocidade da nave espacial, o fator de Lorentz v = coshw, e seu
momento p = myq sinh w.
Uma nave espacial que experimenta uma aceleragao propria constante g experimenta
uma forga propria constante

dw dw g

d
F:mog:—p:mocoshw—ﬁ =

dt dt dt ~ coshw’

Enquanto isso, a dilatagao do tempo relaciona ¢t com o tempo proprio 7 da nave como

dt dw dw dt
— =~y =coshw = — =

dr dr  dt dr 9:

Integrando, obtemos w = gr. Recordando que dt = ~ydr, obtemos o seguinte como a

distancia total percorrida durante um quarto da viagem da nave espacial:

T/4 T/4
d= Brydt = / tanh w cosh wdr
0 0

T/4 1
= / sinh g7 dr = E(cosh(gT/él) —1).
0

A resposta é, portanto,

g1 cosh(goT'/4c) — 1

=480 |
g2 cosh(g1T/4c) — 1




(T3 2023) A emissao sincrotron é um fenémeno que ocorre quando particulas
carregadas, como elétrons, sao aceleradas em campos magnéticos intensos. Essas par-
ticulas em movimento curvilineo emitem radiacao eletromagnética de alta energia, que
pode ser observada em diversas regides do espectro eletromagnético, desde radio até
raios gama. Esse fendmeno é observado em diversos contextos astrondémicos, como em
jatos ultrarrelativisticos em nuvens de gés que orbitam buracos negros. Quando alguma
particula esta eletricamente carregada e é acelerada, ela emitira energia na forma de
ondas eletromagnéticas. A férmula de Larmor quantifica essa energia por unidade de

tempo, no referencial do elétron, da seguinte forma:

Em que P’ é a poténcia emitida, e ¢ a carga elétrica e @, a aceleracao perpendicular

ao raio de rotacao, todos no referencial de repouso, ou seja, do elétron.

(a) Primeiramente, faremos um estudo da dinamica relativista, com o apoio da visao
cinemética do tema. Com isso em vista, use o fato de que a = dv/dt para mostrar

que a a = a’/ny, em que y € o fator de lorentz.

(b) No referencial do laboratério, podemos escrever a poténcia emitida por P =

dE/dt. Demonstre que a poténcia é uma invariante.

(c) Sabendo que o vetor velocidade do elétron, ¥ e o vetor campo magnético, B
fazem um angulo « entre si, mostre que a poténcia emitida, também conhecida
b )

por Emissao Sincrotron, é dada por:

P 2¢* BZsin? o FE

33 ol
Em que E ¢é a energia total do elétron.

Ao longo de um pulso de emissao sincrotron, um elétron ultrarrelativistico (y > 1)
percorre um angulo Af = 2/ em sua orbita. Considere, por simplifica¢ao, que
o elétron estd se movendo na direcao de observador muito distante no momento

da emissao.

(d) Utilize dessas informagoes para encontrar a duragdo de um pulso de energia do

elétron. Disso, conclua que a frequéncia caracteristica da emissao é:
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2
eB . E
Ve = — SIN (& 5
mo mocC

(e) Considere um elétron ultrarrelativistico que emitiu, inicialmente, um pulso de

frequéncia caracteristica 1. Mostre que o tempo para o elétron resfriar por radi-
acao sincrotron, levando em consideracao que ele emite energia de forma ininter-

rupta, é escrito da forma abaixo.
; 3m3c eBsina
2¢4 B2 sin® o vomy

A solugao oficial esta disponivel aqui.

Solucgao:


https://drive.google.com/file/d/1nPucdmPtZsp26C6xSQwVmOlTnDNN5xLl/view?usp=drive_link
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