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Prefacio

A Apostila Magna é o resultado de um esfor¢o conjunto do Ntcleo Olimpico de Incentivo ao Co-
nhecimento (NOIC), uma equipe de talentosos individuos, muitos deles medalhistas olimpicos
internacionais das Olimpiadas de Astronomia e Astrofisica (IOAA) e da Olimpiada Interna-
cional de Fisica (IPhO). O NOIC, com suas proprias experiéncias e conquistas, trouxe uma

expertise valiosa para a elaboracao deste livro.

O NOIC compreende profundamente os desafios que os estudantes enfrentam e os caminhos
para o sucesso nas areas de astronomia e astrofisica. Suas perspectivas tinicas e experiéncias
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Portanto, esta apostila nao apenas incorpora conhecimento teérico e pratico em astronomia
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conhecimento e experiéncia para ajudar a préoxima geracao de estudantes a alcangar o sucesso
nas olimpiadas cientificas. Esperamos que a Apostila Magna seja uma ferramenta valiosa na
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de individuo para individuo.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)
Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)

Obliquidade da Ecliptica
Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa
Raio

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica

Albedo
Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (M)

Raio (Rg)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (M)
Magnitude Aparente (mg)
Velocidade de Rotagao na Galaxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1 UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Wien (b)

Constante de Hubble (Hy)
Velocidade da luz no vécuo (c)

5,98 - 10%* kg

6,38 -10% m

9,8 m/s?

23°27'

365, 2422 dias solares médios
365, 2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35 -10%? kg
1,74-105 m

5,14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 1030 kg
6,96 - 10 m
3,83-10% W
4,80 mag
—26,7 mag
220 km s~ !
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 10 m
206.265 UA

6,67-10"" N -m? - kg2
6,63-10734 J - s
1,38-1072 J.- K1
5,67-108 W .-m=2. K4
2,808 -103 m - K

67,8 km st Mpc!
3,0-10% m/s

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas



Capitulo 7

Termodinamica

Considere o modelo de uma atmosfera isotérmica (temperatura constante 7') de
gas de massa molar g num local de gravidade constante g. Qual é a sua pressao em
fungao da altura p(z), se a pressao no nivel do mar é pg?

Solucao:

Para resolver essa questao, vamos utilizar duas relagoes principais, a Lei de Stevin e a

Relagao de Klepeiron, dadads por:

dP
— = —pg, PV = NkpT
dr

Trabalhando com a segunda equagao e defindino p a massa molar

M
PVu=NupkpT — Pu = VkBT = pkpT
Ou seja, temos p = ,j;—”T substituindo na Lei de Stevin
dP  Pug
dr kT

Separando as variaveis e integrando

P(0) P kgT 0




Um modelo muito mais realista para a atmosfera é o de uma atmosfera adiaba-
tica, em que as massas de ar se movimentam sempre que ha uma diferenca de pressao,
liberando todo o calor que recebem. Ha gravidade constante g e o gés tem massa molar
w e Coeficiente de Poisson . Ent@o, qual a pressdo em func¢do da altura p(z), se a
pressao e a temperatura ao nivel do mar sao pg e 1Tp?

Solucao:

Para adiabéticas, temos a relagao PV7 = cte isso implica que PT —¥T = cte, assim

temos

7 f%
PT 7T = Ry,

Da Lei de Stevin

dP  Pug  Ppug (P)v

dr ~ kgT  kglp \ By

Separando as variaveis e integrando

P(z) y—1 [Z
/ pvap=-2p7 [ ar
Py kpTo 0

Isolando P(z)

Uma estrela esfericamente simétrica de um gés ideal de massa molar p encontra-

se no espago sideral. Ela possui uma densidade de massa no equilibrio dada por p(r) =
-2

por .

a) Determine como varia a temperatura da estrela em func¢ao da distancia ao centro

r e seu raio R.
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b) Se sua luminosidade depende da distancia radial da forma

dL
- = dmer?p(r),

ache o raio r da estrela em fungao de pg, € e demais constantes fisicas.
Solucao:
a) Novamente, utilizando a relagao de Stevin

P

ar _ _GM(r)po
dr

_p(r)g = A

Mas como a distribui¢ao de massa nao é uniforme, temos

T T
M(r) = / p(r)dV = / p—(2)47rr2dr = dmpor
0 0

Assim.

Separando as variaveis e integrando,

d
/ dP = —4nGpl / r_g

B 27?Gp%

P(r) 57— +C

r

Para achar a constante C', vamos nos lembrar que a estrela ¢ um objeto em
equilibrio hidrostéatico em sua superficie, isto ¢ P(R) =0

2
Para essa condicao de contorno ser satisfeita, devemos ter C' = —27;%’;’3 , Logo

1 1
P(r) = 27TGp(2) <7’_2 — ﬁ)

Por fim, utilizando a relacao de Clepeiron,



Simplificando

b) Vamos achar a luminosidade a uma distancia r do centro da estrela e igualar essa

a Lei de Stefan-Boltzmann

dL = 4mer?p(r)dr = 4mwepodr

Integrando

L(r) r
/ dL] = 47T€p0/ dr’
0 0

L(r) = 4dmepor

Usando a Lei de Stephan Boltzmann

L(r) = 4rr2cT(r)* = 4mepor

Simplificando e substituindo a férmula de T'(r), econtrada no item anterior,

€p0 ek ] 2\
r = = — —
oT(r)t  167*G*u*p} R?

Mas note que ao substituirmos » = R, obtemos que R = 0, o que leva a uma

inconsistencia fisica.

(Lista 4 - Vinhedo 2021) Nesse problema, estudaremos um modelo simplificado
e classico de pulsagoes estelares. Considere que uma estrela seja um sistema formado
por um ponto central de massa M (massa da estrela) envolto por uma camada esférica

de gés ideal de massa desprezivel e de raio R (raio da estrela), sendo que a superficie
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estelar é uma fina casca esférica de massa m que nao oferece resisténcia a expansao nem
compressao e é responsavel por isolar termodinamicamente o gés interno do ambiente
externo (vacuo). Assuma que as transformagoes do gas na estrela se dao de maneira

reversivel.

a) Calcule o valor minimo do coeficiente de expansao adiabatica v do gas para que
as oscilagoes da casca que reveste a estrela sejam harmonicas simples. Considere
que a amplitude das oscilagoes tenha tamanho desprezivel em relagao ao raio R

da estrela.

b) Considerando um coeficiente de expansao adiabatica v = g (gas monoatomico),
calcule o periodo das oscilacoes da estrela em funcao de G, M e R. Se necessério,
utilize que

(14+2)"~1+nzx paraz <1

e ignore quaisquer termos de segunda ordem em suas aproximagoes.
Solucgao:

a) Para expansoes adiabaticas, PV7 = cte e como V r3 temos Pr3Y = cte

Vamos considerar que a estrela sofra um encremento de pressao P e um incre-

mento de raio dr, assim

Pr3Y = (P 4 6P)(r + 6r)*"

Dividindo os dois lados por Pr3Y temos

3y -3y
oP or oP or
1=<1+?)(1+7> —)1—|—?:<1+7>

Utilizando a aproximagao de (1 4+ z)" ~ 1 + nz temos

B 3vPor
r

0P =

A pressao casada pela forga gravitacional pode ser calculada por



11

b F_ S GMm
G_A_ drr2  A4grd

Para a estrela se manter gravitacionalmente ligada, P < Pg

Assim, pode dizer que

7

—4
GM o
P+6P < — Lty i=p <1+l)
Utilizando a mesma aproximacao

4Pér
r

0P < —

Juntando as exppressoes para 6P

3yPor - 4Por
r r

Resolvendo para v obtemos

1
T3

Para esse item, vamos utilizar do fato que para pequenas oscilagoes é valodio que
[V"(R)]

w ~ 4/ == onde V(R) ¢ o potencial na posigao de equilibrio, no caso, em R e

m a massa da particula oscilante.

Para encontrar V' temos que somar o potencial térmico com o gravitacional, assim

V=Vr+ Vg

Da termodinamica, sabemos que Vp = — f PdV e da gravitacao, sabemos que
VG ___GMm

- T
Para calcular Vo vamos utilizar do fato que Pr3Y é cosntante. Como sabemos que

em r = R é valido que Pr = Pg temos

GMm 3
AT R4 li

PT7“3’Y =



12

CAPITULO 7. TERMODINAMICA

O enunciado nos diz que v = 5/3, substituindo

GMm R
Pp— kl
r Ar 7

Usando essa formula para Pr para achar Vp chegamos em

GMm R GMm R 9 dr
VT:_/ = T_5dV:—/ i r—5(47r7’ Ydr = —GMmR 3

Como queremos o potencial na posicao de equilibrio, vamos integrar de 0 até R,

GMm
Vr(R) = 2r
Utilizando que V(R) = Vp(R) + Vg (R)
GMm
VIR ="R
Derivando duas vezes em relacao a R
GMm
/ —
V(R) = 5772
M
V(R) = _GR3m
Substiudino na férmula para w
GM
YT\ R

Finalmente, utilizando a relagao T' = 27 /w

(Vinhedo 2022 - Adaptada) Nos estudos sobre radiagao eletromagnética, a Dis-

tribuigdo de Planck (ou Lei de Planck) para a radiagao de corpo negro é uma das mais



importantes relagcoes matematicas que existem. Ela relaciona a temperatura de um
corpo com a energia que este emite na forma de radiacao em uma determinada frequén-
cia, sendo usada para quantificar sua radiancia espectral. Em termos da temperatura
T do corpo (em Kelvin) e da frequéncia f (em Hz), a distribui¢ao de Planck assume a
forma:
3
By(f1) = 2
err —1
Onde k é a constante de Boltzmann, h a constante de Planck e By mede a densidade de
energia por unidade de frequéncia por unidade de esferorradiano. Além dessa expressao,
é possivel descrever a radiancia espectral de um corpo utilizando o comprimento de onda
no lugar da frequéncia, resultando em uma forma alternativa da lei de Planck denotada

por B).

a) Expresse a lei de Planck em termos da temperatura e do comprimento de onda
A, explicitando cada passo da mudanca de varidveis. Através da anélise da lei
de Planck, é possivel descobrir inimeras caracteristicas de um corpo negro. Uma
delas é a relacao entre o comprimento de onda Apax do pico de emissao do corpo.

Onde b é uma constante. Esta relacao é conhecida como Lei de Wien.
b) Demonstre a Lei de Wien, a partir da Lei de Planck, e avalie o valor de b.

Dica: tome a temperatura como sendo uma constante.

Outra quantidade interessante que pode ser obtida a partir da analise da distri-
buicao de Planck é a densidade média de energia contida na radiacao, que pode

ser utilizada na cosmologia, por exemplo.

c) Encontre a densidade média de energia contida na radiagdo de corpo negro, con-
siderando uma pequena superficie plana que emite em todas as diregoes e que

esta em equilibrio térmico com a radiagao circundante. Se necessario, utilize que
P=oT!

Onde o é a constante de Stefan-Boltzmann e P é o fluxo em poténcia por metro

quadrado irradiado por um corpo negro.

Dica: o valor médio de uma func¢ao qualquer em um intervalo [a,b] é dado pela

razdo entre a integral da fungdo de a até b e o valor b — a (comprimento do

13
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intervalo).

Solucgao:

a)

O enunciado nos diz que By mede a densidade de energia por unidade de frequén-

cia por unidade de angulo solido (esferradiano), ou seja

dE
Bf = ——
AV dQdf
E razoavel de se pensar portanto, que
dE
B = gvanax

Assim, podemos facilmente perceber que

df

B\, = By—

AP
Da relagdo fundamental da ondulatoria, obetemos f = ¢/\ o que segue df /d\ =
¢/A2. Perceba que o sinal de menos foi ignora, uma vez que o importante ¢ apenas

o modulo da energia. Com isso

B, = —
A o eh%x) i 22
Simplificando,
2hc? 1
B(\T) = ———
A ekkBT _ 1

A Lei de Wein é uma relacao entre a temperatura e o comprimento de onda de
pico emitido. Note que o comprimento de pico se da no méaximo de B(\,T'), que
ocorre quando dB(A,T')/d\ = 0. Derivar B(A, T') diretamente é uma tarefa chata
e demorada, entao vamos usar o seguinte "truque": Quando o valor de B(\,T') é

maximo, o valor de In B(\,T') tambem ¢ méximo, tirando o In temos

hc

InB(A\,T)=—-5InA —1In <e”fBT - 1> +C



Onde C' é uma constante que absorve os demais fatores numéricos. Essa funcao

¢ bem mais facil de se derivar:

dln B\, T') 5 he e kBT

+
dA X NkpT xter

-1

Para encontrar o valor maximo, igualamos a derivada a 0. Denominando x =

Al?ﬁ podemos simplicar a expressao para

z=>5(1—-e")

Essa equacao precisa ser resolvida utilizando métodos numéricos, e fazendo-os,

obtemos x =~ 4, 965

Voltando a defini¢ao de x

he

= 4,965 — | \T = 2,989 -1073
NegT 00T )

Definindo u = dE/dV temos que

uc

B p—
5= dQdf

Seja uy a densidade de energia por unidade de frequencia, tem-se que

dS) 4
de = BfT —up = ?Bf

Para achar u basta integrar u; em todas as frequéncias,

> “8rhfd 1
u-/ def—/ 7 df
0 0 C err —1

Para resolver essa integral, fazemos uma substituicao de variavel. Definimos:

hf kpT

x:k‘B_T ou f:T{E

Assim, df = %dm. Substituimos na integral:

15
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[k (keT P ksT
- 0 3 h et —1 h

A integral:

© 3
/ * dx
0 et —1

é uma integral bem conhecida em fisica estatistica. Seu valor é dado por:

Substituimos esse resultado:

h3c3 15

_ 8m(kgT)* ot

Utilizando a definicao da constante de Stefan-Boltzmann

51.4
> 2k
15h3¢c2

Podemos escrever

_ 40T* _ 4P
B C C

u

No espaco sideral, ha uma nuvem simetricamente esférica feita de gas de massa

molecular x4 de densidade constante p e temperatura 7.

e Observacao: Massa molecular é o niimero de prétons de cada molécula do gés,
sendo que a massa de cada molécula, entao, é dada por m = umpg, em que my

¢ a massa de um hidrogénio ionizado.



a) Pensando na nuvem como sendo feita de varias cascas esféricas, deduza sua energia

potencial autogravitacional em funcao de GG, de sua massa M e de seu raio R.

b) Deduza a massa necessaria para que forme uma protoestrela pelo Critério de

Jeans em funcao dos dados do enunciado e de constantes fisicas.

¢) Deduza o raio necessario para que forme uma protoestrela pelo Critério de Jeans

em funcao dos dados do enunciado e de constantes fisicas.
Solucgao:
a) A forca de atragdo dF entre a casca e o resto da nuvem ¢é dada por:

_ GM (r)dm

dF
I

A energia potencial diferencial associada é:

_ GM(r)dm

r

dU =

Substituimos M(r) e dm em termos da densidade p. A massa interna M (r) é

dada por:

M(r) = -mr‘p

E a massa da casca dm é:

dm = 4rrpdr
Logo, substituindo M (r) e dm em dU, temos:

G- %ﬂr?’p - A7r?p

dU = — dr

r

B 16m2Gp?rd

dU =
3

dr

A energia potencial total da nuvem ¢é obtida integrando dU de r = 0 até r = R:
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R 207 2.4
1
U:—/ GWGprdT
O 3

Resolvendo a integral:

162G 02 R
U:_67T—G'0/ r* dr
0

3
- _L6rCp R’
3 5
U _ 1672Gp®R®
15
Substituimos p = 4:7)’:\1/%[3:

2
7 _167°G ([ 3M g5
15 47 R3

Simplificando:

672G~ 9IM?
15 1672 R6

U:

3G M?

U=-—
bR

Portanto, a energia potencial autogravitacional da nuvem é:

3G M?

U:
S5R

b) Pelo teorema do virial, quando temos uma forga central, F'(n) o< r™ a relagao de

equiilibrio da energia cinética e da potencial segue:

U<nkK

Para o caso da forga gravitacinal, n = —2, assim



U+2K <0

Onde, nesse caso, K é a soma das energias cineticas individuais de cada molecula

do gas, isso é

- 3NkpT
2
O ntmero de moléculas é dada por N = M/m = mlﬂ

Substituindo os valores na expressao do Teorema do Virial,

3MkgT _ 3G M?
Hm g SR

Resolvendo para M

SkpTR

M >
Gumpg

Porem, o exercicio nos pede que deixamos a resposta em funcao da densidade e

nao de R, assim

1
_ 3M R 3M\*®
= A R3 ~ \dnp

Voltando a desigualdade de M

=
V
Ut
=
v}
N
VN
(GV]
E
N—

I
o
S
oy}
~
VR
\ e
~__
ol

c¢) Voltando alguns, passos, podemos perceber que

19
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GumpgM
SkpT

3 1
p) 2
R Gumyg ( 5kpT 3
S5kpT \ Gumpg 4d7tp

R >

Finalmente

=

15T \*
R i
~ (47rGume>

(P2 Vinhedo 2023) Neste problema, celebraremos os mecanismos por tras do
funcionamento de um dos principais corpos celestes presentes em nosso universo: es-
trelas! O colapso de uma nuvem de gas é um processo fundamental na formagao de
estrelas. Seja U a energia potencial gravitacional de uma nuvem, e K a sua energia
cinética interna (associada ao movimento das particulas que a compoéem). Podemos

escrever a condi¢ao de colapso como:
2K+U <0

Aqui, consideraremos uma nuvem esférica de raio R e massa M homogeneamente dis-

tribuida. Nessa situagao, U sera dado por:

B 3G M?
5R

U:

a) Determine a massa minima M; (Massa de Jeans) para que uma nuvem de gas
esférica e homogénea colapse. Responda em funcao da temperatura 7', do raio
R e da massa m das particulas de gés que a compoem, suposto diatomico. Com
isso, responda se é provavel o colapso de uma nuvem feita de gés hidrogénio, a

temperatura 10K, de massa 100M, e de raio 10 pc.

b) Considere uma estrela esférica, na qual a densidade depende da distancia r ao
centro da forma p(r). Sendo m(r) a massa englobada por uma esfera de raio r

concéntrica a contida na estrela, mostre que, em um regime de equilibrio hidros-



tatico, o gradiente de pressao AP/Ar é dado por:

AP _Gm(r)p(r).

Ar r2

¢) Em uma estrela, o transporte de energia do nticleo a superficie pode ser mediado
por radiacao, conveccao ou conducgao; aqui, trataremos somente do primeiro, o

qual é dominante em muitas estrelas.

No regime radiativo, o gradiente de temperatura no interior da estrela segue uma

expressao do tipo:

gza.,{a.pﬁ.Lﬂ.roﬁv.T%g(S’

Ar

em que a ¢ uma constante adimensional, x é a opacidade, p a densidade, L a
luminosidade, T" a temperatura e o a constante de Stefan-Boltzmann. Encontre

os valores de a, 3, v e 0.

'm2. A solucao exata

Observacao: No SI, a opacidade possui dimensoes de kg™
dos sistemas de equacgoes diferenciais envolvendo as estruturas estelares esté além
do escopo computacionalmente. Todavia, é possivel derivar algumas relagoes

entre propriedades fisicas dessas estrelas de maneira extremamente simplificada.

d) Utilizando as equagoes obtidas nos itens (c) e a lei dos gases ideais, obtenha uma
dependéncia aproximada da luminosidade . de uma estrela com sua massa e raio,

isto é, se L o« M*RY, encontre z e y.

Considere dois casos especificos:

(i) Estrelas pouco massivas, nas quais a opacidade segue a lei de opacidade de
Kramers:

K X pT_3'5.

(ii) Estrelas muito massivas, nas quais a opacidade é dominada por espalhamento
de elétrons, e portanto:

Kk =~ constante.

Observagao: Nao utilize a equacao de Stefan-Boltzmann. Para fins de esti-

mativa, considere que os gradientes de temperatura e pressao no interior estelar

21
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seguem uma relagao linear, de forma que:

AT T AP P
Ar X R Ar x R

e) Baseando-se nos resultados do item anterior, responda: por que estrelas mais

massivas possuem menor tempo de vida?

Outra forma de entender melhor sobre a evolugao e estrutura estelar é analisando

as escalas de tempo nas quais diferentes processos fisicos ocorrem.

f) Surpreendentemente, apenas uma pequena fracado da massa total de uma estrela
esta disponivel para a geracao de energia, aproximadamente 0,008%. Sabendo
disso, estime, em bilhoes de anos, o periodo ty (tempo nuclear) pelo qual o Sol

consegue sustentar sua luminosidade, assumida constante.

g) Um efeito alternativo de geracdo de energia e muito importante na fase inicial
da vida de uma estrela € o mecanismo de Kelvin-Helmholtz, no qual a contracao
da estrela diminui sua energia gravitacional e imediatamente essa diferenca de
energia tem forma de radiagdo. Estime o tempo ¢; (tempo térmico) pelo qual o
Sol conseguiria sustentar sua luminosidade assumindo que essa fosse sua tnica

fonte de energia.

Dica: A expressao fornecida de U para uma estrela homogénea pode ser tutil.

h) Na génese estelar, a pressao contrapondo o peso das camadas superiores é pra-
ticamente nula, e a estrela contrai. Estime o periodo tp (tempo dindmico), em

horas, para que o Sol colapsasse caso estivesse nesse regime
Dos seus tltimos resultados, vocé deve conseguir notar a seguinte relagao hierar-
quica:

ty >t > 1p.
Solucao:

a) Utilizando do teorema do Virial e o mesmo procedimento do exercicio anterior,

com a diferenca que pelo gas ser diatdmico, a enregia de cada molécula é 5szT:

3GM? 5MkgT
- 4+ >

0
SR m
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Resolvendo para M

25kpT R

M>——
3Gm

Substituindo numéricamente, encontramos

M ~ 800M

b) Imagine um cilindro de area da base, S e altura dr e massa dm, de modo que a

base inferior dele esteja a uma disancia r do centro da estrela:

dr

— —_——— e — — - —
—_—

Figura 7.1: Ciindro

A diferenca de pressao no cilindro é dada por

P(r+dr)— P(r) = P(r) + %dr — P(r) =dP

A forca causada por essa diferénca de pressao é dF = SdP que na condi¢ao de equiibrio,
deve ser balanceada pela forca gravitacional, dFg = gdm = pgdV = pgSdr. Do

equilibrio de forcas

SdP + pgSdr = 0

por fim,
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c) Por analise dimensional, temos

(m** [kg)® kgl [m]*
[kgl® [m]*% [s]?P

[m]tY - (K- ﬂ

QL BB ety YL 50
a-kS-p7 LPr®TTTY g0 = S K]

[gualando os expoentes, podemos montar o seguinte sistema de equagao

20 =36+ 28 +a+vy=—1
at+tB+B+0=0
—36-36=0

vy—40=1

Com trabalho, conseguimos resolver esse sistema chegando em

la=1, =1, y=-3, §=-1

d) A equagao obtida no item c) foi

AT T  kpL
Ar =7 & 278

A Lei dos gases ideais nos diz que

Pu = pkgT

Ou seja, P « pT'. Utiliznado que p rM?” chegamos em

Podemos usar tambem a expressao do gradiente de pressao



Assim, temos que

Combinando as duas expressoes para a pressao, temos

MT
r3

M2

X
rd

Ou seja
M
T o< —
”
Para o caso (i) temos s o< 755 a equacdo obtida em c¢) se torna

T L
T 27

Simplificando

Substituindo p e T’

Por fim,

Ou seja, r = 5,5, y = —0,5

Para o caso (i7) em que k é constante, a expressao encontrada em c) se reduz a

25
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CAPITULO 7. TERMODINAMICA

a —
7273

utilizando o mesmo método que anteriormente, chegamos em z =3 e y =0

e) A luminosidade aumenta muito com M. De maneira simplificada tempo de vida

de uma estrela é a quantidade de tempo que ela leva para queimar seu estoque

de combustivel. O estoque de combustivel é porporcional a massa, porem a

luminosidade é proporcional a M5°. Ou seja, uma estrela mais massiva, possue

mais combiustivel, mas o queima MUITO mais rapidamente, possuindo assim um

menor tempo de vida

f) Temos entao

dE d(nmc2) odm

L:——:—
dt

dt

AT

Aqui utilizamos a famosa relacdo massa-energia, e representamos a fracao de

massa disponivel como 7. Resolvendo para t e utilizando que L é consante

7’]C

tn = 7

L:dU

=

— Mg =~ 10 Gyr

g 2 P
g) Utilizando que U = —3G5]}\{/[ , nesse caso teriamos

6GM dM
SR dt

Novamente, resolvendo para t e assumindo L constante

tt
/ - / MdM
0 5LR

Assim

SLR

_ 3GMZ

~

10 Myr




h) Como n@o ha nenhuma pressao contrapondo a gravidade, Podemos estimar a forga

em uma camada de massa dm = pdV = 47r?pdr a uma distancia r do centro da

estrela como:

2 2,.3
JF — _GM(;“)dm _lom G?)p rodr
r

Integrando e utilizando a segunda lei de newton, obtemos

412G p?rt d*r
F(r)= ——— = M(T)—dt2
Simplificando

472G p*rt B 4rr3p d?r

3 3 di?
d*r
i —wGpr

Perceba que essa ¢ a equagao de um M.H.S com w = y/7Gp. O tempo de colpaso,

seria equivalente a 1/4 do periodo, sendo este igual a

3M

Py encontramos

Utilizando que p =

27
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