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Instrucoes (erais

Escreva seu NOME COMPLETO, o niimero da sua reuniao Zoom e da sua sala em TODAS as
folhas de respostas que serao escaneadas;

Escreva o numero de cada questao na folha de resposta, bem como o nimero da pégina;
Essa prova é de aplicacao tnica. NAO HAVERA SEGUNDA CHAMADA;
O preenchimento da Folha Resumo de Respostas é obrigatorio;

A duragao da prova é de 3 (trés) horas e o tempo para escanear é de 20 (vinte) minutos, sem
possibilidade de tempo adicional, a nao ser em casos de imprevistos;

A prova é composta por 10 questoes (totalizando 325 pontos), divididas nas seguintes categorias:
e Questoes Curtas - 5 questoes, sendo 2 valendo 15 pontos, 1 valendo 20 pontos e 2 valendo
25 pontos.
e Questoes Médias - 3 questoes, sendo 1 valendo 30 pontos e 2 valendo 35 pontos.
e Questoes Longas - 2 questoes, sendo 1 valendo 55 pontos e 1 valendo 70 pontos.

A prova é individual e sem consultas. Uma tabela de constantes com informagoes relevantes
para a Prova Tedrica estd disponibilizada na pagina 2, assim como no Classroom da seletiva.

O uso de calculadoras é permitido, desde que nao sejam programdveis/graficas/com acesso a
internet;

As resolugbes das questoes, numeradas de 1 a 10, podem ser feitas a ldpis (bem escuro) ou caneta
e devem ser apresentadas de forma clara, concisa e completa. Faga um retangulo ao redor da
resposta de cada item. Sempre que possivel, use desenhos e graficos. Recomendamos o uso de
borracha, régua e compasso;

Vocé pode utilizar folhas de rascunho para auxiliar no processo de resolugao da prova, mas elas
nao devem ser entregues no formuléario.

Instrucoes Especificas

. S6 serao aceitos arquivos em pdf. Em caso de duvidas, leia o passo a passo da OBA de como

escanear suas solugoes disponivel no Classroom.

Os alunos s6 poderao se comunicar com o fiscal de sua sala por meio do chat da plataforma
Zoom. Sao vedadas quaisquer duvidas em relagao ao contetido da prova

Ao terminar a prova, avise o fiscal de sala pelo chat da plataforma Zoom e aguarde por instrugoes;

Os microfones deverao permanecer fechados a todo tempo. O estudante deve manter dois equi-
pamentos conectados a sua sala zoom durante o curso da prova, de forma que possa ser visto
durante toda sua duragao;

O uso de aparelhos celulares ou cameras fotograficas s6 sao permitidos enquanto o aluno realiza
o scan de suas solugoes.

Para questoes em branco, escreva no topo da questao subsequente “Pulei a questao anterior”.
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Tabela de Constantes

Massa (Mg)
Raio (Rg)

Aceleragao da gravidade superficial (gg)

Obliquidade da Ecliptica
Ano Tropical

Ano Sideral

Albedo

Dia sideral

Massa
Raio
Distancia média a Terra

Inclinacao Orbital com relagao a Ecliptica

Albedo
Magnitude aparente (lua cheia média)

Massa (Mg)

Raio (Rp)

Luminosidade (Lg)

Magnitude Absoluta (Mg)
Magnitude Aparente (mg)
Diametro Angular

Velocidade de Rotagdo na Galdxia
Distancia ao Centro Galatico

Diametro da pupila humana
Magnitude limite do olho humano nu
1UA

1 pc

Constante Gravitacional (G)
Constante Universal dos Gases (R)
Constante de Planck (h)

Constante de Boltzmann (kp)
Constante de Stefan-Boltzmann (o)
Constante de Hubble (Hp)
Velocidade da luz no vécuo (c)
Massa do Préton

Ao medido em laboratorio

5,98 - 10%* kg

6,38 -10% m

9,8 m/s?

23°27

365, 2422 dias solares médios
365, 2564 dias solares médios
0,39

23h 56min 04s

7,35-10%2 kg
1,74-105m
3,84-108 m
5, 14°

0,14

—12,74 mag

1,99 - 10%0 kg
6,96 - 108 m
3,83-10% W
4,80 mag
—26,7 mag
32

220 km s~!
8,5 kpc

6 mm

+6 mag
1,496 - 101 m
206.265 U A

6,67-107" N -m? . kg2
8,314 N -m-mol~ ! - K1
6,63-10734 J -5
1,38-10723 J - K2
5,67-108W.-m2.K*
67,8 km-s 1. Mpc™!
3,0-10% m/s

938,27 MeV - ¢ 2

656 nm

Pagina 2

Terra

Lua

Sol

Distancias
e tamanhos

Constantes
Fisicas
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Formulario

e Para um Triangulo Esférico:

Lei dos senos:

sen(a)  sen(b)  sen(c)

sen(a)  sen(B)  sen(y)

Lei dos cossenos:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(a)

e Forma Polar da elipse :

a(l —e?)
) = ——~—— ~ /)
r(®) 1+ e-cos(f)
e Critério de resolucao de Rayleigh:
A
D
e Lei de Hubble:
Vrad = Ho - d
e Lei de Stefan-Boltzmann:
F=¢.o-T

sendo € a emissividade do corpo irradiante, com € = 1 para corpos negros

e Efeito Doppler Classico:

A—Xo Urad
z = = —

)\0 C
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Questoes Curtas

1. (15 pontos) O grifico abaixo traz a altura do Sol em fungdo do azimute em uma determinada
cidade, ao longo de um ano inteiro.

GRAFICO AZIMUTE - ALTURA DO SOL DURANTE O ANO

20 Norte Leste Sul Oeste Norte
80°

| 12h
70° 11 /f‘_“‘T\ 13h

o 10h/<’\/\//‘

50; h/<\ \ \ / / />\1 '
o NSO ROA
20'“- 7h"/.’/ Y\\\%%//N )}\Hh
R sh/ \?&\\% 1},{ / / )g/ \\18h
JEEC A 1

-180° -135° -90° -45° 0° 45° 90° 135° 180°
Azimute

Altura

Sabendo que as horas no grafico correspondem ao Tempo Solar Verdadeiro do local, responda:

(a) (5 pontos) Qual é a latitude geografica desta cidade?

(b)

(¢) (3 pontos) Qual serd o azimute do Sol as 11 horas do dia do Solsticio de Inverno?
(d)

(3 pontos) Qual sera a distancia zenital do Sol as 14 horas do dia do Solsticio de Verao?

(4 pontos) A que horas o Sol estard 45° acima do Horizonte nos dias dos Equindcios?

Solugao:

(a) Nos dias dos Equindcios (representados pela curva azul claro), o Sol se encontra sobre o
Equador Celeste. Pelo gréfico, vemos que ao meio-dia solar verdadeiro a altura do Sol
neste dia é de h = 50°, de forma que esta é, também a altura do Equador Celeste para
esta cidade. Sendo assim, sua latitude geografica serd ¢ = 90° — h.

Como a passagem meridiana do Sol neste dia se deu ao Sul do Zénite, a cidade se
,0u’<¢):40O N‘.

encontra do Hemisfério Norte. Portanto, ‘ ¢ = +40°
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PCN

N ¢ =40"N\g/ h=50° S

Horizonte

(b) Pelo grifico, vemos que as 14 horas do dia do Solsticio de Verao (representado pela curva
vermelha) o Sol estard com altura h = 60°. Sua distancia zenital serd z = 90° — h.

GRAFICO AZIMUTE - ALTURA DO SOL DURANTE O ANO

90* Norte Leste Sul QOeste Norte
80°
12h
70° 11 T [ "7~ 13h
60°{ ¢ 1Dh/<) \—-*'**-/ / 14h
R TINAY

Portanto, .

(c¢) Pelo grafico, vemos que as 11 horas do dia do Solsticio de Inverno (representado pela
curva azul escuro) estard & 15° a Leste.

8h/\<\ AL /DN
NG

A X / v 1 A

-135° -90° -45° 15° o° 45° 90° 135°
Azimute

Portanto,

(d) Pelo grafico, vemos que nos dias dos Equinécios (representados pela curva azul claro),
o Sol atinge h = 45° de altura as | 10h 30min e as 13h 30min |
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\ 12h

70° 11 /(—_\7\ 13h
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n
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Altura

40°

2. (15 pontos) O famoso astronauta Juvenas estd em uma missao espacial muito importante para
o avanco da humanidade. Seu amigo, Cabrito, influente engenheiro aeroespacial, pergunta qual
o seu paradeiro. Juvenas, entretanto, nao da a resposta diretamente: apenas diz estar em um
asteroide e que, quando em oposi¢cao com relagao a Terra, a magnitude aparente do Sol medida
por ele é m4 = —24,85 mag.
Cabrito, inteligente como sempre, decide medir o tamanho angular do asteroide em oposicao a
fim de determinar exatamente de onde seu amigo enviou sua resposta. O valor obtido foi de
04 =0,530".

Com base na tabela abaixo, em qual asteroide o astronauta realizava sua missao?

Tabela 1: Tabela de Asteroides

Nome | Didmetro Médio (km)
Vesta 525
Higia 431
Interamnia 326
Euphrosyne 268
Themis 196

Dado: As 6rbitas sdo coplanares e todos os efeitos de extingdo podem ser desprezados.

Solugao:

(i) Esquematizando o problema:

Sol Terra
®
0

d

do

Figura 1: Da Terra, Cabrito observa o asteroide com tamanho angular 6.

(ii) Fazendo uso da equagdo de Pogson, podemos escrever:

Prova Teédrica - Seletiva para as Olimpiadas Internacionais de 2021
Prova de Selegao para os Treinamentos - 10/04 - TOTAL DE PAGINAS: 29



Pagina 7

mr —MVega = _27 5109(#3?%0) (1)
Lo
ma —Mvega = _27 5Z0g(4ﬂ—(d1+d2)2 F%))

Assim, subtraindo a equacao de baixo pela de cima, encontramos a expressao da distancia
entre Terra e o asteroide:

mp—mop 26,72—24,85

dy = [10075 ) —1]d; =[10775 ) —1] x 1 =1,366U A (2)

Da figura, relacionamos a distancia encontrada com o didmetro médio do corpo celeste:

0,530

D = dyf = 1,366 x 1,496 x 10% x (206265

) = 525km (3)

Segundo consta na tabela, esse asteroide corresponde a | Vesta |.

3. (20 pontos) Determine a luminosidade, em watts, de uma galdxia com inclinagéo ¢ = 0°, mag-
nitude aparente m = 18,2 e cujo espectro estd representado na figura abaixo. Desconsidere os
efeitos relativisticos.

30 —

25

Hé

CHEK T
"'G-band .

i

20

[a—y
o2
T T T | T T7

f, (10717 erg s! cm™2 A-1)
o

L L

L . . ; L
2000 6000 7000

Observed Wavelength (&)

Solugao:

A parotir da imagem podemos ver que 0 comprimento de onda (Oia linha espectral Hy, é Ao ~
T200A.(qualquer valor maior que 71994 e menor do que 7300A foi considerado correto)
Com essa informacdo em maos e usando o0 Agso podemos usar a féormula do redshift para

calcular o z.
A= Ao

z "
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7200 — 6560
= ——— =0,097561
6560 ’
substituindo z na equacao abaixo temos que:

v
P
c

0,097561 = %

v = 29268km/s
Sabendo disso podemos substituir a velocidade na Lei de Hubble e obter a distancia:
V=Hy-D
D = 431,686 Mpc

Agora resta apenas calcular a magnitude absoluta pelo médulo da distancia e com isso calcular

a luminosidade.
m—M=51log D -5

18,2 — M = 5 log (431,686 - 10°) — 5
M = —19,9758

L
M — Mg, = —2,5log

L
-1 —4.80=—-2 e
9,9758 — 4,80 ,5log 583107

L=312-10W|

Na pratica, nao podemos substituir a distancia préopria no médulo da distancia, pois o redshift
diminui o fluxo (aumenta o comprimento de onda da luz diminuindo sua energia) que chega
na Terra. Para contornarmos esse problema, define-se a distancia de luminosidade como
sendo a distancia prépria multiplicada por um fator de corregao (z + 1), ja que, dessa forma,
levamos em consideracao o efeito causado pelo redshift. Para uma explicagao mais a fundo
do motivo por tras dessa diferenga e quando se deve usar cada distancia, leia o capitulo 6 do
livro Introduction to Cosmology escrito pela Barbara Ryden.

4. (25 pontos) A figura abaixo é a primeira imagem direta de um exoplaneta, feita em 2004 pelo
Very Large Telescope (VLT). Trata-se do planeta 2M1207b, cinco vezes mais massivo que Jupiter
e que descreve uma 6érbita aproximadamente circular de raio r = 55 UA ao redor da estrela
2M1207, cuja massa ¢ M = 0,025 Mg. A foto foi construida a partir de observagdes na banda
de infravermelho préximo L (comprimento de onda A = 3,8 um). Considerando uma revolucao
do planeta em torno da estrela, calcule a duragao total, em anos, do periodo de tempo em que
o VLT nao conseguiria resolver angularmente a separacao entre 2M1207b e 2M1207, mantendo
sempre as condigoes de observacoes descritas acima.
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Figura 2: Créditos: ESO.

Dados:

Massa de Jupiter: 1,90 - 10%7 kg
Distancia de 2M1207 ao Sol: d = 70,5 pc
Diametro do espelho primério do VLT: D = 8,20 m

Considere que a linha de visada esteja contida no plano da érbita de 2M1207b em torno de
seu estrela

Solugao: Primeiramente, usa-se o critério de Rayleigh para determinar a separagao angular
minima que o VLT consegue resolver:

y4
0=-
d
sendo o caso limite
gn o A Ad
amin = :i(m = 17 22 - 5 — emdﬂ; = 1, 22 - 5 (4)

Dado que a linha de visada do VLT estd contida no plano orbital (i = 90°), esquematiza-se
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2M1207

2M1207b

Linha de visada

Quando o planeta percorre as regioes da Orbita destacadas em vermelho, ¢ < £,,4, € 0 te-
lescopio nao é capaz de resolver angularmente o par. Sendo assim, ao percorrer 4a, o planeta
nao é detectado nas condigoes de observacao dadas.

A distancia entre quaisquer pontos X e X’ da imagem é r = 55 U A, igual & soma dos raios

das 6rbitas individuais (r1 + 72). Logo, tomando a semirreta AA’ como base, calcula-se a
distancia projetada entre os objetos, quando vistos pelo VLT:

gmdz = gl + 62
b
smae= r < lpap = (r1 +r2)sina =rsina (5)
. £
sina = —=
T2

Observagao: considerando-se a dérbita relativa diretamente, o resultado obtido é o mesmo.

Relacionando-se o arco  com o periodo da érbita:

4a:2l <:)At:2aT

At T s (6)

Substituindo-se as expressoes encontradas anteriormente, , e @

At = T - arcsin (1, 22 - Ad)
T rD
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O periodo pode ser obtido da Terceira Lei de Kepler, para as massas em unidades de Mg,
em UA e T em anos:

T2 1 553
L — 2364, 8
73 Mg+ Mp \/0,025 $5-9.5-10-2 & anos

Retomando-se a expressao de At:

2-2364,8 3,8-107%-70,5 - 206265
At="—""""°. i 1,22 = ! ~ |22

™

Fonte: https://www.eso.org/public/images/26a_big-vlt/

5. (25 pontos) Em uma certa noite, Gigirotto, ao estudar melhor o movimento do satélite Gelecaio-
42, percebe que este logo passard por seu meridiano local. Ela decide entao descobrir a que
distancia, naquele momento, Gelecaio-42 estard do Kennedy Space Center, na Flérida (¢ =
28° 31’ 277 N), onde ela estd passando suas férias. Gigirotto sabe que o satélite se move em
uma 6rbita circular de altura h = 420 km, e, ao analisar dados de um almanaque astronomico,
descobre que, em uma certa noite, ele terd, em momentos diferentes, as mesmas coordena-
das geocéntricas de 2 estrelas: Arcturus (ag = 14h 15m 38s; 64 = 19° 10’ 19”) e Markab
(apr = 23h 04m 46s; 0y = 15° 12/ 19”). Por coincidéncia, ela percebe que Gelecaio-42 passard
pelo seu meridiano local exatamente quando estiver no ponto de sua érbita com maior declinagao.
Qual a distancia que Gigirotto devera encontrar, em km, no momento desse fenémeno?

Solugao: Primeiramente, precisamos encontrar o ponto de maior declinacao da trajetéria.
Como a partir desse ponto as declinagbes diminuem para os 2 lados, podemos inferir que o
angulo de vértice P é reto.

Polo Celeste Norte

Usamos entao uma combinacao de leis dos senos e cossenos para encontrar a méaxima de-
clinagao do satélite:

cosd = sind4 sin dps + cos d 4 cos dpr cos A

d =121° 48" 36”
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Disso:
sind  cosdy
sinAa ~ sind
0 =57° 09 07”
E:

cosdy cosdp

sin90°  sind

dp = 37° 29" 057
Agora podemos encontrar a distancia do objeto até Gigirotto. Temos a seguinte situacao:

Gelecaio-42

Centro da Terra

Assim, basta aplicar uma lei dos cossenos para acabar a questao:
d? = (Rg + h)* + R% — 2 Rg (Rg + ) cos(dp — @)

Portanto, | d’ = 1100km |.

Questoes Médias

6. (30 pontos) Em uma aula de astronomia sobre estrelas bindrias, a professora da turma apresentou
a seus alunos Albireo (8 Cyg), da constelagdo de Cisne. Informou a eles que levaria seu teleseépio
para a escola em uma noite sem nuvens para que eles pudessem observar a beleza das duas
estrelinhas. No entanto, ela precisava verificar se era possivel fazer a observagao com o telescépio
que possuia em casa e deu esse desafio a seus alunos.

A professora informou que seu telescépio podia observar estrelas com fluxo até Fy;,, = 3 x 10716 F,
e sabe-se que a separacao angular das estrelas de Albireo é § = 34”. Com essas informagdes, resolva
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os itens abaixo:
(a) (15 pontos) Calcule a magnitude limite observavel pelo telescépio (em mag) e seu didmetro
(em milimetros);

(b) (5 pontos) Calcule o poder de resolugdo do telescépio (em segundos de arco) e verifique se
é possivel observar as duas estrelas de Albireo com esse instrumento;

(¢) (10 pontos) Calcule o didmetro do campo de visdo (em segundos de arco) do telescépio
sabendo que a estrela Deneb (« Cyg) fica At = 2 minutos nesse campo.

Dados:

- Didmetro da pupila humana: D, = 6 mm

Magnitude limite do olho humano: myp, = 6
- Comprimento de onda central da banda visivel A, = 550 nm
Declinagao de Deneb: 6§, = 45°16'49,3"

Solugao:

(a) Para o cdlculo da magnitude limite do telescépio:

Fim
Miim — Mo = _27 5log< L ) (7)
Fo
310715, e
Myim + 26,7 = —2,5.log ) = Miim = —2,5.009(3.107"°) — 26,7
O

Para o calculo do didmetro do telescépio:

Dolho

2
Miim — Molho = —2, 5.log( ) = Myim = 2,1 + 5.l0g(Dyer) (8)

tel

Como o diametro do olho humano foi usado em milimetros, entao Dy.; deve estar em milimetros.
Utilizando o valor my;,, = 12,1 encontrado

(Myim—2,1) (12,1—-2,1)
5

Mpim = 2,1 + 5.00g(Dye;) = Diey = 10 5 =10

\Dtel =100 mm

(b) Com o valor do comprimento de onda da luz visivel, podemos calcular o poder de
resolucao do telescopio

Ay

tel

6, =1,22. (9)

550.10~°
0,1

Agora, podemos comparar o poder de resolucao do telescépio com a separacao angular das
estrelas de Albireo. Como 6, = 1,4” é menor do que § = 34", entéo é possivel ver as duas
estrelinhas de Albireo.

0, =1,22. =6,71.10"%ad = 1,38"
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(c)

Figura 3: Representacdo da esfera celeste e dos angulos e medidas envolvidos no problema

Sabe-se que s = R'AH e s = RAf. Além disso, R’ = Rcos(d.), entao

RAO = R'AH < RAH = Rcos(0,)AH < Af = cos(6,)AH

Sendo At o tempo que a estrela permanece no campo do telescopio e wg a velocidade angular

da Terra:

W@=AA—Ij=>AH=w@At

Substituindo na expressao para A6:

Af = cos(0,)AH < A = cos(d,)wgpAt

Substituindo os valores, temos:

1296000”
A = 45°16'49,3") ———120s = 1270”
0 = cos(45°16'49,3") 26161 0s 70
Al = 1270
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7. (35 pontos) Uma estudante de astronomia observa um sistema bindrio e tem em maos o grafico
das velocidades radiais medidas de cada componente em fungao do tempo, como mostrado abaixo.
Ela fica maravilhada com a quantidade de informagoes que podemos obter de um tinico gréfico.

A

Velocidade Radial (km/s)
140

120

100 ,Estrela 1

7
7

80

60

!
1

40 Estréla 2

20

Tempo (anos)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

o

Assuma que as érbitas das estrelas sao circulares e que a inclinacao dos planos de érbita em relacgao

ao plano do céu sao de 90°. Analisando o gréfico, responda:

(a) (3 pontos) Qual a velocidade radial do centro de massa do sistema, em km/s?

(b) (4 pontos) Quais as velocidades v; e vo das componentes em relagdo ao centro de massa do

sistema, em km/s?

(¢) (8 pontos) Determine os raios das drbitas das estrelas, 71 e r2, em unidades astronomicas.

(d) (15 pontos) Determine a massa de cada uma das componentes, m; e ms, em massas solares.

(e) (5 pontos) Suponha que a estudante obtenha um grafico da magnitude pelo tempo do
sistema bindrio. Poderfamos obter as varidveis a seguir combinando o gréfico inicial com o

dos eclipses?
Responda com S se sim e N se ndo para cada item. Nao é necessario justificar.

I. A magnitude aparente de cada estrela;
II. O raio de cada estrela;
III. A classe espectral de cada estrela;
IV. A composigao quimica de cada estrela.
V. A distancia ao sistema.
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Solugao:

(a)

A Velocidade Radial (km/s)

120

100 Estrela 1

40 Estrela 2
20
Tempo (anos)
P
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

A velocidade radial do centro de massa do sistema é a velocidade radial das estrelas
quando as velocidades radiais das duas componentes sao iguais, ou seja, estao paradas
uma em relagdo a outra nessa diregdo radial. Assim, medindo a velocidade radial desse

eixo de simetria no grafico, encontramos | v, = 70 km/s |.

Como as Orbitas sao circulares, as velocidades das estrelas sao constantes. Portanto,
a velocidade radial sé varia pela projecao na nossa direcdo, em um fator seno. Assim,
podemos falar que as amplitudes das curvas sao as velocidades das componentes 1 e 2.
Uma outra forma de pensar é subtraindo a velocidade radial maxima de cada estrela
pela velocidade radial do centro de massa.

De qualquer forma, obtemos |v; = 15 km/s ‘ e ’ vy = 11 km/s ‘

Podemos medir o periodo do sistema pela figura, P = 46 anos. Como as érbitas sao

circulares, podemos escrever:

2rr
V= —

P

ou seja,
vP

S oom

Substituindo para 1 e 2, encontramos |r; = 23,2 UA e ro = 17,0 UA |

Como o centro de massa nao se move no seu préprio referencial:

V1M1 = V212

™% 733
mo U1

Uma outra forma de chegar ao mesmo resultado é derivando a velocidade orbital a partir
da resultante centripeta e da forga gravitacional.
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Substituindo na terceira lei de Kepler:

4r?
P2 — 3
G(m1 + mg) <T1 + Tz)
A2 .
pP? = il (Tl + 7'2)3

Gm, (1 + %)

472

TGP (14 22) e

my

Assim, encontramos ‘ my = 13,0 Mg ‘

Com a razdo mj/maq, obtemos também ‘ mo = 17,7 Mg ‘

Observagao: Usando as unidades Mg, anos e UA, o valor numérico de G é 472, Com
isso, a 32 lei de Kepler fica:
p? _ (CL1 + CL2)3
mi + mo

simplificando as contas de forma significativa.
(e) Analisando os itens:

I. S - E possivel obter as magnitudes diretamente da curva de luz, observando as
magnitudes nos momentos de eclipse e comparando com a magnitude inicial.

IT. S - Com os tempos de duragao dos eclipses e a velocidade de cada estrela, conse-
guimos os raios das estrelas.

ITI. S - Manipulando os fluxos durante os eclipses primério e secundario, e o fluxo
inicial, obtemos as temperaturas efetivas das estrelas. Como as classes espectrais
sao diretamente ligadas as temperaturas, podemos entao encontrar as classes es-
pectrais.

IV. S - Conseguimos a composi¢do quimica diretamente da classe espectral, obtida no
item anterior.

V. S - Com os raios e as temperaturas efetivas que ja, podemos determinar as lu-
minosidades de cada estrela. Comparando a luminosidade total e o fluxo total,
obtemos a distancia até o sistema. De forma alternativa, a luminosidade poderia
ser calculada a partir da relagao massa-luminosidade.

8. (35 pontos) Uma ana branca é um remanescente estelar composto principalmente por matéria
eletronicamente degenerada que nao mais produz energia por fusao nuclear. A medida que perde
energia por radiacao, ela esfria com o tempo e, eventualmente, espera-se que atinja o equilibrio de
temperatura com o espaco, emitindo tao pouca energia que pode vir a ser chamada de ana negra.
Nesse problema, analisaremos o resfriamento da ana branca mais préxima do sistema solar: Sirius

B.

Considere que Sirius B seja composta integralmente por carbono e que tenha uma massa de
1,02 Mg, raio de 0,0080 R e luminosidade de 0,024 L. Considere, também, que Sirius B tenha
raio constante em todos os itens abaixo.

(a) (5 pontos) Considerando que a estrela se encontra a uma distancia de 2,64 pc do sistema
solar, encontre sua magnitude aparente bolométrica. Ignore qualquer fonte de extingao.
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(10 pontos) Suponha que Sirius B esfrie de uma temperatura efetiva T' para uma tempe-
ratura efetiva T' — AT. Encontre a razao entre a variacdo de magnitude bolométrica e a
Am

variacao de temperatura efetiva Z7. Considere % « 1.

Se necessdrio, utilize: In (1 + ) ~ x para & < 1. Dé sua resposta em fungao de 7.
(5 pontos) Considere que Sirius B esfrie 10 K. Calcule sua variacdo de magnitude bo-
lométrica Am.

(15 pontos) A temperatura interna de uma ana branca é aproximadamente constante em
todo seu volume. Contudo, nas proximidades da superficie, sua temperatura efetiva cai
drasticamente devido a efeitos de opacidade. Assim, sua temperatura efetiva T, se relaciona
com sua temperatura interna Tj;,; de acordo com a seguinte equagao:

Topp = o (Tim)¥, em que a ~ 0,014 K&

Com base nisso, calcule o tempo (em anos) para que a temperatura efetiva Tcsy de Sirius
esfrie 10 K. Para tal, considere que o calor especifico molar a volume constante do carbono
seja igual a ¢, = 3R, onde R é constante universal dos gases. A massa molar do carbono é
de 12 g/mol. Para fins de simplificacdo, considere que a estrela s6 perca energia por emissao
de radiacao.

Use que (1 + )™ ~ 1 + nx para z < 1, caso necessario.

Solugao:

(a) Primeiramente, teremos a seguinte expressao para o fluxo da estrela:

(b) Podemos escrever o seguinte:

L
F—__
47d?

Comparando com a magnitude absoluta do Sol:

Fyo
M@—mbol =2,510g( b l)
o)

2

10
= 2, 510g (W . 07024>

Assim, sabendo que Mg = 4,83, chegamos em:

Ly a(T — AT)*
—m; = —2.51 Z1) = —2.51 ok Sl
my —m; ,0 og(Li> , D og( K

Na equagao acima, o é uma constante que depende da distancia, raio e outras constantes
fisicas. Assim, teremos:

T—AT\" AT
Am = —2 5log (T) — Am = —10log (1 — T)

Alterando o logaritmo acima para base neperiana:

10 AT 10 AT
Am=———In(1-"2) > Am~ 2L
"= T (10 n( T) "
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Assim, chegamos na seguinte resposta:

Am 1
ar 3T

(¢) Nesse item, primeiramente precisamos calcular a temperatura efetiva de Sirius B:

L =4rR*0T);;

Substituindo os valores apresentados no enunciado, encontramos:

T.rp ~ 25400 K

Utilizando a férmula anterior, teremos:

4,34
™= 95400

-(10) — | Am = +1,71 107

(d) Primeiramente, temos a seguinte relagdo entre a variagdo de temperatura e a energia
emitida pela ana branca:

Me,AT = AE
AT AFE

M VAT T AL
At T At

Podemos escrever a seguinte equacao:

A,I‘int

Mc,
“TAL

= L =47R%0T2;;

Precisamos encontrar uma relagdo entre ATj,: e AT, ¢¢. Usando a equacdo dada no
enunciado, vamos analisar o que ocorre quando hd um decréscimo de temperatura
ATefft

7
z AT \ 8
Tupp— ATups = o (Tt — ATimg)E =a - T55, - (1— t)

Utilizando que (1 + z)" ~ 1 4+ nz para z < 1:

int

: AT,
Teys —ATegp=a Ty <1 - /t>

Assim, chegamos na seguinte relacao:

TAT;,
ATeff = - T ¢
8Tt
8. TF AT,
ATint = : zn?t eJf
[0
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Agora, como sabemos a dependéncia de Tj,: com T,rf, basta que substituemos T,y
na relagao acima e, depois, fagamos isso na expressao que associa com a luminosidade,
chegando em:

1
8- AT, T 7
st 38001 (T

1

. 7

Mcv-S ATess (Teff) — LAt
Ta «

Como a luminosidade é aproximadamente constante (ja que a temperatura efetiva muda
muito pouco), podemos consideré-la inalterdvel. Isolando At acima:

1
8 ATlesy (Teps\T

At = Me, - :
¢ Ta- L < o

Sabemos que a massa molar do carbono é de 12 g/mol. Entdo, temos que o calor
especifico do carbono pode ser escrito como:

J 3-8,314-10° J
mol - K 12 kg K

co =3-8,314

Podemos, entao, calcular o At, fazendo as devidas substituigoes:

At ~ 93000 anos

Questoes Longas

9. (55 pontos) O cometa Hale-Bopp foi um dos maiores cometas observados no século XX e um
dos mais brilhantes das tltimas décadas. Um fato curioso sobre ele é que o plano de sua drbita
faz aproximadamente 90° com a ecliptica. Sabendo que sua excentricidade é de cerca de 0,995 e
seu semi-eixo maior é de aproximadamente 186 U A, responda os seguintes itens:

(a) (5 pontos) Qual o seu periodo orbital (em anos)?
(b) (5 pontos) Calcule sua distancia periélica e afélica (em UA).
(¢) (7 pontos) Calcule sua velocidade orbital (em relagao ao Sol) nos pontos de periélio e afélio

(em km/s).

E conhecido que o angulo entre o vetor-posi¢ao - em relagao ao Sol - do cometa em seu ponto de
periélio e o plano da ecliptica é de cerca de 50°. Com base nisso:

(d) (8 pontos) Calcule as distancias entre o Sol e o cometa, nos pontos em que ele passa sobre
o plano da ecliptica, em UA. Dica: lembre-se da equag@o polar de uma elipse.

(e) (10 pontos) Considere que, em uma de suas passagens pelo seu periélio, o cometa possui
a mesma longitude ecliptica geocéntrica que o Sol. Calcule as duas possiveis distancias
Cometa-Terra (em UA) para essa configuracio.

(f) (20 pontos) Calcule o movimento préprio (em segundos de arco por hora) do cometa para
um observador na Terra na configuracao anterior de maior distancia Cometa-Terra. Descon-
sidere, para fins de simplificacdo, a rotacao da Terra.
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Solugao:
(a) Da Terceira Lei de Kepler, usando-se T em anos e a em UA:

T2
— = 1] — T:a3/2 ~ 2540 anos
a

(b) Primeiramente, calculam-se as distancias periélica (r,) e afélica (r,) do cometa:

(1+e)=371UA

Ta

{r,, —a(l—e)=0,930 UA
=a

(c) Para determinagao das velocidades nos pontos em questéo, usa-se a equacao de Vis-viva:

v = GM(2—1>
roa

Substituindo-se as expressoes de 7, e r, explicitadas anteriormente, escreve-se

_ |GM(1+e)

vp = a0 —0 = 43,6 km/s
ema—e)

Vg = m = 0,109 km/s

(d) Da geometria do problema, esboga-se:

Periélio do cometa

Orbita da Terra

Segundo o enunciado, o angulo entre o plano da ecliptica e o periélio é 50°, entao
0, = 50°, portanto #; = —130°. Vamos utilizar estes angulos a seguir:
No ponto A da imagem, da equagao polar da elipse:

a(l—e€?) 186 - (1 — 0,9952)
0,) = = =1,13UA
r(01) 1+e-cos(d) 140,995 cos(50°) ’
Analogamente:
1—e? 186 - (1 — 0, 9952
7(02) = al=¢c) __ (1-0,995%) =515UA

1+e-cos(d) 1+0,995-cos(—130°)
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(e) Novamente, esquematiza-se a situagao conforme a imagem:

Orbita da Terra

Aplicando-se a lei dos cossenos no triangulo PSC, obtém-se a primeira distancia reque-
rida, dq:

d? = 7"12] +r2® —2rprgcosth = dy = \/7’12) +r<29—2rpr@c0391 =0,818 UA

Analogamente, para o triangulo PSD,

dy =12+ 13 —2ryrgcosty — dy = \/rf, +1g — 2rprgcosfy =1,75 UA

(f) Mais uma vez, observa-se a configuragdo do problema:

Orbita da Terra

Encontra-se o movimento préprio g na situacao descrita ao determinar a componente
transversal da velocidade do cometa em relacao a Terra e dividir pela distancia entre
tais corpos. Isto é:

Ve(@),transversal

= ds

Determina-se v (g) trocando de referencial, do Sol, o qual ja se sabe a velocidade v, de
antes, para o referencial da Terra, ou seja:

Te(@) = Vp — Ug
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Apenas as componentes transversais dos vetores acima sao de interesse, entao vamos en-
contra-las. A velocidade da Terra ja é ortogonal & direcao do cometa, basta analisarmos
o caso de p:

Up,trans = Up - COS O

sin (0) _ Sm (62) — § = arcsin (Sin (62) - 7‘@)
Te d2 d2

0 =259 =
Up trans = 39,173 km/s

Como o angulo entre as érbitas do cometa e da Terra é aproximadamente 90°, entdao
Up,trans € Ug também sao ortogonais e o médulo de T(g) trans € Simplesmente ve(@) trans =

/2,2 2
Up,trans + U@

_ 27‘(7"@
@D

Vg = 29,785 km/s

Assim, substituindo os valores:

UC((—D),trans = 497 210 k’m/s

Por fim, teremos:

49,210 km/s
p=——"— e

=1,880-107" rad/s
da

w=140"/h

10. (70 pontos) Numa noite em que Ceres estava em seu periélio e em oposicao em relagdo ao Sol, o
jovem astronomo Tiago decide tirar fotos do planeta anao e, para isso, ele conta com seu telescépio,
que possui didmetro 883 mm e razdo focal f/12. A montagem equatorial do instrumento conta
com um motor que acompanha o movimento diurno das estrelas. O astronomo tirou duas fotos
separadas por um intervalo At = 16,1 min e elas foram sobrepostas para obter a imagem abaixo:
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* .- . - '.
- 0,1mm
N ]

A partir dos dados acima, calcule:
(a) (5 pontos) A escala de placa do telescépio em 7 /mm;

Além disso, Tiago toma nota de algumas caracteristicas do planeta anao: sua magnitude aparente
m = 6,40 e seu albedo geométrico p = 0, 0900.

Considere que o fluxo de Ceres na Terra na configuragdo de oposigao é dado por:

P

F=r5

Onde P é a poténcia solar incidente no planetoide e r é sua distancia até a Terra. A partir desses
dados e sabendo que o sentido da translagao do corpo celeste é o mesmo que o da Terra e que as
orbitas sao coplanares, calcule, para Ceres.

(b
(c

) (18 pontos) A sua distancia ao Sol nessa ocasiao em U A4;
)

(d) (6 pontos) A sua velocidade angular para um observador na Terra em ” /h;
)
)

(5 pontos) O seu raio em km;

e) (13 pontos) O semieixo maior da sua érbita em UA;

(
(f
Empolgado, o garoto mostra suas descobertas ao seu amigo Luiz, que decide explorar mais a
fundo o corpo celeste e, para isso, envia uma sonda ao pequeno planeta. Quando ela chega ao seu
destino, o aparelho adquire uma érbita circular cujo raio é o dobro do raio de Ceres. Em seguida,
ele se certifica de impulsiond-lo de modo que sua velocidade tangencial seja nula em relacao ao
centro do planeta anao. A partir disso, a sonda comega um processo de queda livre até colidir
com a superficie do planetoide. Sabendo que este processo durou 58,7 min, calcule:

(3 pontos) A excentricidade da sua 6rbita;
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(g) (15 pontos) A massa de Ceres em kg;

(h) (5 pontos) O incremento de velocidade, em m/s, necessdrio para que a sonda inicie a
trajetéria em queda.

Solugao:

(a) Primeiramente, precisamos descobrir a distancia focal f do telescépio:
I

12
f = 10596 mm

D

A escala de placa, s, pode ser encontrada a partir da seguinte férmula:

sy 206265
s (7/mm) 7 mm)

Onde usamos 206 265” = 1 rad, logo:

= |s=19.5"/mm

(b) Utilizando a foto dada, podemos calcular o raio angular de ceres, fr. Na imagem,
obtemos que o didmetro de Ceres é aproximadamente 0,0438 mm e, utilizando a escala
de placa, temos:

~0,0438 -19.5"

5 — O ~ 2,0668 - 1076 rad

R

Com a representacao abaixo:

Figura 4

Podemos calcular o raio, R, de Ceres por:

RZ@R"I“
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Assim, podemos calcular o fluxo, F', da energia solar refletida por Ceres por:

P FomR?p
Fepim="re

Sendo F o fluxo do Sol que chega ao planeta ando.

Lo wb%r%p

- 47rrg mr2
7 _ Lofip
4777“%

A partir disso, utilizando a magnitude aparente do Sol (mg):

Lo 4mr?
mo —m = —2,5log (47“% . L@6£p>

Tp = G@GR\/I?' 10;5Q

|rp=2,58 UA|

(c) A distancia da Terra até Ceres, como Ceres estd em oposigao, é:
r=r1,—ag = 1,585 U.A.
Assim, usando o angulo calculado anteriormente:
R = 0gr

Portanto:

R =490 km

(d) Medindo o deslocamento na placa fotografica, obtemos 0,458 mm. Como no item ante-
rior, transformando isso em deslocamento angular:

0g = 0,458 - s = 8.92"
Com isso, a velocidade angular é:

_fa
N

w = 33.2"/h

(e) Utilizando a imagem abaixo e calculando a velocidade relativa de Ceres, obtemos:

w
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Figura 5

Ve =VUg —W-T

Substituindo a férmula das velocidades:

Isolando o a:

a=2,78 UA.

(f) Sabendo a disténcia entre o Sol e Ceres no seu periélio e o semieixo maior de sua érbita,
podemos utilizar a equagao abaixo:

Isolando o e:

(g) Podemos considerar a trajetéria percorrida pela sonda como uma elipse degenerada com
a = R eb— 0, como pode ser verificado na figura abaixo:
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planetoide é dada em azul

Figura 6: Em que a area percorrida pelo raio-vetor da sonda durante a queda a superficie do

Podemos calcular essa area pela soma da do triangulo retangulo com catetos a e b e do

setor eliptico que representa 1/4 da drea total:

ab  mab
A= 24+
2 * 4
Pela Segunda Lei de Kepler, temos que:
A AT
mab T

Portanto:

AT |GM  2+7
or V R®  Arx

R? 24+ 2
M—E'<m>

| M = 9,40 10% kg |

(h) Representacao da situacao:
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Av

2R

1
1
1
1
>
>

Am e e e

Figura 7

Para que a velocidade total seja nula apds o impulso:

Av =253 m/s
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